
PŘIJÍMACÍ ZKOUŠKA NA NAVAZUJÍCÍ MAGISTERSKÉ STUDIUM 2025

Studijní programy: MCUPN, MAUPN, MNUPN, MFUPN

Varianta A

Řešení úloh pečlivě odůvodněte. Věnujte pozornost ověření předpokladů použitých matema-
tických vět.

Úloha 1 (20 bodů)
(a) V závislosti na parametrech a; b; c 2 R, a ¤ 0 spočtěte limitu posloupnosti:

lim
n!1

�
anC b

anC c

�n

:

(b) V závislosti na parametru k 2 N rozhodněte o konvergenci následující řady:
1X

nD1

.knC 1/n.2n/Š

n2nC1nŠ8n
:

Jednotlivé kroky řádně zdůvodněte.

Úloha 2 (20 bodů)
(a) At’

f .x; y/ D

8̂<̂
:

1; pokud x < y < x C 1;

�1; pokud x � 1 < y < x;

0; jinak.
Rozhodněte, zda platíZ C1

0

�Z C1

0

f .x; y/ dx

�
dy D

Z C1

0

�Z C1

0

f .x; y/ dy

�
dx:

(b) Spočtěte Z
M

x

1C xy
dxdy;

kde M D Œ0; 1� � Œ0; 2�.



PŘIJÍMACÍ ZKOUŠKA NA NAVAZUJÍCÍ MAGISTERSKÉ STUDIUM 2025

Studijní programy: MCUPN, MAUPN, MNUPN, MFUPN

Varianta A – Řešení

Úloha 1 (20 bodů)

(a) Pokud b D c, pak výsledek je triviálně 1. Předpokládejme tedy nadále, že b ¤ c. Víme, že
pro velká n platí: �

anC b

anC c

�n

D en log.anCb
anCc /:

Ze spojitosti exponenciály a Heineho věty tedy plyne, že pokud

lim
x!C1

x log
�

ax C b

ax C c

�
D A 2 R;

pak hledaný výsledek je eA. Protože a ¤ 0 a b ¤ c, tak limx!C1
axCb
axCc

D 1 a axCb
axCc

¤ 1

pro x ¤ � c
a

. Můžeme tedy substituovat y D axCb
axCc

a s pomocí věty o limitě složené funkce
a známé limity limy!1

log y

y�1
D 1 obdržíme:

lim
x!C1

x log
�

ax C b

ax C c

�
D lim

x!C1

log
�

axCb
axCc

�
axCb
axCc

� 1
�

�
ax C b

ax C c
� 1

�
x

D 1 � lim
x!C1

.b � c/x

ax C c
D

b � c

a
:

Výsledek je tedy e
b�c

a .
(b) Použijeme limitní podílové kritérium:

lim
n!1

ˇ̌̌̌
anC1

an

ˇ̌̌̌
D lim

n!1

.2nC 1/.2nC 2/.knC k C 1/

8.nC 1/3

�
knC k C 1

knC 1

�n �
n

nC 1

�2nC1

D
k

2
� e � e�2

D
k

2e
:

Tedy řada je konvergentní pro k � 5 a divergentní pro k � 6. Při výpočtu jsme použili
část (a):

lim
n!1

�
knC k C 1

knC 1

�n

D e;

lim
n!1

�
n

nC 1

�2nC1

D

�
lim

n!1

�
n

nC 1

�n�2

lim
n!1

n

nC 1
D
�
e�1

�2
� 1 D e�2:

Úloha 2 (20 bodů)
(a) Pro y � 1 je zjevně

R C1
0

f .x; y/ dx D 1 � 1 D 0. Pro 0 � y < 1 je
R C1

0
f .x; y/ dx D

y�1. Celkově tedy vychází integrál vlevo jako
R 1

0
.y�1/ dy D Œ1

2
y2�y�10 D �

1
2

. Symetrickým
výpočtem dostaneme, že integrál vpravo je roven 1

2
. Rovnost integrálů tedy v uvedeném případě

neplatí.



(b) Množina Œ0; 1� � Œ0; 2� je kompaktní a integrovaná funkce je na této množině spojitá,
tedy omezená a celkově proto integrovatelná. Můžeme proto použít Fubiniovu větu a počítat
standardním výpočtem s využitím metody per-partes:Z

M

x

1C xy
dxdy D

Z 1

0

�Z 2

0

x

1C xy
dy

�
dx D

Z 1

0

�
Œlog.1C xy/�

yD2
yD0

�
dx D

D

Z 1

0

log.1C 2x/ dx D Œx log.1C 2x/�10 �

Z 1

0

2x

1C 2x
dx D

D log 3 �

Z 1

0

�
1 �

1

1C 2x

�
dx D log 3 � 1C

�
1

2
log.1C 2x/

�1

0

D

D log 3 � 1C
1

2
log 3 D

3

2
log 3 � 1:



PŘIJÍMACÍ ZKOUŠKA NA NAVAZUJÍCÍ MAGISTERSKÉ STUDIUM 2025

Studijní programy: MCUPN, MAUPN, MNUPN, MFUPN

Varianta B

Řešení úloh pečlivě odůvodněte. Věnujte pozornost ověření předpokladů použitých matema-
tických vět.

Úloha 1 (20 bodů)
Spočtěte Z

tg x

6C 11 cos x C 6 cos2 x C cos3 x
dx

na maximálních možných intervalech a tyto intervaly určete.

Úloha 2 (20 bodů)
(a) Ukažte, že množina bodů .x; y; ´/ 2 R3, pro které

x2
C 4y2 cos x � ´2

D 2xy´;

je na nějakém okolí bodu .0; 1; 2/ grafem spojitě diferencovatelné funkce f .x; y/, která je
definovaná na jistém okolí bodu .0; 1/ a splňuje f .0; 1/ D 2.

(b) Spočtěte parciální derivaci f podle x v bodě .0; 1/.
(c) Spočtěte totální diferenciál f v bodě .0; 1/.
(d) Má funkce f v bodě .0; 1/ lokální minimum?

Pokud používáte větu o implicitních funkcích, ověřte její předpoklady.



PŘIJÍMACÍ ZKOUŠKA NA NAVAZUJÍCÍ MAGISTERSKÉ STUDIUM 2025

Studijní programy: MCUPN, MAUPN, MNUPN, MFUPN

Varianta B – Řešení

Úloha 1 (20 bodů)
Integrál nejdříve upravíme

I D

Z
tan x

6C 11 cos x C 6 cos2 x C cos3 x
dx D

Z
sin x

cos x.6C 11 cos x C 6 cos2 x C cos3 x/
dx:

Po substituci t D cos x, dt D � sin x dx dostáváme

I D �

Z
1

t.6C 11t C 6t2 C t3/
dt D �

Z
1

t.t C 1/.t C 2/.t C 3/
dt:

Zde použijeme rozklad na parciální zlomky. Protože máme jen jednonásobné reálné kořeny,
můžeme použít zakrývací pravidlo. Obdržíme

1

t.t C 1/.t C 2/.t C 3/
D

1

6t
�

1

2.t C 1/
C

1

2.t C 2/
�

1

6.t C 3/
:

Tak dostaneme

I D �
1

6

Z
1

t
dt C

1

2

Z
1

t C 1
dt �

1

2

Z
1

t C 2
dt C

1

6

Z
1

t C 3
dt c
D

c
D �

1

6
log jt j C

1

2
log jt C 1j �

1

2
log jt C 2j C

1

6
log jt C 3j D

D �
1

6
log j cos xj C

1

2
log.cos x C 1/ �

1

2
log.cos x C 2/C

1

6
log.cos x C 3/:

Maximální intervaly jsou .��
2
; �
2
/C 2k� , .�

2
; �/C 2k� a .�; 3�

2
/C 2k� , k 2 Z.

Úloha 2 (20 bodů)
(a) Označme F.x; y; ´/ D x2C4y2 cos x�´2�2xy´. Zřejmě F je spojitě diferencovatelná

funkce, F.0; 1; 2/ D 0 a
@F

@´
.x; y; ´/ D �2´ � 2xy;

@F

@´
.0; 1; 2/ D �4 ¤ 0;

tedy množina f.x; y; ´/ 2 R3I F.x; y; ´/ D 0g je podle věty o implicitních funkcích na nějakém
okolí bodu .0; 1; 2/ grafem spojitě diferencovatelné funkce f , pro kterou f .0; 1/ D 2.

(b) Snadno spočteme
@F

@x
.x; y; ´/ D 2x � 4y2 sin x � 2y´;

@F

@x
.0; 1; 2/ D �4:

Z věty o implicitních funkcích pak

@f

@x
.0; 1/ D �

@F
@x
.0; 1; 2/

@F
@´
.0; 1; 2/

;

tedy
@f

@x
.0; 1/ D �1:

(c) Podobně jako v (b) spočteme
@F

@y
.x; y; ´/ D 8y cos x � 2x´;

@F

@y
.0; 1; 2/ D 8;



tedy
@f

@y
.0; 1/ D 2:

Ze spojitosti parciálních derivací plyne existence totálního diferenciálu, a tedyDf.0; 1/.h; k/ D
�hC 2k.

(d) Parciální derivace f v bodě .0; 1/ jsou (dokonce obě) nenulové, tedy není splněna nutná
podmínka pro existenci lokálního extrému v bodě .0; 1/. Funkce f tedy lokální extrém v bodě
.0; 1/ nemá.


