PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni programy: MCUPN, MAUPN, MNUPN, MFUPN

Varianta A
Reseni tloh peclivé odiivodnéte. VEnujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.

Uloha 1 (20 bodt)
(a) V zavislosti na parametrech a, b, ¢ € R, a # 0 spoctéte limitu posloupnosti:

. (an +b)”
lim .
n—oo \ an + ¢

(b) V zavislosti na parametru k£ € N rozhodnéte o konvergenci nasledujici fady:

> (kn + 1)"(2n)!
2; n2ntlyign -
Jednotlivé kroky fadné zdtvodnéte.
Uloha 2 (20 bodi)
(a) At
I, pokud x <y <x + 1,
flx.y)=4-1, pokudx —1 <y < x,
0, jinak.

Rozhodnéte, zda plati

+o00 +o00 +o00 +o00
| ( f(x,y>dx)dy=/0 ( f(x,y)dy)dx.

/ a dxdy,
m1l+xy

(b) Spoctéte

kde M = [0,1] x [0, 2].



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni programy: MCUPN, MAUPN, MNUPN, MFUPN

Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (20 bodi)
(a) Pokud b = c, pak vysledek je trividlné¢ 1. Predpoklddejme tedy naddle, Ze b # c. Vime, Ze

pro velkd n plati:
an+b\" _ ros(snst
an +c '

Ze spojitosti exponencidly a Heineho véty tedy plyne, Ze pokud

(ax+b

lim xlog
ax +c

X—>+00

):AER,

pak hledany vysledek je e4. ProtoZe a # 0 a b # c, tak limy_, ;oo &2 = ] g 9x+b £ |

ax—+c ax+c
pro x # —2. MiZeme tedy substituovat y = % a s pomoci véty o limité sloZené funkce
PV LI . 1 v
a zndmé limity limy,_,, ;i_{ = | obdrZzime:

b lo ax+b A
lim xlog (ax + ) = lim e (e . (ax o l) X

X—>+00 ax +c x—+oo 4Xtb _ | ax +c¢
ax—+c
. (b—=c)x b—c
=1- lim = .
x—>+o0 ax 4+ ¢ a

Vysledek je tedy e’
(b) Pouzijeme limitni podilové kritérium:

po @ | L @u D@4 kn k4 1) (kn+k+1 "(on !
im = lim
n—>oo | a, n—00 8(n + 1)3 kn+1 n+1
k k
=—.e-e = —,
2 2e
Tedy fada je konvergentni pro k < 5 a divergentni pro k > 6. Pfi vypoctu jsme pouzili
¢ast (a):
. (kn+k+1Y)"
lim [ —— | =e,
n—o00 kn+1
n 2n+1 n n-\ 2 n )
lim = ( lim lim =) 1=¢2
n—oo \ n + 1 n—oo \ n + 1 n—oopn + 1
Uloha 2 (20 bodi)

(a) Pro y > 1 je zjevné f0+°° f(x,y)dx =1—-1=0.Pro0 <y <1je f0+°° f(x,y)dx =
y — 1. Celkové tedy vychdzi integral vlevo jako fol (y—1dy = [% Y2 =yl = —%. Symetrickym
vypoctem dostaneme, Ze integral vpravo je roven % Rovnost integrald tedy v uvedeném piipadé
neplati.



(b) MnoZina [0, 1] x [0, 2] je kompaktni a integrovana funkce je na této mnoZiné spojita,
tedy omezend a celkové proto integrovatelnd. MiZeme proto pouZit Fubiniovu vétu a pocitat
standardnim vypoctem s vyuZitim metody per-partes:

/ Y dxd /1(/2 a d)d /1([1 (1+ )]y=2)d
X = X = (0] X _ X =
M1+ xy Y 0 0 1+xyy 0 8 Yly=o

1 1 2x
= /0 log(1 + 2x) dx = [xlog(1 + 2x)], _/o T 2

dx =

1 1 1 !
=log3 — 1— dx =log3 -1 —log(1 + 2 =
og /O ( 1+2x) X og +[2 og(l + x)]0

1 3
=log3—1+ -log3 =-1log3 —1.
og +20g 2og




PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni programy: MCUPN, MAUPN, MNUPN, MFUPN

Varianta B
Reseni tloh peclivé odiivodnéte. VEnujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.

Uloha 1 (20 bodd)
Spoctéte

/ tg x d
X

6+ 11cosx + 6cos? x + cos3 x

na maximalnich moZnych intervalech a tyto intervaly urcete.

Uloha 2 (20 bodi)
(a) UkaZte, Ze mnoZina bodi (x, y, z) € R3, pro které
x% 4+ 4y?cosx —z2 = 2xyz,
je na n&jakém okoli bodu (0, 1, 2) grafem spojité diferencovatelné funkce f(x, y), ktera je
definovana na jistém okoli bodu (0, 1) a spliiuje f(0,1) = 2.
(b) Spoctéte parcidlni derivaci f podle x v bod¢ (0, 1).
(c) Spoctéte totdlni diferencidl f v bodé (0, 1).
(d) M4 funkce f v bodé (0, 1) lokdlni minimum?
Pokud pouZivéte vétu o implicitnich funkcich, ovéite jeji predpoklady.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni programy: MCUPN, MAUPN, MNUPN, MFUPN

Varianta B — ReSeni

Uloha 1 (20 bodi)
Integrél nejdiive upravime

tan x sin x
] = f dx = / dx.
6+ 11cosx + 6cos?x + cos3 x cos x(6 + 11 cosx + 6¢cos? x + cos? x)
Po substituci ¢ = cos x, dt = — sin x dx dostavame

1 1
[ = — dr = — dr.
/t(6+11t+6t2+t3) /t(l—l—l)(t+2)(t+3)
Zde pouzijeme rozklad na parcidlni zlomky. ProtoZe mame jen jednondasobné redlné koteny,
muiZeme pouZit zakryvaci pravidlo. Obdrzime

1 1 1 1 1
AN+ +3) 6 204D 2042 6t +3)
Tak dostaneme
1 1 1 1 1 1 1 1 c
I:——[—dt-l—— —dr — = —dt—i——/—dt:
6) ¢t 2) t+1 2) t+2 6J) t+3
1

c

1 1 1
=—glog|t|+510g|t+1|—§10g|t+2|+glog|t+3| =

1 1 1 1
=—¢ log | cos x| + 5 log(cosx + 1) — 3 log(cosx +2) + c log(cos x + 3).
Maximdln{ intervaly jsou (=%, %) + 2kx, (5, 7w) + 2km a (7, 3%) 4 2kw, k € 7.

Uloha 2 (20 bodi)
(a) Oznaéme F(x, y,z) = x>+ 4y2cosx —z% —2xyz. Zfejmé F je spojité diferencovatelnd
funkce, F(0,1,2) =0a

oF oOF
—(x,y,2) = -2z —-2xy, —(0,1,2) =—4#0,
0z 0z

tedy mnoZina {(x, y,z) € R?; F(x, y,z) = 0} je podle véty o implicitnich funkcich na néjakém
okoli bodu (0, 1, 2) grafem spojité diferencovatelné funkce f', pro kterou f(0,1) = 2.
(b) Snadno spocteme

oF oF
—(x,y,2) = 2x —4y*sinx —2yz, ——(0,1,2) = —4.
dx 0x

Z véty o implicitnich funkcich pak

o 0.1y = 5 (0.1,2)
ax T 2E0.1,2)
81( [ )
tedy
9
—f(o,1)=—1.
0x

(c) Podobné jako v (b) spocteme

oF oF
—(x,y,2) =8ycosx —2xz, —(0,1,2) =38,
dy dy



tedy

3f B
Gy D=2

Ze spojitosti parcialnich derivaci plyne existence totdlniho diferencialu, a tedy Df (0, 1)(h, k) =
—h + 2k.

(d) Parcidlni derivace f v bodé (0, 1) jsou (dokonce obé) nenulové, tedy neni splnéna nutna

podminka pro existenci lokdlniho extrému v bodé (0, 1). Funkce f tedy lokalni extrém v bodé
(0, 1) nema.



