PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni program: MIUPN
Varianta A
Reseni tloh peclivé odiivodnéte.

Uloha 1 (20 bodi)
(a) V zavislosti na parametrech a, b, ¢ € R, a # 0 spoctéte limitu posloupnosti:

) (an + b)"
lim .
n—oo \ an + ¢

(b) V zavislosti na parametru k € N rozhodnéte o konvergenci nasledujici fady:

2. (kn + 1)*(2n)!
Z n2n+ly18n :
n=1
Jednotlivé kroky fadné zdivodnéte.
Uloha 2 (20 bodi)
(a) At
1, pokud x <y <x + 1,
f(x,y)=13-1, pokudx — 1 <y < x,
0, Jinak.

Rozhodnéte, zda plati

+o0 too +o00 +o00
/ ( f(x,y) dX) dy =/ ( f(x,y) dy) dx.
0 0 0 0

[ al dxdy,
m1l+xy

(b) Spoctéte

kde M = [0, 1] x [0, 2].

Uloha 3 (20 bodd)

Uvazujme mnozinu M sestavajici ze vSech riznych bindrnich vyhledavacich strom, které

jsou tvoreny pravé sedmi vrcholy s hodnotami 1, 10, 13, 20, 25, 30, 44.
(a) Urcete prvek M s minimalni hloubkou a prvek M s maximalni hloubkou.

(b) Urcete, pro kolik prvkii mnoziny M plati, Ze hloubka levého podstromu kofene je rovna

hloubce pravého podstromu kofene.

Pozn.: Hloubka stromu je délka nejdelsi cesty z kofene do listu. Tak napft. strom obsahujici

pravé dva vrcholy mé vzdy hloubku 1.

Uloha 4 (20 bodd)

M¢éjme abecedu X = {a, b}. Sestrojte deterministicky kone¢ny automat, ktery pfijima praveé
retézce, které obsahuji sudy pocet a a neobsahuji podfetézec abab. Automat ma prijimat
napiiklad prazdné slovo a slovo abbaaa, nema piijmout aababaaa ani bab. Doporueny,

nepovinny postup:
(a) Sestrojte automat, ktery pfijima fetézce obsahujici abab.
(b) Sestrojte automat, ktery prijima retézce neobsahujici abab.



(c) Sestrojte automat, ktery prijima fetézce se sudym poctem a.
(d) Zkombinujte druhy a tfeti automat dohromady.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni program: MIUPN

Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (20 bodi)
(a) Pokud b = c, pak vysledek je trividlné¢ 1. Predpoklddejme tedy naddle, Ze b # c. Vime, Ze

pro velkd n plati:
an+b\" _ ros(snst
an +c '

Ze spojitosti exponencidly a Heineho véty tedy plyne, Ze pokud

(ax+b

lim xlog
ax +c

X—>+00

):AER,

pak hledany vysledek je e4. ProtoZe a # 0 a b # c, tak limy_, ;oo &2 = ] g 9x+b £ |

ax—+c ax+c
pro x # —2. MiZeme tedy substituovat y = % a s pomoci véty o limité sloZené funkce
PV LI . 1 v
a zndmé limity limy,_,, ;i_{ = | obdrZzime:

b lo ax+b A
lim xlog (ax + ) = lim e (e . (ax o l) X

X—>+00 ax +c x—+oo 4Xtb _ | ax +c¢
ax—+c
. (b—=c)x b—c
=1- lim = .
x—>+o0 ax 4+ ¢ a

Vysledek je tedy e’
(b) Pouzijeme limitni podilové kritérium:

po @ | L @u D@4 kn k4 1) (kn+k+1 "(on !
im = lim
n—>oo | a, n—00 8(n + 1)3 kn+1 n+1
k k
=—.e-e = —,
2 2e
Tedy fada je konvergentni pro k < 5 a divergentni pro k > 6. Pfi vypoctu jsme pouzili
¢ast (a):
. (kn+k+1Y)"
lim [ —— | =e,
n—o00 kn+1
n 2n+1 n n-\ 2 n )
lim = ( lim lim =) 1=¢2
n—oo \ n + 1 n—oo \ n + 1 n—oopn + 1
Uloha 2 (20 bodi)

(a) Pro y > 1 je zjevné f0+°° f(x,y)dx =1—-1=0.Pro0 <y <1je f0+°° f(x,y)dx =
y — 1. Celkové tedy vychdzi integral vlevo jako fol (y—1dy = [% Y2 =yl = —%. Symetrickym
vypoctem dostaneme, Ze integral vpravo je roven % Rovnost integrald tedy v uvedeném piipadé
neplati.



(b) MnoZina [0, 1] x [0, 2] je kompaktni a integrovana funkce je na této mnoZiné spojita,
tedy omezend a celkové proto integrovatelnd. MiZeme proto pouZit Fubiniovu vétu a pocitat
standardnim vypoctem s vyuZitim metody per-partes:

/ dxdy = /1 (/2 d ) dx = /1 ([l (1 )]y——z) dx =
og(l 4+ x
m 1+ xy Y 0 o I+xy g 0 s Y=o

2x

1 1
= | log(l + 2x)dx = [xlog(l + 2x)]5 — dx =
/0 og(l + 2x) dx = [xlog(l 4 2x)], /O Tx 2 ¥

1 1 1 !
=log3 — 1 — dx =log3 -1 —log(1 + 2 =
og /0 ( 1+2x) X og +[2 og(l + x)]0

1 3
=log3—1+ —log3 =-1log3 —1.
og +20g 2og

Uloha 3 (20 bodd)

(a) Minimdlni hloubka je 2. Takovy strom m4 kotfen 20 s détmi 10 a 30, ostatni hodnoty jsou
na listech. Maximalni hloubka je 6. Tu maji stromy, kde na kazdé hladin€ je jen jeden vrchol.
(b) M4-li mit prvek mnoZiny M levy a pravy podstrom kotene o stejné hloubce, pak v jeho kofeni
musi byt hodnota 20. V opac¢ném piipadé by jeden z podstromu kofene musel obsahovat
nejvyse 2 vrcholy a druhy z podstromi kofene by musel obsahovat nejméné 4 vrcholy. Pak
by ale uvedené podstromy nemohly mit stejnou hloubku.
Jestlize ma prvek mnoZiny M v koteni hodnotu 20, pak levy i pravy podstrom koiene
obsahuji pravé 3 prvky a mohou mit hloubku 1, anebo 2.
P1i hloubce podstromd 1 je cely strom jednoznacné urcen, viz (a).
Pfi hloubce podstromti 2 existuji pravé 4 moznosti, jak mize vypadat levy podstrom —
bud’ je v jeho koreni hodnota 13 a v listu 1, nebo 10, anebo je v jeho kotreni 1 a v listu 10,
nebo 13. Podobné plati, Ze existuji pravé 4 moZnosti, jak mize vypadat pravy podstrom.
Celkem tedy existuji 4 x 4 prvky mnoZiny M s kofenem 20 a hloubkou levého i pravého
podstromu 2.
Zavér: Existuje praveé 1 + 16 = 17 prvki mnoziny M s uvedenou vlastnosti.

Uloha 4 (20 bodi)
Obrazek ukazuje prechodovou funkci vysledného fesent.

| !!
a,b

(a) Automat prijimajici fetézce obsahujici abab by obsahoval pouze stavy ag, by, ¢1, do, fabab,
stav ag by byl pocatecni, stav f,p4p piijimajici, ve stavu b; by byla smycka ¢touci a a hrana
z ¢y oznacend b by sméfovala do ay.

(b) Automat nepfijimajici fet€zce obsahujici abab se od predchoziho lisi pouze v pfijimajicich
stavech. Pfijimajici by byly vSechny stavy kromé stavu f,p4p, tedy ag, by, c1, do.

a d1

a



(c) Automat prijimajici se sudym poctem a by obsahoval pouze stavy by, by, stav by by byl
pocatecni a zaroven jediny pfijimajici, pfechodovou funkci by bylo tfeba doplnit o smycky
u by i by Ctouci symbol b.

(d) Automaty zkombinujeme tak, Ze vytvoiime dvé kopie automatu ne-pfijimajici abab, které
se budou liSit paritou prectenych a. Prijimajici jsou pouze stavy s indexem 0, tedy sudym
poctem piectenych a a nepteCtenym abab.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni program: MIUPN
Varianta B

Reseni tloh peclivé odliivodnéte.

Uloha 1 (20 bodd)
Spoctéte

/ tg x
dx
6+ 11cosx + 6cos? x + cos3 x

na maximdalnich moZnych intervalech a tyto intervaly urcete.

Uloha 2 (20 bodi)
(a) Ukazte, Ze mnoZina bodi (x, y, z) € R3, pro které

x? + 4y?cosx —z% = 2xyz,

je na néjakém okoli bodu (0, 1, 2) grafem spojité diferencovatelné funkce f(x, y), ktera je
definovana na jistém okoli bodu (0, 1) a spliuje f(0,1) = 2.
(b) Spoctéte parcidlni derivaci f podle x v bodé (0, 1).
(c) Spoctéte totalni diferencidl f v bodé (0, 1).
(d) Ma funkce f v bodé (0, 1) lokdlni minimum?
Pokud pouzivéte vétu o implicitnich funkcich, ovéite jeji predpoklady.

Uloha 3 (20 bodi)
Urcete, kolikrat napiSete Cislici 1, jestlize zapiSete za sebou prvnich 2000 kladnych celych

Cisel.

Uloha 4 (20 bodii)
Je dan nésledujici program (zadani v Pascalu, v C a v Pythonu jsou ekvivalentni):

#include <stdio.h>

program BB; void main (void)

var a, b, p: integer; {
begin int a, b, p;
read(a, b); scanf ("%i", &a);
p = 1; scanf ("%i", &b);
while a mod 2 = b mod 2 do p = 1;
begin while (a $ 2 == b % 2)
a := a div 2; {
b := b div 2; a /= 2;
p :=p + 1; b /= 2;
end; p++;
write (p) }

end.



a = int (input ())
b = int (input())

p =1

while a % 2 == b % 2
a /= 2
b /= 2
p +t=1

print (p)

a) Urcete, jaky vysledek obdrzime pii vypoctu se vstupnimi hodnotami a = 1536, b = 1024.
b) Urcete, jaky vysledek obdrzime pii vypoctu se vstupnimi hodnotami a = 24000, b = 24000.
¢) Urcete vSechny dvojice jednocifernych kladnych vstupnich hodnot a, b, pro které skonci
vypocet s vysledkem 4.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni program: MIUPN

Varianta B — ReSeni

Uloha 1 (20 bodi)
Integrél nejdiive upravime

tan x sin x
] = f dx = / dx.
6+ 11cosx + 6cos?x + cos3 x cos x(6 + 11 cosx + 6¢cos? x + cos? x)
Po substituci ¢ = cos x, dt = — sin x dx dostavame

1 1
[ = — dr = — dr.
/t(6+11t+6t2+t3) /t(l—l—l)(t+2)(t+3)
Zde pouzijeme rozklad na parcidlni zlomky. ProtoZe mame jen jednondasobné redlné koteny,
muiZeme pouZit zakryvaci pravidlo. Obdrzime

1 1 1 1 1
AN+ +3) 6 204D 2042 6t +3)
Tak dostaneme
1 1 1 1 1 1 1 1 c
I=——[—dt—|—— L P —dt—i——/—dt:
6 t 2 r+1 2 t+2 6 t+3
1

c

1 1 1
=—glog|t|+510g|t+1|—§10g|t+2|+glog|t+3| =

1 1 1 1
=—¢ log | cos x| + 5 log(cosx + 1) — 3 log(cosx +2) + c log(cos x + 3).
Maximdln{ intervaly jsou (=%, %) + 2kx, (5, 7w) + 2km a (7, 3%) 4 2kw, k € 7.

Uloha 2 (20 bodi)
(a) Oznaéme F(x, y,z) = x>+ 4y2cosx —z% —2xyz. Zfejmé F je spojité diferencovatelnd
funkce, F(0,1,2) =0a

oF oOF
—(x,y,2) = -2z —-2xy, —(0,1,2) =—4#0,
0z 0z

tedy mnoZina {(x, y,z) € R?; F(x, y,z) = 0} je podle véty o implicitnich funkcich na néjakém
okoli bodu (0, 1, 2) grafem spojité diferencovatelné funkce f', pro kterou f(0,1) = 2.
(b) Snadno spocteme

oF oF
—(x,y,2) = 2x —4y*sinx —2yz, ——(0,1,2) = —4.
dx 0x

Z véty o implicitnich funkcich pak

o 0.1y = 5 (0.1,2)
ax T 2E0.1,2)
81( [ )
tedy
9
—f(o,1)=—1.
0x

(c) Podobné jako v (b) spocteme

oF oF
—(x,y,2) =8ycosx —2xz, —(0,1,2) =38,
dy dy



tedy

0

—f(O, 1) =2.

dy
Ze spojitosti parcialnich derivaci plyne existence totdlniho diferencialu, a tedy Df (0, 1)(h, k) =
—h + 2k.

(d) Parcidlni derivace f v bodé (0, 1) jsou (dokonce obé) nenulové, tedy neni splnéna nutna

podminka pro existenci lokdlniho extrému v bodé (0, 1). Funkce f tedy lokalni extrém v bodé
(0, 1) nema.

Uloha 3 (20 bodi)

Predstavme si, Ze Cisla mens$i nez 1000 doplnime vedoucimi nulami na Ctyrcifernd ¢isla.
Tyto pfidané nuly nijak neovlivni pocet napsanych Cislic 1. Z uvaZzovanych dvou tisic Cisel
0001, 0002, ...,1999, 2000 ma kazdé desaté Cislo jednicku v fadu jednotek, kazdé desaté ma
jednicku v fadu desitek, kazdé desaté ma jednicku v fadu stovek. DalSich 1000 z téchto Cisel ma
jednicku v fadu tisicti. Celkem tedy napiSeme 200 + 200 4 200 + 1000 = 1600 ¢islic 1.

Uloha 4 (20 bodi)

Vysledna hodnota p urCuje, v kolikaté ciffe poCitdno zprava se poprvé odlisi dvojkové zapisy
vstupnich hodnot a, b.

a) Obé Cisla vyjadiime ve dvojkové soustavé:

a = 11000000000
b = 10000000000

Vysledkem je tedy 10.

b) Dvojkové zapisy Cisel @ = b jsou shodné, vypocet v cyklu nikdy neskonci (piipadné skonci
béhovou chybou pfii preteCeni hodnoty proménné p).

¢) Z jednocifernych dekadickych Cisel maji ¢tyfi dvojkové cifry ve svém zdpise pouze 8
(1000) a 9 (1001). S ¢islem 8 se v poslednich tfech dvojkovych cifrach shoduje 0, s ¢islem 9
se takto shoduje 1. Podminkdm tlohy tedy vyhovuji tyto Ctyfi dvojice vstupnich hodnot a, b:
(0,8), (1,9), (8,0)a (9, 1).



