PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni programy: MAP, MMFP, MSPN, MITPN, MNVP, MPSPN

Varianta A
Reseni tloh peclivé odiivodnéte. VEnujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.

Uloha 1 (25 bodt)
(a) V zavislosti na parametrech a, b, ¢ € R, a # 0 spoctéte limitu posloupnosti:

. (an +b)”
lim .
n—oo \ an + ¢

(b) V zavislosti na parametru k£ € N rozhodnéte o konvergenci nasledujici fady:

> (kn + 1)"(2n)!
2; n2ntlyign -
Jednotlivé kroky fadné zdtvodnéte.
Uloha 2 (25 bodi)
(a) At
I, pokud x <y <x + 1,
fx,y)=1-1, pokudx —1 <y < x,
0, jinak.

Rozhodnéte, zda plati

+o00 +o00 +o00 +o00
| ( f(x,y>dx)dy=/0 ( f(x,y)dy)dx.

/ a dxdy,
m1l+xy

(b) Spoctéte

kde M = [0,1] x [0, 2].

Uloha 3 (25 bodi)

VySsetrete pribéh (definiéni obor, spojitost, symetrie, limity v krajnich bodech, derivaci (vetné
jednostrannych derivaci), monotonii, lokdlni a globdlni extrémy, obor hodnot, druhou derivaci,
konvexitu, konkavitu, inflexni body, asymptoty a nacrt grafu) funkce definované predpisem

f(x) = arctan(1 + x?).

Uloha 4 (25 bodi)
V prostoru R* se standardnim skaldrnim souc¢inem uvaZzujme vektory
vi=(2,1,0,-1), v,=1(2,2,3,0), v3=1(1,1,6,3).

(a) Najdéte ortonormdlni bazi (uy, uy, usz) linedrniho obalu vektori vy, v,, v3.
(b) Urcete ortogondlni projekci vektoru v; na linearni obal vektord vy, v,.
(c) Najdéte vektor uy, aby (uy, u,, us, uy) byla ortonormalni baze R*.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni programy: MAP, MMFP, MSPN, MITPN, MNVP, MPSPN

Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (25 bodi)
(a) Pokud b = c, pak vysledek je trividlné¢ 1. Predpoklddejme tedy naddle, Ze b # c. Vime, Ze

pro velkd n plati:
an+b\" _ ros(snst
an +c '

Ze spojitosti exponencidly a Heineho véty tedy plyne, Ze pokud

(ax+b

lim xlog
ax +c

X—>+00

):AER,

pak hledany vysledek je e4. ProtoZe a # 0 a b # c, tak limy_, ;oo &2 = ] g 9x+b £ |

ax—+c ax+c
pro x # —2. MiZeme tedy substituovat y = % a s pomoci véty o limité sloZené funkce
PV LI . 1 v
a zndmé limity limy,_,, ;i_{ = | obdrZzime:

b lo ax+b A
lim xlog (ax + ) = lim e (e . (ax o l) X

X—>+00 ax +c x—+oo 4Xtb _ | ax +c¢
ax—+c
. (b—=c)x b—c
=1- lim = .
x—>+o0 ax 4+ ¢ a

Vysledek je tedy e’
(b) Pouzijeme limitni podilové kritérium:

po @ | L @u D@4 kn k4 1) (kn+k+1 "(on !
im = lim
n—>oo | a, n—00 8(n + 1)3 kn+1 n+1
k k
=—.e-e = —,
2 2e
Tedy fada je konvergentni pro k < 5 a divergentni pro k > 6. Pfi vypoctu jsme pouzili
¢ast (a):
. (kn+k+1Y)"
lim [ —— | =e,
n—o00 kn+1
n 2n+1 n n-\ 2 n )
lim = ( lim lim =) 1=¢2
n—oo \ n + 1 n—oo \ n + 1 n—oopn + 1
Uloha 2 (25 bodi)

(a) Pro y > 1 je zjevné f0+°° f(x,y)dx =1—-1=0.Pro0 <y <1je f0+°° f(x,y)dx =
y — 1. Celkové tedy vychdzi integral vlevo jako fol (y—1dy = [% Y2 =yl = —%. Symetrickym
vypoctem dostaneme, Ze integral vpravo je roven % Rovnost integrald tedy v uvedeném piipadé
neplati.



(b) MnoZina [0, 1] x [0, 2] je kompaktni a integrovana funkce je na této mnoZiné spojita,
tedy omezend a celkové proto integrovatelnd. MiZeme proto pouZit Fubiniovu vétu a pocitat
standardnim vypoctem s vyuZitim metody per-partes:

/ dxdy = /1 (/2 d ) dx = fl ([l (14 x )]y——Z) dx =
— — o —
1 y y 0 o 1 y y 0 g y y=0

1 1 2x
= [ log(l + 2x)dx = [xlog(1 + 2x)]; — dx =
/0 og(1 + 2x)dx = [xlog(1 + 2x)], /0 T2 X
! 1 1 !
=log3 — 1— dx =log3—1+ |=log(l+2 =
o8 /0 ( 1+2>C) rTeE +[2 et + x)]o

1 3
=log3—1+ —-log3 =—-1log3—1.
og +20g 2og

Uloha 3 (25 bodi)
(1) Defini¢ni obor f je R a f je na ném spojita.
(2) Funkce neni sudé,ﬂliché, ani periodicka.
) xgr:tloo f(X) N :I:E
(4) Plati i
, 3x
S = 1+ (14 x3)2
Defini¢ni obor £ je R.
(5) Vidime, Ze f'(x) = 0 pravé tehdy, kdyZ x = 0. Déle vidime, Zze f’(x) > 0 pro x # 0.
Odtud
(a) f jerostouci na R (Ize urcit i elementarni dvahou),
(b) f nema zadné lokalni ani globalni extrémy,
(c) obor hodnot f je tedy (=7, 7).
(6) Dile
P70 = —6x(2x°% + x3 —2)
(x6 4 2x3 4 2)2
Defini¢ni obor f” je R.
(7) Vidime, ze f”(x) = 0 pokud x = 0, nebo ¢ = x? fesi rovnici

202 4+1—-2=0.

£V/17-1 3/ EV/17 =1
2 .

Dostaneme feSeni t = atedy x =

Dile plati *

f"(x) <0 << «x¢e€ 3#,0 U 3@,—!—00
a

f'x)>0 <= xe¢ 0,3\/ﬁ_1

(8) Odtud (f je spojitd)

(a) f je konkavni na [\3/@,0] a |: N @, -I-oo),



(b) f je konvexni na (—oo, Y _m_l] a |:O, Y ﬁ—1]

(c) f ma inflexni body v 0 a

(9) Asymptoty v £00 uz vime, jsouto y = 7, resp. y = —7.
(10) Graf:

|
o I o
w wn
T T T T [ T 1

|
-
o
T T T T T T T 7 T T T T [ T T 11

-1.5

Uloha 4 (25 bodd)

(a) Pouzijeme Gramiv-Schmidtiiv ortogonalizacni proces. Nejprve najdeme ortogondlni bazi
(W1, Wy, w3), kterou nasledné znormujeme.

Wl = V] = (2’ 1’0’_1)7 ||W1”2 = 6

- 6
Wa= Vo — 2y = (2,2,3,0)— (2,1,0,—1) = (0,1,3,1), [ws]? =11

w1 6

Wi -V3 Wy * V3 0 22
W3 = V3 — wy + (1,1,6,3) — (—(2,1,0,—1)+—(o,1,3, 1)) =
P (nwluz " e ) 6 11

= (1’_1707 1)’ ||W3||2 = 3

Jedna z ortonormdlnich bazi prostoru generovaného vektory vy, v,, v3 je

W1 W) W3
(ug,uz,u3) = ( , , ) =
[will [Iwa| [[ws]]
—(1(2101) 1(0131) 1(1 101))
/\/6 9 b b 9 m b 9 9 b /\/5 9 b b .

(b) Podprostor generovany vektory v;, v, je roven podprostoru generovanému vektory wy, wy.
Ortogonalni projekci vektoru vs na tento podprostor odecitdime od vektoru v3 pii vypoctu
vektoru w3, je rovnd 32(0,1,3,1) = (0,2,6,2).



(c) Najdeme nenulovy vektor wy, ktery je kolmy na vektory wy, w,, w3. PoZadavek w; - wy = 0
proi = 1,2, 3 je ekvivalentni tomu, Ze w, je feSeni homogenni{ soustavy linedrnich rovnic
s nasledujici matici.

2 1 0 -1 1 -1 0 1 1 -1 0 1 -1 0 1
0 1 3 1 ~1 0 1 3 1 ~1 0 1 3 1 ~1 0 1 31
1 -1 0 1 2 1 0 -1 0 3 0 -3 0O 0 3 2
Nenulovym fe$enim je napt. ws = (0,3, =2, 3) a po znormovani uy = J%(O, 3,-2,3).



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni programy: MAP, MMFP, MSPN, MITPN, MNVP, MPSPN

Varianta B
Reseni tloh peclivé odiivodnéte. VEnujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.

Uloha 1 (25 bodi)
Spoctéte

/ tg x d
X

6+ 11cosx + 6cos? x + cos3 x

na maximalnich moZnych intervalech a tyto intervaly urcete.

Uloha 2 (25 bodi)
(a) UkaZte, Ze mnoZina bodi (x, y, z) € R3, pro které
x% 4+ 4y?cosx —z2 = 2xyz,

je na n&jakém okoli bodu (0, 1, 2) grafem spojité diferencovatelné funkce f(x, y), ktera je

definovana na jistém okoli bodu (0, 1) a spliiuje f(0,1) = 2.
(b) Spoctéte parcidlni derivaci f podle x v bod¢ (0, 1).
(c) Spoctéte totdlni diferencidl f v bodé (0, 1).
(d) M4 funkce f v bodé (0, 1) lokdlni minimum?

Pokud pouZivéte vétu o implicitnich funkcich, ovéite jeji predpoklady.

Uloha 3 (25 bodi)
V zavislosti na parametru o € R spoctéte nasledujici limitu:

2n .
) logi 5 3/ 3 o
nll)rrolo ( E logn) (\/n +o— \/n —|—3n>n .

i=n-+1

Jednotlivé kroky vypoctu fadné zdivodnéte.

Uloha 4 (25 bodi)
Uvazujme nésledujici soustavu linearnich rovnic s nezndmymi x, y, z, w € R a parametrem
a € R.
6x+@+5y+5+@+Hw=0
3x+3y+3z+2w=1
ax+y+az+w=0
—x+3y—z+3w=0
(a) Spocitejte determinant matice soustavy v zavislosti na a.

(b) Rozhodnéte, pro kterd a m4 dand soustava pravé jedno feSent.
(c) Pro tato a vypocitejte neznamou z pomoci Cramerova pravidla.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni programy: MAP, MMFP, MSPN, MITPN, MNVP, MPSPN

Varianta B — ReSeni

Uloha 1 (25 bodi)
Integrél nejdiive upravime

tan x sin x
] = f dx = / dx.
6+ 11cosx + 6cos?x + cos3 x cos x(6 + 11 cosx + 6¢cos? x + cos? x)
Po substituci ¢ = cos x, dt = — sin x dx dostavame

1 1
[ = — dr = — dr.
/t(6+11t+6t2+t3) /t(l—l—l)(t+2)(t+3)
Zde pouzijeme rozklad na parcidlni zlomky. ProtoZe mame jen jednondasobné redlné koteny,
muiZeme pouZit zakryvaci pravidlo. Obdrzime

1 1 1 1 1
AN+ +3) 6 204D 2042 6t +3)
Tak dostaneme
1 1 1 1 1 1 1 1 c
I:——[—dt-l—— —dr — = —dt—i——/—dt:
6) ¢t 2) t+1 2) t+2 6J) t+3
1

c

1 1 1
=—glog|t|+510g|t+1|—§10g|t+2|+glog|t+3| =

1 1 1 1
=—¢ log | cos x| + 5 log(cosx + 1) — 3 log(cosx +2) + c log(cos x + 3).
Maximdln{ intervaly jsou (=%, %) + 2kx, (5, 7w) + 2km a (7, 3%) 4 2kw, k € 7.

Uloha 2 (25 bodi)
(a) Oznaéme F(x, y,z) = x>+ 4y2cosx —z% —2xyz. Zfejmé F je spojité diferencovatelnd
funkce, F(0,1,2) =0a

oF oOF
—(x,y,2) = -2z —-2xy, —(0,1,2) =—4#0,
0z 0z

tedy mnoZina {(x, y,z) € R?; F(x, y,z) = 0} je podle véty o implicitnich funkcich na néjakém
okoli bodu (0, 1, 2) grafem spojité diferencovatelné funkce f', pro kterou f(0,1) = 2.
(b) Snadno spocteme

oF oF
—(x,y,2) = 2x —4y*sinx —2yz, ——(0,1,2) = —4.
dx 0x

Z véty o implicitnich funkcich pak

o 0.1y = 5 (0.1,2)
ax T 2E0.1,2)
81( [ )
tedy
9
—f(o,1)=—1.
0x

(c) Podobné jako v (b) spocteme

oF oF
—(x,y,2) =8ycosx —2xz, —(0,1,2) =38,
dy dy



tedy

af B
5(o, 1) =2.

Ze spojitosti parcialnich derivaci plyne existence totdlniho diferencialu, a tedy Df(0, 1)(h, k) =
—h + 2k.
(d) Parcidlni derivace f v bodé (0, 1) jsou (dokonce obé) nenulové, tedy neni splnéna nutna

podminka pro existenci lokdlniho extrému v bodé (0, 1). Funkce f tedy lokalni extrém v bodé
(0, 1) nema.

Uloha 3 (25 bodii)
Z véty o dvou straznicich a z odhadd

2 . n
2": log i - Ziz=n+1logn

5 logn — logn
i logi _ S log(2n) . (logn + log?2)
S logn — logn B logn
plyne
ZZn logi
nlggo %“Og" — 1. (1)
Ze spojitosti odmocnin a Heineovy véty plyne
. Vn?P+o
Iim — =1,
lim 3—M =1
n—o00 n -
Pomoci vzorce a — b = % upravime

6 4 2.2 3 6 4 2

3 n®+3n°a + 3n‘a” + o’ —n® —6n"—9n

vn?+oa—+vn3+3n = s s )
(«/n2 + a) + -+ (3/n3 + 3n)

Pak z (2) plyne
lim (\/n2+a—€/n3+3n)n:g—l pro o # 2,
1
lim <\/n2+a—€/n3+3n)n3:— proa = 2.
n—-oo 2

Pro @ # 2 pak z (3) a (1) dostavame

2n .
lim ( Z logz) (\/n2+oz— \3/n3+3n>n°‘:

n—00 ]()g n

i=n+1
ZZn logi
) i=n+1 logn 3
= lim —g(\/n2+a— \/n3—|—3n)-n-n“ =
n

n—>oo
+00 proo > 2,
— 2
_ (g_1> lim 1% — o0 proa € (0,2),
n—00 —1 proa = 0,

0 proa < 0.



Proa =2z (3)a(l)plyne

2n .
. logi 5 3/ 3 o
nlingo(izllogn) <\/n —i-a—\/n —|—3n)n =

=n-+
it 1
= lim =t leen <\/n2+ae— Vn? +3n)n3 =3
n

n—>0o0

Uloha 4 (25 bodd)

(a) Determinant pocitdime uzitim elementarnich Gprav a rozvoje (v prvni upravé pric¢itime
(—1)-nasobek tretiho sloupce k prvnimu a (—1)-ndsobek ctvrtého sloupce k druhému).

6 a+5 5 a+1 1 4 5 a+1

3003 3 2] _lo1 3 2 a 1
a 1 a 1|00 a 1 |7| 3‘_3““
-1 3 -1 3| Joo -1 3

Determinant matice soustavy je 3a + 1.

(b) Soustava méa pravé jedno feseni pravé tehdy, kdyz ma matice soustavy nenulovy determinant,
tj. pravé tehdy, kdyZ a # —1/3.

(c) Spocitame determinant matice, ktera vznikne z piivodni nahrazenim tietiho sloupce sloupcem
pravych stran.

6 a+5 0 a+1
3 3 1 ) 6 a+5 a+1 2

« 1 o0 1 |=7|e D 1=-

1 30 3 -1 3 3 —1
a 1
=—(—4) 1 3' =4QBa +1)
Podle Cramerova pravidla mdme
_4@Ba+1) 4

3a + 1



