PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni program: Finan¢ni a pojistnd matematika
Varianta A

Reseni tloh peclivé odiivodnéte. VEnujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.

Uloha 1 (25 bodi)
Méjme
f(x,y,2) = x*y +2xy* + 3xyz + 4xy — 2% — 8z.
(a) Urcete Dy (defini¢ni obor funkce f).
(b) Naleznéte body, kde V f(x, y,z) = [0,0,0].
(c) Naleznéte vSechny lokdlni extrémy funkce f na Dy.
Jednotlivé kroky fadné zdivodnéte.

Uloha 2 (25 bodi)
Spoététe/ 2z,kde M ={(x,y,2) eR3: 0<z<1+4+x% x+y<1ly>0 x>0}
M

Uloha 3 (25 bodi)

Necht’ ndhodny vektor N = (Ny, N,, N3) ma multinomické rozdéleni s celkovym poctem
pozorovani N; + N, + N3 = n a s pravdépodobnostmi & = (% + %, % — %, %) kde 6 € (—1,1)
je nezndmy parametr.

(a) Spocitejte maximdlné vérohodny odhad /0\,1 parametru 6.

(b) Urcete asymptotické rozdéleni odhadu 5,1

(c) Navrhnéte nestranny odhad parametru 6 zaloZeny na N; a spocitejte jeho asymptotické
rozdéleni. UkaZte, Ze jeho asymptoticky rozptyl je vétsi nez asymptoticky rozptyl maximalné
vérohodného odhadu.

(d) Sestavte testovou statistiku Raova skorového testu hypotézy Hy : 0 = 6, proti alternativé
Hy : 6 # 0y aurcete kriticky obor tohoto testu ve specidlnim piipadé 6, = 0.

Uloha 4 (25 bodi)

UvaZzujte ro¢ni piredlhutni dichod (anuita) o velikosti C (tj. pravidelnd platba ve vysi C na
zacatku kazdého roku) vyplaceny po dobu N let. Ddle uvazujte nominélni ro¢ni drokovou miru
i > 0.

(a) Vyjadrete souc¢asnou hodnotu (P V,) tohoto diichodu jako soucet diskontovanych plateb a to
pomoci diskontniho faktoru v = 1_-11-1 Tuto sou€asnou hodnotu dile upravte na explicitni tvar
s pouzitim souctového vzorce.

(b) Urcete stfedni (ofekavanou) hodnotu soucasné hodnoty dichodu z kroku (a), budete-li
predpoklédat, Ze pocet plateb ma diskrétni rozdé€leni s pravdépodobnostmi

1
]P’(N:n)zz—n, n=12,....

(c) Zapiste vztah pro soucasnou hodnotu (P V),) odpovidajici perpetiuty (tj. nyni uvaZujte
N = o0).

(d) Déle predpokladejte, Ze rocni irokova mira i je ndhodna veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim
naintervalu (0, 1). Vyjadrete 5 % VaR (Value at Risk, hodnota v riziku) pro perpetuitu z kroku (c),
tj. najdéte takovou hodnotu, pod kterou klesne P V), jen s pravdépodobnosti 5%. Vyhodnot'te
tuto 5% VaR pro C = 100.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni program: Finan¢ni a pojistnd matematika

Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (25 bodd)

(a) Funkce f je polynom a je tedy definovéna a je tfidy C? na celém R3.
(b) Resime rovnici V f(x, y,z) = [0, 0, 0]. Tedy

3xy—2z — 8 =0. 3)

Podle toho, zda x, y jsou ¢i nejsou rovny 0, mohou nastat nasledujici 4 moZnosti:

x =y =0:7Z3)plyne, ze z = —4. Ziskdme tedy bod A4 = [0, 0, —4].
x =0,y #0:Z3)plyne, ze z = —4.Z (1) pak plyne, Ze y = 4. Ziskame tedy bod B = [0, 4, —4].
y=0,x #0:7Z3)plyne, Ze z = —4.Z (2) pak plyne, ze x = 8. Ziskame tedy bod C = [8, 0, —4].
x,y # 0:Z (1) a(2) obdrzime soustavu

2x +2y + 3z = —4,
x +4y + 3z = —4.

_ _4 _ 2 o
Pak x = —3 —zay = —5 — 5. Z (3) obdrZime
SO S L
22 Z 3 = L.
Pak z € {3, -8} aziskdme tedy body D = [-%, -2, 2]a E =[5, 2, -%].
(c) Nejprve spocitime matici druhych derivaci
2y 2x +4y +3z+4 3y
V2f(x,y,2)=| 2x +4y +3z + 4 4x 3x
3y 3x -2

Postupné budeme do V? f(x, y, z) dosazovat body A, B, C, D, E az definitnosti ptislugnych
matic pak urCovat zda se jedna o lokdlni maxima, minima, ¢i sedlové body. Ze Sylvestrova
kritéria plyne, Ze k indefinitnosti matice staci, aby byl alesponi jeden prvek na diagonale
kladny a jeden zdporny a nebo aby existovala submatice typu 2 x 2 se zapornym determi-
nantem, jeZ vznikne z plivodni matice vyjmutim stejného fadku jako sloupce.

0 -8 0
Vi = -8 0o o
0 0 -2

-8

Matice je indefinitni neb
-8 0

= —64 < 0, bod 4 je tedy sedlovym bodem.




&8 8 12
VifB)=| 8 0 0
12 0 -2
Matice je tedy indefinitni a bod B je sedlovym bodem.

0 8 0
V2f(C)y=1| 8 32 24
0 24 —2

Matice je tedy indefinitni a bod C je sedlovym bodem.

-8 _8 _4
3 3
2 — 8 32
viipy=|[ -8 -2 3
-4 -8 =2
-8 3
Matice je indefinitni neb i .| = —22 < 0,bod D je tedy sedlovym bodem.
4 4
3 03 2
2 _| 4 16
ViFE)y=1 3 %
2 4 =2
Matice je tedy indefinitni a bod E je sedlovym bodem. Funkce f tedy nema Zadny lokalni
extrém.
Uloha 2 (25 bodt)

V&imnéme si, Ze 1 + x2 > 0 pro viechna x, y € R a tedy projekce M ve sméru osy z m4 tvar
{(x,y) eR*: x>0, y>0, x+y <1}
Pokud md platit 0 < y < 1 — x potom x < 1, tedy

1 pl—x pl4x? 1 pl—x o
/ 27 = / / / 2zdzdydx = / / [Zz]i;o dydx =
M o Jo 0 o Jo
1 pl—x 1 L
= (14 x?)*dydx = [y(1+ xz)z]y: Ydx =
o Jo 0 y=0
1 1
:/(1—x)(1+x2)2dx=/ l—x+2x2—2x° +x* —x°dx =
0 0

n X
x__ —_—— —— —_—— —
5

:1—— _ — — _—_—— = —
2 3 2 6 + +

¥ 2x3 x* x5 x¢7! 1 2 1 1 1 7
e 23 25 6 10

Uloha 3 (25 bodi)
(a) Sdruzena hustota pozorovani N je

f(ny,ny,n3) = N! !(1+‘9)”1(1—0)n2(1)n3’

I’ll!l’lz!ny, 4 4 2




pokud ny + n, + n3 = n; jinak je rovna nule. Vérohodnostni funkce pro parametr 6 je

L) = C(l —: 9)N1(1 ; G)NZ(%)”—Nl—Nz,

kde C > 0 je normalizacni konstanta. Logaritmickd vérohodnost je

£(0) = N, log(¥) + N> log(#) + (n— Ny —Ny) log(%) + log C.

Vérohodnost je aZ na konstantu stejnd, jako kdybychom pozorovali n nezdvislych stejné roz-
délenych vektori N; = (N1, Nia, Ni3) s rozd&lenim Mults(1, &), pficemz N = > '_, N;.
Skoérova statistika je

@ N 4 N, 4 1
vy =240 _ M4 N 4 N N BN N
©) a0 4 146 4 1-96 1_92[1 2 —0(Ny + 2)]
Rovnice U(f) = 0 m4 pravé jedno feSeni 0, = VTV a to je maximdlng vErohodny odhad

parametru 6.
(b) Skorova funkce (pro i-té z n pozorovéni) je

Ui(0) = Nit — Niz — 0(Ni1 + Nip)].

el

Plati U(0) = Y_i_, U;(0), coz je soulet nezdvislych stejné rozdélenych ndhodnych velidin.
Snadno ovéfime

1 1
EU;(0) = ENjj—— —EN;jp,—— = 0.
©) 146 *1-9
Dile 90,(0) 0
U; 2 1
0 (1022 [Nit = Niz = 0(Niy + Niz)] - W(Nil + Ni2),
kde hranata zavorka ma nulovou stfedni hodnotu. Nyni miZeme spocitat Fisherovu informaci
aU; (0) 1 1+6 1-6 1
1(6) = —E = ( ) = .
©) a0 1—-62\ 4 * 4 2(1—62?)

~ d
JelikoZ obecné plati \/n (6, —0) — N(0, I ~1(0)), dostdvame

~ d
Vn(6, —6) — N(0,2(1 — 6?)).
(c) Jelikoz
ENy =n(l +6)/4,
nestrannym odhadem 6 zaloZenym na N, je 6, = 4N, /n — 1. Podle centralni limitni véty

T (o T 1)

a proto /n(6, — 6) LN N(0, 02), kde

146
02:4(1+9)(1—+):4(1+9)—(1+9)2=3+29—92-

Nerovnost 3 + 20 — 02 > 2(1 — ?) lze piepsat ve tvaru 82 + 20 + 1 > 0, coZ plati pro viechny
6c(-1.1).
(d) Plati-li nulova hypotéza Hy : 6 = 6, mame
1 d 1 d
—U(0y) — N(0, 1(6p)) aproto ———=U(6y) —> N(0,1).
n

v V()



Dosadime-li za U(6y) a 1(6y), dostaneme Raovu testovou statistiku

[2(0—02) 1
R, = ( . o)l_eg[Nl—Nz—Go(Nl-l—Nz)]
[ 2

Pro 6 = 0 budeme zamitat hypotézu na hladiné «, pokud

2
;|N1 - N| > Ul—a/2,

kde u1_4/2 je (1 — a/2)-kvantil normovaného normdlniho rozdéleni.

Uloha 4 (25 bodi)
(a)

1 —oN

N—1
PV, = cv'=C .
’;) v 1—v

(b)

11—V C C >
E(PV,) = E(C— ) = (1—EvY) = |-
1—v 1—v

1—v
C 2C
- l—v(l_ziv):2—v'

Vyuzili jsme: v = 1= € (0, 1).

1

(c) Diky tomu, Ze v = 15

€ (0, 1), mame:

N—o00 1—v 1—v

) 1 —oN 1 1
PV,= lim C =C =C|-=-+1]).

(d) Hleddme VaR tak, aby
P[PV, < VaR]| = 0.05

1
P |:C (7 + 1) < VaR:| = 0.05
i

1
Pli>———|=0.05.
VaR/C — 1

Jelikoz i ~ R(0, 1), dostavame
1
VaR/C — 1

1
VaR=[— +1])cC.
a (o.95+)

195 .
VaR = — = 205.26.
0.95

=0.95

Pro C = 100 tedy



