PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2023
Studijni program: Finan¢ni a pojistnd matematika
Varianta A

Reseni tloh peclivé odiivodnéte. Vénujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.

Uloha 1 (25 bodd)

- 1 _ xy
M¢éjme funkci f(x,y) = Tenr
(a) Dodefinujte funkci spojit€ v pocatku.
(b) Ve vsech bodech definiéniho oboru rozhodnéte o existenci parcidlnich derivaci dodefinované
funkce z bodu (a) a pokud existuji, tak je spocCtéte.
(c) Rozhodnéte o existenci totdlniho diferencidlu dodefinované funkce z bodu (a) v pocatku
a pripadné jej spoctéte.
Své vypolty zdivodnéte.

Uloha 2 (25 bodi)

Necht' T je trojuhelnik omezeny pfimkami y = 0, x = 0 a x + y = 1. Déle necht’
K={(xy)eR* x> +y><1l}a f(x,y) = (x + y)e*".
(a) Spoctéte [ f.
(b) Rozhodnéte, zda [ f < [i f.

Uloha 3 (25 bodi)
Uvazujme ndhodny vybér Xy, ..., X}, z rozdé€leni s hustotou

X x?
f(x;0%) = S exp {——} I{x >0}, o%>>0.
o 202
(a) Najdéte maximalné vérohodny odhad pro nezndmy parametr 2 > 0.
(b) Odvod’'te asymptotické rozdéleni maximdln€ vérohodného odhadu pro nezndmy para-
metr 2.
(c) Sestavte
(1) test pomérem vérohodnosti,
(i1) Raotv skérovy test,
(iii) Walduv test
pro nulovou hypotézu Hy : 6% = 1 oproti alternativé H, : o2 # 1.

Uloha 4 (25 bodi)
Planujete emitovat 100 dluhopisti s nominalni hodnotou N, dobou splatnosti 8 let a roénim
(polhtitnim) kuponem 2 000,- K¢&. UvaZujte ro¢ni trzni urokovou miru ve vysi 4% p.a.

(a) Napiste vzorec pro trZzni hodnotu dluhopisu a pouZitim souctovych vzorct jej zjednoduste.

(b) Odvod’te vzorec pro nominalni hodnotu N, chcete-li emisi (prodejem za trzni cenu) dlu-
hopisi ziskat ¢astku 10 mil. K¢. Jak se zméni tato nomindlni hodnota, pokud ro¢ni kupon
zvySime?

(c) Napiste vzorec pro duraci téchto dluhopisii. Co tato hodnota vyjadiuje? Jak se durace zmént,

pokud ro¢ni kupon zvySime a nélezit€¢ upravime nomindlni hodnotu dle kroku (b)? Svou
odpovéd’ zdlivodnéte.



(d) Potiebnou c¢astku z kroku (b) chcete zdvojndsobit (tj. navySit na 20 mil. K¢). Napiste
vzorec vyjadiujici kolikrat musite zvySit nomindlni hodnotu (doba splatnosti a vySe kuponu
zustanou nezménéné). Bude to vice nez 2x, pravé 2x, nebo méné nez 2x?
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Uloha 1 (25 bodi)
(a) Z nerovnosti |xy| < x2 + y? snadno plyne, Ze pro [x, y] # [0, 0] je f definovéna a plati

xZ + y?
0=/ = === Vx> +y%
X2 + y2
Z lim /x?+ y? = 0okamzité plyne,Zze  lim  f(x,y) = 0. Funkci f tedy mizeme
(x,y)—>(0,0) (x,y)—>(0,0)
dodefinovat v poc¢atku spojité nulou.
(b) Pro [x, y] # [0, 0] mame trividlné

3f( ) y?
" x’ = 3>
T 2y )
of x3
—(x,y)) = ———.

JelikoZ f je spojitd na R?, miiZeme pod&itat %(O, 0) jako limitu parcidlnich derivaci:

af oA
a(O, 0) = ;1_1)1}) a(x,O) = ;1_%0 = 0.

Ze symetrie funkce f plyne, Ze %(0, 0) = 0.
(c) Z (b) plyne, Ze pokud by totdlni diferencidl existoval, tak by musel byt nulovy. Z definice
tedy plyne, Ze staci ovéfit, zda nédsledujici limita je rovna nule:

. S(x,y)—f(0,00-0 Xy
1m = lim E——
(x.5)—(0,0) VX2 4+ y2? (x,3)—(0,0) X2 + y?2

Volbou x = y okamzité vidime, Ze tato limita neni rovna O a totdlni diferenciél tedy neexistuje.

Uloha 2 (25 bodi)
(a) Z Fubiniovy véty dostadvame

/dexdy = /01 (/Ol—x ((x + y)?e*™) dy) dx = /Olex (/Ol_x(x +y)2€ydy) dx =
1

= /0 e [(x +y)%e” —2(x + y)e” + Zey]i::)_x

dx =

1 1
/ e* (e —x*+2x —2) dx=/ (e —e*(x* —2x +2)) dx =
0 0

x=1

ex —e" (x> —2x +2) + e (2x —2) —2e"| _, =
e—e—2e+24+24+2=6-—2e.

(b) Ziejm& je T € K a f > 0, tedy z monotonie integralu dostavame, ze [ f < [ f.



Uloha 3 (25 bodi)
(a) Nejdiive vyjadiime vérohodnost

L(0%:X) = H("Z) exp{ Z‘zgzxz}, X; > 0, Vi,

Logaritmicka vérohodnost je pak

£, (0% X) = ZlogX —nlogo? — —ZXZ
i=1

Nasledné zderivovanim dostaneme skorovou statistiku
n

n 1 5
Un(0%:X) = -+ 2(02)2§Xi.

Maximdlné vérohodny odhad je feSenim vérohodnostni rovnice
3, (0%:X)/d0* =0

vzhledem k neznimému parametru o2, tj.

1 n
= > ox?.
i=1

Pozorovana (vybérovd) informacni matice je

' 19U, (0% X) |
In(0*X) = n o2 - _(02)2 n (02)3 Z

ktera po vycisleni v maximélné vérohodném odhadu nabyv4 kladné hodnoty
-2

n
1,(6%X) = 4n? (ZX,?) >0 s,
i=1

Tim padem je nalezeny maximalné vérohodny odhad pravé jeden.
(b) Fisherovu informacni matici spo¢itaime jako

1
(02)*

I (0%) = ELi(0%:X) =

protoze
e’} x3 xz >8]
EX;'ZZ/ U—zexp{ % 2}dszUZ/ ye_ydy:2(72.
0 0
Pak plati, Ze
n D
Vn (6% —a%) =N (0, (02)2) . n— oo.

(c,i) Test podilem vérohodnosti pro nulovou hypotézu Hy : 02 = 1 oproti alternativé

H; : 62 # 1 je zaloZen na testové statistice
Li(6%X) & oo |
D, =2log ——— = X7 —2n—-2nl — X;

a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz D, > y3(1 — ), kde x3(1 — ) je (1 — a)-kvantil y?
rozdéleni o jednom stupni volnosti.



(c,ii) Raotv skérovy test pro nulovou hypotézu Hy : 02 = 1 oproti alternativé H; : 02 # 1
je zaloZen napiiklad na testové statistice

2
[U,(1;X)] LS y2
Ry=-22 = [ =Y x2—
" nl(1) "\ 2 ; !
a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz R, > x3(1 — «).

(c,iii) Waldiv test pro nulovou hypotézu Hy : o2 = 1 oproti alternativé H; : 02 # 1 je
zaloZen naptiklad na testové statistice

ann(62—1)21(82):n(1 21 )2

Z?=1 X12
a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz W, > y3(1 — a).

Uloha 4 (25 bodd)
(a)
8 1 —v8 1 —ov8
P = 20002 o' 4+ Nv® = 20000 + Nv® = 2000
1—v r

t=1

+ Nv¥,

kder =0.04,v = L.

14r
(b)
7 1—0® 8
107 = 100P = 100( 2000 + Nv® ),
r
1 s 1 —8
N = — | 10° — 2000 .
v r
Zvyseny ro¢ni kupon = nizsi nominalni hodnota N .
(©)
8 12000v" 4+ 8Nv8 8 12000v" 4+ 8Nv8 8 £2000v" + 8Nv8
D(r) =1 t=1 =1
r == — —

NPV(r) P 10°
Vyjadtuje stfedni dobu do splatnosti, popt. také citlivost NPV na zménu trokové miry r.
ZvySenim ro¢niho kuponu se durace snizi. Vysvétleni: Napt. zvysi se pravidelné pribézné

platby a soucasné se sniZi platba na konci, takze stfedni doba splatnosti klesne (nebo jakékoliv
jiné smysluplné a spravné vysvétleni).

(d
1 5 1 —0v8
= — 20° — 2000 ,
v r

N
N 20° —2000=2

r

N 105 —20001=2%

r

Ziejmé % > 2, takZe nomindlni hodnotu musime zvySit vice nez 2x.
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