PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2023
Studijni program: FMUPN

Varianta A

Resenti uloh peclivé odtiivodnéte.

Uloha 1 (20 bodi)

Vysetiete prubéh (definiéni obor, spojitost, symetrie, limity v krajnich bodech, derivaci (vetné
jednostrannych derivaci a pfipadné limit derivaci v krajnich bodech), monotonii, lokdlni a glo-
bélni extrémy, obor hodnot, druhou derivaci, konvexitu, konkavitu, inflexni body, asymptoty
a nicrt grafu) funkce definované predpisem

—2023r, x =0,
fx) = ) 3
arctg(log(x®)), jinak.
Uloha 2 (20 bodd)
At M = {(x,y) e R%; x>+ y2 <3}aN = {(x,y) € R?; y2 <2|x|}\.

(a) Spoctéte
/ |x|dx dy.
MNN

/ e’ cosxdxdy < +oo.
M

(b) Rozhodnéte, zda

Uloha 3 (20 bodi)
V trojrozmérném prostoru je ve vakuu umistén bodovy néboj Q.
L. cast
Jak zvolite systém soufadnic xyz, aby bylo elektrické pole popsano vztahem
1 Q -
r

E = =
Adweyrd '

(D

kde &g je permitivita vakua a 7 je polohovy vektor? Odpovéd’ ovéfte vypoctem div E.

IL. cast
Odvod’'te pro elektrické pole popsané rovnici (1) potencidl ¢, jestlize plati vztah £ =
—grad ¢.

Uloha 4 (20 bodi)

Maiame k dispozici dva tlumice — jeden pruZinovy a jeden pneumaticky. Na obrdzku 1 je jejich
schématické zndzornéni véetné systému soufadnic. Poloha pruziny, jak je zndzornéna na obrazku
(oznacena jako xg), je rovnovaznd. Plyn v pneumatickém tlumici povazujte za idedlni a je-li
pist v poloze jako na obrazku (oznacena jako xg), je tlak plynu roven okolnimu atmosférickému
tlaku a vyslednice sil piisobicich na pist je nulova. Kriticka poloha, ozna¢ena na obrazku jako
Xk, Je hranice, kdy Ize plyn v tlumici povazovat za idedlni a kdy se pruZina deformuje elasticky.

L. ¢ast

Jaka rovnice popisuje ve zvoleném systému souradnic silu, kterou bude pruzina pisobit pri
jeji deformaci na intervalu (xi, x¢)? Pribéh sily zndzornéte i do pfipraveného grafu zavislosti
F nax.



OBRAZEK 1. Pruzinovy a pneumaticky tlumic se zvolenym systémem soufadnic
a pripraveny graf zdvislosti F' na x

O T o

T

o

. = A\
I

Ve

IL. ¢ast
Jaka rovnice popisuje ve zvoleném systému soufadnic silu, kterou bude idedlni plyn odporovat

stlaeni pistem na intervalu (xi, x¢)? UvaZujte, Ze je plyn stlacovan adiabaticky. Prib¢&h sily
zndzornéte i do pripraveného grafu zavislosti F na x.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2023
Studijni program: FMUPN

Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (20 bodi)
Dy = R. Protoze lin}) f(x) = =7, neni f spojitd v 0, tudiz f je spojitd na Dy \ {0}. Snadno
X—>
b

rovnéz spocteme, Ze lim f(x) = %, odkud snadno vidime, Ze asymptota v 00 je y = 7.
x—>Fo0

Funkce je, sudd protoZe zavisi na x? (a nenf lich4 ani periodick4).
V dal$im kroku si spocitdme

2

fio = x(log” (x2) + 1)

x e R\ {0}

Odtud hned vidime, ze

f'(x) >0< x € (0,4+00)

f'(x) <0 & x € (—00,0).

Funkce je tedy rostouci na (0, +00) (dokonce i na [0, +00)), a klesajici na (—oo, 0) (dokonce i na
(—00, 0]). Spocteme jeste lirjlcl f'(x)=0a lir(r)ljE /' (x) = £o0. Prourceni f](0) nemiZeme

pouZit jednostrannou spojitost v 0, ale z definice snadno vidime, Ze f (0) = F-oo (a specidlné,
7Ze derivace f v 0 neexistuje). Bod 0 je tedy bodem lokalniho i globdlniho minima, bod lokalniho
(ani globdlniho) maxima neexistuje. Obor hodnot je tedy (vyuZivame spojitost na (—oo, 0)
a (0, +00), monotonii a limity v krajnich bodech téchto intervalii) {—20237} U (-7, 7).

Dile

2 (log® (x?) + 4log (x?) + 1)

f(x) =- . x e R\ {0}.
x?2 (log2 (x?) + 1)2
Plati tedy
f//(x) —0& x = e—lig’_e—lﬂ:g’

3 143

3 3
TS eIy u (e T e

f”>0 na (—e ),

f7<0 ma (=00, —e T U (=TT 00U 0. U e +oo).

. . 143 _1_B _1_3 i3 L. .
Funkce je tedy konvexni na (—e ™ !t2, —e7 1727 ) a (e717727,e7!'772) , a konkdvni na in-
NG NG NG 3 ) .
tervalech (—oo, —e~1172), (—e™1772,0), (0,e7 "2 ) a (e7'772, +00). Inflexni body jsou
—1+3 13 3 43
2 — 2 2,

—e e , e 2 ae
Na obrédzku neni pro lepsi viditelnost zobrazena hodnota v bodé 0.



Uloha 2 (20 bodi)
(a) Kiivky x2 + y2 = 3 a y? = 2|x| se protinaji v bodech (1, £+/2). VyuZitim symetrie

mnoziny M N N a funkce |x| dostavame

/ |x|dxdy = 4/ xdxdy,
MNN P

kde P =M NNN{(x,y)eR? x>0,y >0}
Dile z Fubiniovy véty dostdvame

V2 3—y2 V2 e 32
4fxdxdy=4/ /2 x dx dy=2/ ([Xz] »2 y)dy:
P 0 = 0 X=7
V2 % V2 4
:2[ 3—yr—— dy:/ 6—2y*——|)dy =
0 4 0 2

V2

2, ¥ 4 2\ 64
=|6y—=y’—=| =v2[6-2-2)=—=-V2.
[y 37 10] \/_( ) 52

(b) MnoZina M je uzaviend a omezend, tedy kompaktni. Integrovand funkce je spojitd na M,
a proto je omezend. Celkové je tedy uvedeny integrdl koneCny.

0

Uloha 3 (20 bodi)
I. cast
Upravime-li rovnici ze zadani na tvar
- 1 7
P = or
dmegr?r

ziskdme znamy vztah pro ,,velikost* (pro Q < 0 bude zdpornd) elektrické intenzity ve vzda-
lenosti r od zdroje krét jednotkovy vektor ve sméru 7. JelikoZ je 7 polohovy vektor, musi byt

bodovy ndboj Q umistén v pocatku systému soutadnic.



Pro vypocet divergence E si rozepiSeme polohovy vektor pomoci soufadnic x, y a z, tedy
F=(x,y, z)ar = \/x2 + y2 + z2. Elektrickou intenzitu potom zapiSeme jako

0 (x, 5, 2)
47'[8() (XZ + y2 _'_ZZ)%.

E= (1)

divE v kartézskych soufadnicich vypocitime jako
0E, 0JE, OE;

divE = .
VE=ar Ty Tz

Pro ndzornost vypocitdme vyraz ?—xx Zbylé vyrazy by se pocitaly analogicky.

JoE d 0 X 0 0 X
W:a (47‘[80 (x2+y2+zz)§) - 4”80£(x2+y2+z2)% -
0 X242 422352
- 41 e (x2—|—y2+z2)% '

0E;
0z

, by kon¢il —3 y?2, resp. —3 z2. Seéteme-li tedy %E—xx, aa% a a;;z,

Citatel vyrazu %, resp.
ziskame

divE =0
v celém prostoru, kromé bodu [0, 0, 0], ve kterém neni predpis E definovén a ktery je potfeba
vySetfit zvlast'. Vzhledem k tomu, Ze je ale bod [0, 0, 0] jediny, kde divergenci nezname, a ve
zbytku prostoru je nulovd, musi byt bodovy ndboj Q pravé v tomto bodé¢.

II. ¢ast .
RozepiSeme si obé strany rovnice £ = — grad ¢ do sloZek:
2 dp dg dg
E=(E;, E,, E,)) =—|—, —, — | = —grado,
( v Ez) (ax 3y 9z grad ¢
a ¢ vypocitdme naptiklad z x-ové slozky. Je-li E, = —g—ﬁ, potom plati

gaz—/Exdx.

S pfihlédnutim k rovnici (1) miZeme integral rozepsat a vypocitat:

substituce:
X f = x2 2 2
(p=—/Exdx=— 0 dx = dt_xz-i-y +2% | _
47'[8() (x2+y2+z2)§ g_x_ X
& — ydx

5 —

0 s 0

1
= — 2 — = — —
41 e 2 4mweg 2 — 41 e ‘/x2+y2+zz+

kde vyraz y/x2? + y? + z2 nahradime r a kde ¢ je integrani konstanta. ProtoZe jsme ¢ pocitali
z parcidlni derivace podle proménné x, je obecné ¢ = c(y, z). Kdybychom ale pocitali ¢

zrovnice £, = —g—?, resp. E;, = —g—‘zp, vyslo by ndm ¢ stejn€ a c = c(x, z),resp. ¢ = c(x, y).
Z toho ale vyplyva, Ze ¢ musi byt konstantou. Plati tedy, Ze
1
@ = 2 + c.

dmwey r



Vyznam konstanty ¢ je patrny pro r — oo. Potom vyraz 4;1150 % — 0 a ¢ je potenciél
v nekonecnu. Ten se typicky klade roven 0 nebo ho oznacime jako ¢,. Potencidl elektrického

pole popsaného rovnici ze zadéni je tedy

_ 10
¢= dmwey r
nebo 10
Q= — + ¢o-
dmweg r
Uloha 4 (20 bodd)
I. ¢ast

PruZina bude na intervalu (xy, Xo) puasobit silou pfimo imérnou vychylce z rovnovazné
polohy xq proti sméru vychyleni. Tuto zdvislost miZeme zapsat rovnici

F =—k(x — xp),
kde k je tuhost pruziny. V grafu zavislosti ' na x se jednd o klesajici linearni funkci
F=kxy—kx.

IL. cast
Sila, kterou bude idedlni plyn v tlumici odporovat stlaceni pistem, je pfimo imérnd odchylce
tlaku plynu oproti atmosférickému, tj.

F = (p—po)S. (2)
kde po je oznaleni atmosférického tlaku a § je obsah plochy pistu. Zavislost p na vychylce
muiZeme vyjadfit z rovnice idedlniho plynu pro adiabaticky d¢j:

p V¥ = konst,
kde p je tlak plynu, V je objem plynu a « je Poissonova konstanta. Srovndme-li tedy pocatecni
stav plynu a stav po stlaceni, bude platit rovnice
pV*¥ = poVy.
Dalsimi dpravami vyjadiime tlak p v zavislosti na x:
P (S x)* = po (S x)*,
Xo

p=ro (). ®)

X
Po dosazeni rovnice (3) do rovnice (2) a tpravé, vyjadiime zavislost odporujici sily na vychylce:

F=[on(2) ] = s [(2) 1]

Grafy zavislosti F' na x jsou na obrazku 1.



OBRAZEK 1. Graf zavislosti F na x — teckovan¢ pro pruZzinu, plnou ¢arou pro
pneumaticky tlumic
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