Informatika — navazujici magisterské studium
Prijimaci zkouska z informatiky — 2022 — varianta A

KaZda uloha je hodnocena maximalné 25 body.
VSechny své odpovédi zdivodnéte!

1. Urcete pocet ruznych binarnich vyhledavacich stromu, které jsou tvofeny Sesti
vrcholy s hodnotami 11, 22, 33, 44, 55, 66.

2. Navrhnéte deterministicky kone¢ny automat nad abecedou {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9},
ktery pfijima vSechna slova predstavujici dekadicky zapis celého Cisla beze zbytku
délitelného Etyfmi. V zapisu Cisla jsou povoleny vedouci nuly. Automat tedy pfijme
naptiklad slova 8, 0032, 1112, zatimco slova 2, 015, 186 nepiijme. Automat nepiijme
ani prazdné slovo. Pfechodovou funkci automatu zapiSte ve tvaru tabulky a automat
znazornéte ve tvaru prechodového diagramu. Navrhnéte co nejjednodussi automat, tzn.
takovy, ktery bude mit minimalni pocet stav.

3. Prvociselnym rozkladem kladného celého ¢isla N rozumime rozklad ¢isla N na soucin
prvocisel. Chceme urc€it pocet riiznych prvocisel obsazenych v prvociselném rozkladu
zadaného c¢isla N (kde N > 1). Popiste slovné co nejefektivnéjsi algoritmus feSeni a
zapiSte ho ve tvaru funkce v programovacim jazyce Pascal, C/C++, Java, C# nebo
Python. Hodnoti se nejen spravnost, ale také casova efektivita zvoleného feseni.

4. Je dan nasledujici program (zadani v Pascalu, v C a v Pythonu jsou ekvivalentni):

program AA; void main (void)
var i, j, s: integer; {
begin int i, j, s;
read (n) ; scanf ("%i", &n);
s := 0; s = 0;
for i := 1 to n do for(i = 1; 1i<=n; 1++)
for j := 1 to 3*i do for(j = i; J<=3*1i; Jj++)
S = s + 2*i—j+1; s += 2*i-j+1;
write(s) printf ("$i"™, s);
end. }
n = int (input())
s =0

for i in range(l, n+1):
for 7 in range (i, 3*i+1l):
s +t=2 * i -3 +1
print (s)

a) Urcete, jaky vysledek obdrzime pii vypoctu se vstupni hodnotou n = 98.

b) Urcete vSechny takové vstupni hodnoty n, pro které vypocet programu skonci
s vysledkem 120.

€) Vyjadrete co nejjednodussim zplsobem zavislost vysledné hodnoty Sna vstupni
hodnoté n.
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1. Pocet rtiznych binarnich vyhledavacich stromi (dale BVS) s n vrcholy oznacCime pn.
Jisté plati po = 1, p1 = 1. Odvodime obecny vztah pro pn, Z n¢hoz pak ptimo ziskadme
pozadovany vysledek pe.

Kazdy BVS ma kofen, jeho levym podstromem je BVS s i vrcholy (hodnoty mensi nez
Vv kofenu) a pravym podstromem je BVS s n-i-1 vrcholy (hodnoty vétsi nez v kofenu)
pro né&jaké i od 0 do n-1. Pro kazdou volbu kofene tedy existuje pi.pn-i-1 raznych BVS,
kde i je pocet hodnot mensich nez hodnota umisténa do kofene. Celkovy pocet vsech
BVS s n vrcholy je proto souc¢tem vsech takovych pi.pn-i-1 pro i od 0 do n-1.

Podle uvedeného vztahu budeme postupné pocitat p2, pP3, Ps, Ps, Pe:
n 0 1 2 3 4 5 6
Pn 1 1 2 5 14 42 132

2. Cislo je délitelné ¢tyfmi, pravé kdyz je étyfmi délitelné jeho posledni dvojéisli. To
znamena, ze Cisla délitelnd ctyfmi konci bud’ nékterou z cifer 2, 6 nasledujici po liché
ciffe, nebo nékterou z cifer 0, 4, 8 nasledujici po sudé ciffe (ptip. 0, 4, 8 miize byt
jedinou cifrou ¢isla). V automatu proto musime rozliSovat tii skupiny cifer: {1,3,5,7,9},
{2,6}, {0,4,8}. Cifry z téZe skupiny se z hlediska prechodové funkce chovaji stejnym
vstupniho slova:
stav A — posledni cifra je licha
stav B — posledni cifra je suda; je z {2,6} a nasleduje po liché ciffe,

nebo je z {0,4,8}a nasleduje po sudé cifie (pfip. je to jedina cifra Cisla)
stav C — posledni cifra je suda; je z {0,4,8} a nasleduje po liché ciffe,

nebo je z {2,6} a nasleduje po sudé ciffe (ptip. je to jedina cifra ¢isla)
Podle definice dé¢litelnosti ¢tyfmi je pravé stav B koncovy. Stav C nam poslouzi
zaroven jako pocate¢ni stav automatu. Automat tedy bude mit pouze tii stavy.
Minimalitu poctu stavli snadno ovéfime redukei sestrojeného koneéného automatu.

1,3,5,7,9 2,6 0,4,8
A A B C
— B A C B
— C A C B

3. Zakladni algoritmus: Zavedeme si pomocnou proménnou D=2. Dokud bude hodnota
N délitelna ¢islem D, budeme N opakované délit Cislem D. Kdyz uz N nebude d¢litelné,
posuneme se k dalSimu potencialnimu déliteli zvySenim D o 1. PribéZzné si pocitame,
kolika riznymi hodnotami D jsme N vydé¢lili. Popsany proces ukonc¢ime ve chvili, kdyz
N=1.

Moznosti zrychleni:
a) Nejprve zvlast ovétime délitelnost N dvéma a poté v cyklu zkouSime pouze liché
délitele D od 3 vySe (zvySovanim hodnoty D 0 2).
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b) Popsany proces ukoncime jiz ve chvili, kdyz aktualni hodnota D prevysi aktudlni
hodnotu druhé odmocniny z N. Zbyvajici hodnota uloZzena v proménné N je pak
poslednim prvocinitelem.

Ptiklad zapisu algoritmu ve tvaru funkce:

def pocet prvocinitelu(n):

pocet = 0
d =2
while n > 1:

if n % d==0:

pocet += 1
while n $ d == 0: n //=d
else:
d += 1
if d * d > n:
pocet += 1
break
return pocet

4. Nejprve vyfeSime obecny vztah pozadovany v ¢asti c¢). Pro kazdou hodnotu i se
proménna S zméni takto:

- pficte se k ni hodnota 2i+1 tolikrat, kolik se provede iteraci vnitiniho cyklu, coz je
2i+1, celkem se tedy s zvysi o (2i+1)?

- odecte se od ni soucet vSech j z rozmezi od i do 3i, coz je podle vzorce pro soucet
aritmetické posloupnosti (i+3i)*(2i+1)/2 = 2i(2i+1)

Proménna s se tedy pro kazdé i zvysi vzdy o (2i+1)? - 2i(2i+1) = 2i+1

Sectenim vyrazt 2i+1 pro vSechna i od 1 do n dostaneme vyslednou hodnotu proménné
S.

Yi+1)=2>i+>1=n(n+l) + n =n(n+2)

Odvozeny vysledny vztah s = n(n+2) plati ovSem pouze pro nezaporné vstupni hodnoty
n, zatimco pro zaporna n se cyklus neprovede ani jednou a vysledkem vypocétu je s = 0.

a) Ulohu vyiesime piimym dosazenim vstupni hodnoty 98 do odvozeného vzorce,
dostaneme vysledek s = 9800.

b) Vysledna hodnota 120 je kladna, takze také hledana vstupni hodnota n musi byt
kladna. Funkce n(n+2) je pro kladna n rostouci, proto mize vyhovovat nejvyse jedna
takova vstupni hodnota. Pokud opravdu existuje, ziskame ji jako kladny cely kotfen
kvadratické rovnice n(n+2) = 120. Na prvni pohled je ziejmy rozklad 10.12=120,
ptipadné¢ mizeme rovnici vyfesit pomoci diskriminantu. V obou pfipadech dostaneme
kladny cely koten 10 (a druhy zéporny koten -12, ktery podminkédm ulohy nevyhovuje).
Vyslednou hodnotu s = 120 tedy ziskame pouze pro vstupni hodnotu 10.
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