
Přij́ımaćı zkouška na navazuj́ıćı magisterské studium 2018

Studijńı program: Matematika

Studijńı obor: Finančńı a pojistná matematika

Varianta A

Řešeńı př́ıklad̊u pečlivě od̊uvodněte. Věnujte pozornost ověřeńı předpoklad̊u použitých mate-
matických vět.

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

Spočtěte ∫
M

8xy dxdy,

kde M = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < π, 0 < y < sin(x)}.

Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

Najděte globálńı extrémy funkce f(x, y, z) = xy2 na množině M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 +
z2 = 1}.

Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Uvažujme náhodný výběr X1, . . . , Xn z Rayleighova rozděleńı s hustotou

f(x; θ) =
x

θ2
exp

{
− x2

2θ2

}
I{x > 0}, θ > 0.

(a) Najděte maximálně věrohodný odhad pro neznámý parametr θ > 0.

(b) Odvoďte asymptotické rozděleńı maximálně věrohodného odhadu pro neznámý parametr
θ.

(c) Sestavte

(i) test poměrem věrohodnosti,

(ii) Rao̊uv skórový test,

(iii) Wald̊uv test

pro nulovou hypotézu H0 : θ = 1 oproti alternativě H1 : θ 6= 1.

Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

Kuponová obligace v nominálńı hodnotě F = 10 s ročńı kuponovou sazbou C = 1 splatná
přesně za dva roky (tj. zcela jistě po datu exkuponu) se prodává za (tržńı) cenu P = 399/44
(všechny hodnoty v tiśıćıch Kč).

1. Vyjádřete obecně současnou hodnotu uvedené obligace při hodnot́ıćı úrokové mı́̌re i.

2. Formulujte vztah pro výnos do splatnosti (YTM).

3. Vypočtětě výnos do splatnosti s výše uvedenými konkrétńımi hodnotami.



Přij́ımaćı zkouška na navazuj́ıćı magisterské studium 2018

Studijńı program: Matematika

Studijńı obor: Finančńı a pojistná matematika

Varianta B

Řešeńı př́ıklad̊u pečlivě od̊uvodněte. Věnujte pozornost ověřeńı předpoklad̊u použitých mate-
matických vět.

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

Vypočtěte integrál ∫ π
4

0

2 sinx− 3 cosx

sinx+ 5 cosx
dx.

Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

Najděte globálńı extrémy funkce f(x, y, z) = xyz na množině M : x2+y2+z2 = 1, x+y+z = 0.

Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Uvažujme náhodný výběr X1, . . . , Xn z Weibullova rozděleńı s hustotou

f(x;α, β) = αβ−αxα−1 exp

{
−
(
x

β

)α}
I{x > 0}, α > 0, β > 0,

přičemž hodnota parametru α je známá.

(a) Najděte maximálně věrohodný odhad pro neznámý parametr β > 0.

(b) Odvoďte asymptotické rozděleńı maximálně věrohodného odhadu pro neznámý parametr
β.

(c) Sestavte

(i) test poměrem věrohodnosti,

(ii) Rao̊uv skórový test,

(iii) Wald̊uv test

pro nulovou hypotézu H0 : β = β0 oproti alternativě H1 : β 6= β0.

Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

Uvažujte aktiva 0, 1, 2. Aktivum 0 je bezrizikové s výnosem r0 = 6, výnosy aktiv 1, 2 jsou
náhodné veličiny se středńımi hodnotami r1 = 10 a r2 = 8 (vše v procentech), s rozptyly
σ2
1 = 4 a σ2

2 = 2. Kovariance mezi výnosy je σ12 = 1. Předpokládejme, že investor investuje
bohatstv́ı ve výši W = 1.



(i) Najděte portfolio P skládaj́ıćı se pouze z rizikových aktiv (tj. aktiv 1, 2) a poskytuj́ıćı
očekávaný výnos rP = 9%.

(ii) Najděte portfolio P skládaj́ıćı se ze všech tř́ı aktiv minimalizuj́ıćı riziko a poskytuj́ıćı
očekávaný výnos rP = 9%. (Rizikem se zde rozumı́ směrodatná odchylka výnosu portfo-
lia.)
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Studijńı program: Matematika
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Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

Použijeme Fubiniho větu, vzorec

cos(2x) = cos2(x)− sin2(x) = 1− 2 sin2(x)

a integraci per partes. Dostáváme∫
M

8xy dxdy =

∫ π

0

∫ sin(x)

0
8xy dydx =

∫ π

0
8x
[y2

2

]sin(x)
0

dx

=

∫ π

0
4x sin2(x) dx =

∫ π

0
2x− 2x cos(2x) dx

= [x2]π0 − [x sin(2x)]π0 +

∫ π

0
sin(2x) dx

= π2 − 0 +
[
−cos(2x)

2

]π
0

= π2.



Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

Funkce f je spojitá a množina M kompaktńı, tedy funkce f nabývá na M svého minima a maxima.
Označ́ıme-li g(x, y, z) = x2 + y2 + y2 − 1, je ∇g 6= 0 na M . Nav́ıc f, g ∈ C1(R3).

Označme
L(x, y, z) = xy2 + λ(x2 + y2 + z2 − 1),

pak všechny body podezřelé z extrému najdeme jako řešeńı následuj́ıćıch rovnic

Lx = y2 + 2λx = 0,

Ly = 2xy + 2λy = 0,

Lz = 2λz = 0,

a
x2 + y2 + z2 = 1.

Z rovnosti 2λz = 0 dostáváme, že λ = 0 nebo z = 0.

1) Pro λ = 0 dostáváme rovnice y2 = 0 a 2xy = 0, tedy y = 0 a x2 + z2 = 1. Stacionárńı body
jsou ve tvaru [sin t, 0, cos t] pro t ∈ [0, 2π).

2) Pro z = 0 dostaneme

y3 + 2λxy = 0

2x2y + 2λxy = 0,

tedy y2 = 2x2 a proto

x2 + y2 + z2 = x2 + 2x2 = 1,

tedy x = ± 1√
3

a y = ±
√

2
3 . Dostaneme stacionárńı body [ 1√

3
,
√

2
3 , 0], [− 1√

3
,
√

2
3 , 0], [ 1√

3
,−
√

2
3 , 0]

a [− 1√
3
,−
√

2
3 , 0].

Jelikož

f(sin t, 0, cos t) = 0,∀t ∈ [0, 2π),

f(
1√
3
,±
√

2

3
, 0) =

2

3
√

3
,

f(− 1√
3
,±
√

2

3
, 0) = − 2

3
√

3
,

tak má funkce f na množině M maximum 2
3
√
3

v bodech [ 1√
3
,±
√

2
3 , 0] a minimum −2

3
√
3

v bodech

[− 1√
3
,±
√

2
3 , 0].



Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

(a) Nejdř́ıve vyjádř́ıme věrohodnost

Ln(θ; X) =

∏n
i=1Xi

θ2n
exp

{
−
∑n

i=1X
2
i

2θ2

}
, Xi > 0, ∀i.

Logaritmická věrohodnost je pak

ln(θ; X) =
n∑
i=1

logXi − 2n log θ − 1

2θ2

n∑
i=1

X2
i .

Následně zderivováńım dostaneme skórovou statistiku

Un(θ; X) = −2n

θ
+

1

θ3

n∑
i=1

X2
i .

Maximálně věrohodný odhad je řešeńım věrohodnostńı rovnice ∂ln(θ; X)/∂θ = 0 vzhledem k neznámému
parametru θ, tj.

θ̂ =

√√√√ 1

2n

n∑
i=1

X2
i .

Pozorovaná (výběrová) informace je

In(θ; X) = − 1

n

∂Un(θ; X)

∂θ
= − 2

θ2
+

3

nθ4

n∑
i=1

X2
i ,

která po vyč́ısleńı v maximálně věrohodném odhadu nabývá kladné hodnoty

In(θ̂; X) = 8n

(
n∑
i=1

X2
i

)−1
> 0.

T́ım pádem je nalezený maximálně věrohodný odhad právě jeden.

(b) Fisherovu informaci spoč́ıtáme jako

I (θ) = EIn(θ; X) =
4

θ2
,

protože

EX2
i =

∫ ∞
0

x3

θ2
exp

{
− x2

2θ2

}
dx = 2θ2

∫ ∞
0

ye−ydy = 2θ2.

Pak plat́ı, že
√
n
(
θ̂ − θ

)
D−→ N

(
0,
θ2

4

)
, n→∞.

(c,i) Test pod́ılem věrohodnosti pro nulovou hypotézu H0 : θ = 1 oproti alternativě H1 : θ 6= 1 je
založen na testové statistice

Dn = 2 log
Ln(θ̂; X)

Ln(1; X)
=

n∑
i=1

X2
i − 2n− 2n log

(
1

2n

n∑
i=1

X2
i

)
a H0 zamı́táme ve prospěch H1, když Dn > χ2

1(1− α), kde χ2
1(1− α) je (1− α)-kvantil χ2 rozděleńı

o jedném stupni volnosti.



(c,ii) Rao̊uv skórový test pro nulovou hypotézu H0 : θ = 1 oproti alternativě H1 : θ 6= 1 je založen
např́ıklad na testové statistice

Rn =
[Un(1; X)]2

nI(1)
= n

(
1

2n

n∑
i=1

X2
i − 1

)2

a H0 zamı́táme ve prospěch H1, když Rn > χ2
1(1− α).

(c,iii) Wald̊uv test pro nulovou hypotézu H0 : θ = 1 oproti alternativě H1 : θ 6= 1 je založen
např́ıklad na testové statistice

Wn = n
(
θ̂ − 1

)2
I
(
θ̂
)

= 4n

(
1−

√
2n∑n
i=1X

2
i

)2

a H0 zamı́táme ve prospěch H1, když Wn > χ2
1(1− α).



Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

1. Současnou hodnotu označ́ıme PV . Pro uvedenou situaci plat́ı

PV =
C

1 + i
+

C + F

(1 + i)2
.

2. Je-li obligace na trhu koupena za hodnotu P , je výnos do splatnosti (označme Y ) vlastně
vnitřńı mı́ra výnosnosti (vnitřńı výnosové procento) peněžńıho toku (−P,C,C +F ). Výnos do
splatnosti v tomto př́ıpadě je řešeńım rovnice

P =
C

1 + i
+

C + F

(1 + i)2

vzhledem k proměnné i. Z toho plynoućı kvadratická rovnice má dva kořeny, z nichž pouze ten
větš́ı má ekonomický smysl:

Y =
C − 2P +

√
C2 + 4CP + 4FP

2P
.

Alternativně po substituci úroková mı́ra → diskontńı faktor, tj. v = 1
1+i je možné źıskat řešeńı

pro odpov́ıdaj́ıćı diskontńı faktor v řešeńım rovnice pro neznámý diskontńı faktor v:

P = Cv + (C + F )v2.

3. Postup výpočtu pro konkrétńı numerické hodnoty:

diskriminant = C2 + 4CP + 4FP = 12 + 4 · 1 · 39944 + 4 · 10 · 39944 =
11 + 399 + 3990

11
= 400,

odmocnina z diskriminantu je tud́ıž 20 a výsledná hodnota Y je

Y =
1− 2 · 39944 + 20

2 · 39944

=
3

19
.
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Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

Použijeme substituci t = tg x, pak sinx = t√
t2+1

, cosx = 1√
t2+1

a dx = 1
t2+1

dt.

∫ π
4

0

2 sinx− 3 cosx

sinx+ 5 cosx
dx = |t = tg x| =

∫ 1

0

2t√
t2+1
− 3√

t2+1
t√
t2+1

+ 5√
t2+1

· 1

t2 + 1
dt =

∫ 1

0

2t− 3

(t+ 5)(t2 + 1)
dt,

2t− 3

(t+ 5)(t2 + 1)
=

A

t+ 5
+
Bt+ C

t2 + 1
=
A(t2 + 1) + (Bt+ C)(t+ 5)

(t+ 5)(t2 + 1)
⇒

(A+B)t2 = 0t2

(5B + C)t = 2t

A+ 5C = −3,

tedy A = −1
2 , B = 1

2 , C = −1
2 .∫ 1

0

2t− 3

(t+ 5)(t2 + 1)
dt =

∫ 1

0

(
−1

2(t+ 5)
+

t− 1

2(t2 + 1)

)
dt =

[
−1

2
ln |t+ 5|+ 1

4
ln |t2 + 1| − 1

2
arctg t

]1
0

= −1

2
ln 6 +

1

2
ln 5 +

1

4
ln 2− 1

2
arctg 1 = ln

√
5
√

2

6
− π

8
.



Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

Označme
L(x, y, z) = xyz + λ1(x

2 + y2 + z2 − 1) + λ2(x+ y + a),

pak

Lx = yz + 2λ1x+ λ2 = 0,

Ly = xz + 2λ1y + λ2 = 0,

Lz = xy + 2λ1z + λ2 = 0,

tedy

2λ1x
2 + λ2x = 2λ1y

2 + λ2y = 2λ1z
2 + λ2z = xyz.

Jelikož je x, y i z řešeńım stejné kvadratické rovnice, tak nemůže nastat situace x 6= y 6= z. Pro x = y
dostaneme z = −2x a tedy stacionárńı body [ 1√

6
, 1√

6
,− 2√

6
] a [− 1√

6
,− 1√

6
, 2√

6
]. Stejným zp̊usobem

dostaneme stacionárńı body [ 1√
6
,− 2√

6
, 1√

6
], [− 1√

6
, 2√

6
,− 1√

6
], [− 2√

6
, 1√

6
, 1√

6
] a [ 2√

6
,− 1√

6
,− 1√

6
].

Jelikož

f([
1√
6
,

1√
6
,− 2√

6
) = f(

1√
6
,− 2√

6
,

1√
6

) = f(− 2√
6
,

1√
6
,

1√
6

) = − 2

6
√

6
a

f(− 1√
6
,− 1√

6
,

2√
6

) = f(− 1√
6
,

2√
6
,− 1√

6
) = f(

2√
6
,− 1√

6
,− 1√

6
) =

2

6
√

6
,

má funkce f na množiněM maximum 2
6
√
6

v bodech [− 1√
6
,− 1√

6
, 2√

6
], [− 1√

6
, 2√

6
,− 1√

6
] a [ 2√

6
,− 1√

6
,− 1√

6
]

a minimum − 2
6
√
6

v bodech [ 1√
6
, 1√

6
,− 2√

6
], [ 1√

6
,− 2√

6
, 1√

6
] a [− 2√

6
, 1√

6
, 1√

6
].



Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

(a) Nejdř́ıve vyjádř́ıme věrohodnost

Ln(β; X) = αnβ−αn

(
n∏
i=1

Xi

)α−1
exp

{
−

n∑
i=1

(
Xi

β

)α}
, Xi > 0, ∀i.

Logaritmická věrohodnost je pak

ln(β; X) = n logα− αn log β + (α− 1)
n∑
i=1

Xi −
n∑
i=1

(
Xi

β

)α
.

Následně zderivováńım dostaneme skórovou statistiku

Un(β; X) = −αn
β

+ αβ−α−1
n∑
i=1

Xα
i .

Maximálně věrohodný odhad je řešeńım věrohodnostńı rovnice ∂ln(β; X)/∂β = 0 vzhledem k neznámému
parametru β, tj.

β̂ =
α

√∑n
i=1X

α
i

n
.

Pozorovaná (výběrová) informace je

In(β; X) = − 1

n

∂Un(β; X)

∂β
= − α

β2
+
α(α+ 1)

nβα+2

n∑
i=1

Xα
i ,

která po vyč́ısleńı v maximálně věrohodném odhadu nabývá kladné hodnoty

In(β̂; X) = α2

(∑n
i=1X

α
i

n

)−2/α
> 0.

T́ım pádem je nalezený maximálně věrohodný odhad právě jeden.

(b) Fisherovu informaci spoč́ıtáme jako

I (β) = EIn(β; X) =
α2

β2
,

protože

EXα
i =

∫ ∞
0

αβ−αx2α−1 exp

{
−
(
x

β

)α}
dx = βα

∫ ∞
0

ye−ydy = βα.

Pak plat́ı, že
√
n
(
β̂ − β

)
D−→ N

(
0,
β2

α2

)
, n→∞.

(c,i) Test pod́ılem věrohodnosti pro nulovou hypotézu H0 : β = β0 oproti alternativě H1 : β 6= β0
je založen na testové statistice

Dn = 2 log
Ln(β̂; X)

Ln(β0; X)
= 2αn log β0 + 2

n∑
i=1

(
Xi

β0

)α
− 2n− 2n log

n∑
i=1

Xα
i + 2n log n

a H0 zamı́táme ve prospěch H1, když Dn > χ2
1(1− γ), kde χ2

1(1− γ) je (1− γ)-kvantil χ2 rozděleńı
o jedném stupni volnosti.



(c,ii) Rao̊uv skórový test pro nulovou hypotézu H0 : β = β0 oproti alternativě H1 : β 6= β0 je
založen např́ıklad na testové statistice

Rn =
[Un(β0; X)]2

nI(β0)
= n

(
1

n

n∑
i=1

(
Xi

β0

)α
− 1

)2

a H0 zamı́táme ve prospěch H1, když Rn > χ2
1(1− γ).

(c,iii) Wald̊uv test pro nulovou hypotézu H0 : β = β0 oproti alternativě H1 : β 6= β0 je založen
např́ıklad na testové statistice

Wn = n
(
β̂ − β0

)2
I
(
β̂
)

= nα2

(
1− β0

(∑n
i=1X

α
i

n

)−1/α)2

a H0 zamı́táme ve prospěch H1, když Wn > χ2
1(1− γ).



Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

Portfolio je soubor finančńıch aktiv. Je reprezentováno pod́ıly (alokaćı, diverzifikaćı), které investor
investuje do jednotlivých aktiv. Označ́ıme-li x = (x1, . . . , xN )T tyto pod́ıly, pak při investovaném
bohatstv́ı ve výši 1 muśı platit x1 + · · ·+ xN = 1.

(i) Označme váhy v porfoliu x1 a x2. Muśı platit x1 + x2 = 1. Z toho vyplývá, že pro očekávaný
výnos portfolia plat́ı

rP = 10x1 + 8x2 = 10x1 + 8(1− x1) = 2x1 + 8 = 9,

a tedy x1 = x2 = 1/2.

(ii) Označme váhy v porfoliu x0, x1 a x2. Muśı platit x0 + x1 + x2 = 1. Očekávaný výnos portfolia
je tedy

rP = 6x0 + 10x1 + 8x2 = 6 + 4x1 + 2x2.

Požadujeme očekávaný výnos portfolia rP = 9, takže z posledńı rovnice dostaneme

x2 = 1
2(3− 4x1).

Jsou-li výnosy rizikových aktiv R1 a R2, je rozptyl výnosu portfolia (po dosazeńı za x2)

var(x1R1+x2R2) = x21 var(R1)+2x1x2 cov(R1, R2)+x22 var(R2) = 4x21+2x1x2+2x22 = 9
2−9x1+8x21.

To je konvexńı funkce, minimum źıskáme tak, že polož́ıme prvńı derivaci rovnu nule. Derivaćı
posledńıho výrazu je 16x1 − 9, takže x1 = 9/16. Zpětnými substitucemi do předchoźıch rovnic
dostaneme x2 = 3/8, x0 = 1/16.
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