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Studijńı program: Matematika
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Varianta A

Řešeńı př́ıklad̊u pečlivě od̊uvodněte. Věnujte pozornost ověřeńı předpoklad̊u použitých mate-
matických vět.

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

Nechť

f(x) = e−
x2

2 −cos(x)
x4 : x ∈ R \ {0},

xn =
∑n

k=0
1√

n3+k
: n ∈ N.

(a) Spočtěte limn→∞ xn.

(b) Spočtěte limx→0 f(x).

(c) Spočtěte limn→∞ f(xn).

Vysvětlete svá řešeńı.

Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

Nechť

N = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 < 3z},
B+ = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 < 4 & z > 0},
B− = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 < 4 & z < 0},
B = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 < 4}.

Pomoćı válcových souřadnic spočtěte následuj́ıćı integrály:

(a)
∫
B+\N dλ,

(b)
∫
B−\N dλ,

(c)
∫
B\N dλ.

Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Nechť

f(x) =

{
x2 cos

(
1
x

)
: x ∈ R \ {0},

0 : x = 0.



(a) Spočtěte f ′(0).

(b) Rozhodněte, zda existuje a > 0 takové, že f je monotóńı na intervalu (−a, a).

(c) Rozhodněte, zda existuje b < 0 takové, že f je konvexńı na intervalu (−∞, b).

Své odpovědi zd̊uvodněte.

Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

Uvažujme následuj́ıćı reálnou matici Ap (která záviśı na reálném parametru p ∈ R) a vektor
b ∈ R3.

Ap =

 1 3 −1 1 0
2 6 −1 0 1
1 3 0 −1 p+ 2

 , b =

 1
4
4


Pro každé p ∈ R

• najděte nějakou bázi prostoru všech řešeńı homogenńı soustavy lineárńıch rovnic Apx =
o a

• určete množinu všech řešeńı soustavy lineárńıch rovnic Apx = b.
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Varianta A — řešeńı

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

(a) Použijeme větu o dvou policistech. Vı́me, že

0 ≤ 1√
n3 + k

≤ 1√
n3
, k ∈ {1, . . . , n}.

Pak

0 ≤ xn ≤
n+ 1√
n3
≤ 2√

n

a

lim
n→∞

1√
n

= 0.

Tedy
lim
n→∞

xn = 0.

(b) Použijeme Taylorovy polynomy funkćı e−
x2

2 , cos(x) a f(x). Pak dostaneme

e−
x2

2 = 1− x2

2 + x4

8 + o(x4),

cos(x) = 1− x2

2 + x4

24 + o(x4),

f(x) = 1
12 + o(1).

Tedy

lim
x→0

f(x) =
1

12
.

(c) Použijeme Heineho větu. Lze snadno nahlédnout, že xn 6= 0 pro n ∈ N. Z (a) a (b) pak plyne,
že

lim
n→∞

f(xn) =
1

12
.



Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

Válcové souřadnice jsou:

x = r cos(α),

y = r sin(α), r > 0, α ∈ (0, 2π), z ∈ R,
z = z. (1)

Jacobián válcových souřadnic je r.

(a) Plat́ı, že B+ \ N = {(r, α, z) ∈ R3 : z, r > 0, r2 < 4 − z2, r2 ≥ 3z, α ∈ (0, 2π)} ∪ M , kde
λ(M) = 0. Nerovnosti 3z < 4− z2, z > 0 plat́ı pro z ∈ (0, 1), tedy∫

B+\N
dλ =

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ √4−z2
√
3z

rdrdzdα (2)

= π

∫ 1

0
(4− z2 − 3z)dz

= π

[
4z − 1

3
z3 − 3

2
z2
]1
z=0

=
13

6
π.

(b) Máme B− \N = B−, tedy∫
B−\N

dλ =

∫
B−

dλ

∫ 2π

0

∫ 0

−2

∫ √4−z2
0

rdrdzdα (3)

= π

∫ 0

−2
4− z2dz = 2π

[
4z − 1

3
z3
]0
z=−2

=
16

3
π.

(c) ∫
B\N

dλ =

∫
B+\N

dλ+

∫
B−\N

dλ (4)

=
45

6
π.



Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

(a)

f ′(0) = lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0
h cos

(
1

h

)
= 0,

kde posledńı rovnost plyne z faktu, že cos je omezená funkce a h konverguje k 0.

(b) Ne. Dokážeme to sporem. Nechť a > 0 je takové, že f je monotóńı na (−a, a). Pak existuje
n ∈ N takové, že 2nπ > 1

a . Položme y = 1
2nπ a z = 1

(2n+1)π . Očividně, −a < 0 < z < y < a a

f(z) = −z2 < f(0) = 0 < f(y) = y2. Tedy, f neńı monotóńı na (−a, a).

(c) Ano. Zřejmě,

f ′′(x) = 2 cos

(
1

x

)
+

2

x
sin

(
1

x

)
− 1

x2
cos

(
1

x

)
: x ∈ R \ {0}.

Protože cos je spojitý v 0 a cos(0) = 1, snadno dostaneme, že

lim
x→−∞

f ′′(x) = 2 > 0.

Tedy existuje b < 0 takové, že f ′′(x) > 0 pro x ∈ (−∞, b). Z toho již snadno plyne, že f je
konvexńı na (−∞, b).



Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

Soustavu Apx = b uprav́ıme elementárńımi řádkovými úpravami na odstupňovaný tvar.

(Ap|b) =

 1 3 −1 1 0 1
2 6 −1 0 1 4
1 3 0 −1 p+ 2 4

 ∼
 1 3 −1 1 0 1

0 0 1 −2 1 2
0 0 1 −2 p+ 2 3



∼

 1 3 −1 1 0 1
0 0 1 −2 1 2
0 0 0 0 p+ 1 1


• Pro p = −1 je dimenze prostoru všech řešeńı soustavy Apx = o rovná 3. Bázi tohoto prostoru

źıskáme např́ıklad volbami (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0) hodnot volných proměnných a dopočteńım
bázových proměnných. Uvedené volby dávaj́ı bázi


−1
0
−1
0
1

 ,


1
0
2
1
0

 ,


−3
1
0
0
0


 .

Pro p 6= −1 je dimenze množiny řešeńı 2, báze je např́ıklad


1
0
2
1
0

 ,


−3
1
0
0
0


 .

• Pro p = −1 nemá soustava Apx = b řešeńı. Jinak dopočteńım partikulárńıho řešeńı (např́ıklad
volbou 0 pro hodnoty volných proměnných) źıskáme množinu všech řešeńı

3− 1
p+1

0
2− 1

p+1

0
1
p+1

+ LO




1
0
2
1
0

 ,


−3
1
0
0
0


 .
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