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Varianta A
Reseni pifkladi peclivé oduvodnéte.
Piiklad 1 (25 bodu)
Necht

2

_z

fla)= === reR\ {0},
_ n 1 )
Tpn = Zk:()\/ﬁ :n eN.
(a) Spoctéte lim,, o0 T.
(b) Spoctéte lim, o f(z).
(c) Spoctéte lim,, o f ().

Vysvétlete sva reseni.

Piiklad 2 (25 bodi)
Necht

(a) Spoctete f'(0).
(b) Rozhodnéte, zda existuje a > 0 takové, ze f je monoténi na intervalu (—a, a).

(c) Rozhodnéte, zda existuje b < 0 takové, ze f je konvexni na intervalu (—oo, b).

Své odpovédi zduvodnéte.

Piiklad 3 (25 bodi)

Vzduch o objemu 10 1, teploté 273 K a tlaku 100 kPa nejprve izotermicky stlacime na pétinu
puvodniho objemu a potom ho nechame adiabaticky rozepnout na dvojnasobek puvodniho
objemu. Jaka bude vysledna teplota po adiabatické expanzi a jakou praci plyn vykonal pii
celém déji?

Vzduch povazujte za idealni plyn. Poissonova konstanta pro vzduch méa hodnotu x = 1,4.

Piiklad 4 (25 bodii)

Malé kulicka o hmotnosti m, pfivazana na konci provazu délky L, se pohybuje po kruznici
ve svislé roviné. V nejvyssim bodé trajektorie je napéti provazu praveé nulové. Urcete velikost
rychlosti kulicky v mistech, kde je provaz vodorovny a v nejniz§im bodé. Jak velkou silou je
provaz v téchto mistech napinan? Odpor vzduchu a hmotnost provazu neuvazujte.
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Piiklad 1 (25 bodd)

(a) Pouzijeme vétu o dvou policistech. Vime, ze
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0 < s ke{l,....)n
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Pak +1 2
n
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lim —= =0
n—o00 +/MN
Tedy
lim z, =0
n—oo
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(b) Pouzijeme Taylorovy polynomy funkci e~ 2, cos(z) a f(x). Pak dostaneme
12
ez = 1—%2—#%%—0(3:4),
2 4
cos(z) = 1—2 +Z +o(z?),
flx) = 15 +o(1)
Tedy
M) =13

(¢) Pouzijeme Heineho vétu. Lze snadno nahlédnout, ze x, # 0 pron € N. Z (a) a (b) pak plyne,
ze

lim f(2n) = —

n—00 12°



Piiklad 2 (25 bodi)

@ f(h) — f(0) 1
! . - .
f(0) = }llu% = %11r6hcos (h) =0,
kde posledni rovnost plyne z faktu, Ze cos je omezena funkce a h konverguje k 0.

(b) Ne. Dokézeme to sporem. Necht a > 0 je takové, Ze f je monoténi na (—a,a). Pak existuje
n € N takové, ze 2nm > é Polozme y = T 1

az=m-1r=. OCividné, —a <0< z<y<aa
f(z) =—22 < f(0) =0 < f(y) = 9. Tedy, f neni monoténi na (—a,a).

2n+1)r”
I"(z) = 2cos (i) + %sin (i) — %COS (;) . x € R\ {0}.

Protoze cos je spojity v 0 a cos(0) = 1, snadno dostaneme, ze

(c) Ano. Ztejme,

lim f’(z)=2>0.

T—r—00

Tedy existuje b < 0 takové, ze f”(x) > 0 pro x € (—o0,b). Z toho jiz snadno plyne, ze f je
konvexni na (—o0,b).



Piiklad 3 (25 bodu)
K vypoctu teploty plynu po adiabatické expanzi pouzijeme Poissonuv zakon a stavovou rovnici
idedlniho plynu.

Poissonuv zdkon mé tvar:
pV*" = konst,

kde p je tlak, V objem a x je Poissonova konstanta.

Ze stavové rovnice idedlniho plynu

ﬂ = konst

T

vyjadiime tlak p a dosadime do Poissonova zékona.

Po ipravé dostaneme:

TV ! = konst.

P11 izotermickém stlaceni se teplota nezméni. Plati tedy 17 = T5, kde T3 je teplota vzduchu po jeho
stlaceni.

Pro néasledujici expanzi prepiseme Poissonuv zékon pV* = konst do tvaru:

VT, = VT

a vyjadiime z néj teplotu Tj:

Dosadime zadané hodnoty objemu Vs, V3 a ziskdme vztah pro teplotu T5:

1 rk—1
%
T3 = | 2— Ty =0,1""'Ty.

3 (2V1> 2 2

Celkova prace W vykonana plynem je rovna souctu prace W; vykonané pii izotermickém stlaceni
a prace Ws vykonané pii adiabatické expanzi.

V piipadé, kdy tlak p neni konstantni, poc¢itame préaci podle vztahu

kde V}, a V}, jsou pocéatecni a kone¢ny objem plynu.

V ptipadé izotermického déje muzeme vyjadiit tlak p jako funkci objemu V pomoci Boyleova-
Mariottova zakona:

p1Vh =pV = pP=——"-



Dosadime do vztahu pro praci

\%t

p1V1

Va

Wl :/pdV—
\%1

\m\»—t

zintegrujeme a dosadime za horni a dolni mez. Vysledkem bude W; = p;V; In %

V piipadé adiabatického déje vyjadiime pomoci Poissonova zakona tlak jako funkci objemu:

p2Vy®
pVa =pV"* = =
Takto vyjadieny tlak dosadime do vzorce pro praci:
V3 V3 v
P2
W2=/pdV:/ Vj dv
Vo Vo

Vypocétem po dosazeni mezi ziskdme vztah pro praci Wa:

Wy — p2Vy? [(V,S)—/wrl . (Vz)—nﬂ} '

—-Kk+1
7 Boyleova-Mariottova zdkona
p1Vi = p2Va
vyjadiime po jako
Dy = mVi_pmVi 51
Vo v .

Tento vztah spoleéné se zadanymi vztahy pro objemy V5 a V3 dosadime do vzorce pro praci:

(2Vi)' " — (;1/1)1_1

a dalsimi ipravami ziskdame:

11—k
pl‘/l 1—k 1—k 1
Wy =—"-=5 2 — [ =
T 1k [ (5) ] ’

Wy = PV rgtn ).

11—k

Nakonec uréime celkovou praci plynu:

W =Wy + Wy



1
W= piViln s 4 20

-k
- 1_,1(10 1)

11 .

Ciselné vyjadieni

Vysledna teplota:
T3 =0,1""1. 75, =0,1%"1. 273K = 109K

Celkova vykonana préce:

11 .

1 1
_ 5 . -2 - . _ 1-1,4
W =10°-10 [ln5+1’4_1 (1-10 )}J
W= —105J

Odpoveéd:
Vysledna teplota je asi 109 K.
Plyn ptijal praci pfiblizné 105 J.



Piiklad 4 (25 bodi)

S vyuzitim 2. Newtonova zdkona zjistime nejprve rychlost kulicky v nejvys$sim bodé trajektorie.
Rychlosti v dalsich bodech uréime pomoci zédkona zachovani mechanické energie (ZZME). K uréeni
sily, kterou je napinan provaz, pouzijeme 2. Newtonuv zdkon.

_+
V nejvyssim bodé trajektorie ptisobi na kulicku tihova sila Fg a tahova sila ?1 je podle zadani ulohy
nulova.

7 pohybové rovnice pro kulicku, kterou lze napsat ve tvaru:

Ti + Fg = may. (1)
vyplyva
mg = magq.

Vyjadiime normalové zrychleni kulicky:
2
U1
ag = —
d L )

kde v je rychlost kulicky, L délka provazu.

Drobnymi upravami najdeme vztah pro rychlost kulicky:

m—mﬁ
g=m7

o = VgL (2)

Pii pohybu kulicky z bodu 1 do bodt 2, 3, 4 se méni jeji potencialni a kinetickd energie. Predpokladame,
ze pritom plati ZZME. Bodem 3 prolozime nulovou hladinu potencidlni energie. Pomoci ZZME
vyjadiime rychlost kulicky v jednotlivych bodech.

Napf. rychlost vs uréime takto:

ZIME: Ep + Ey = Epo + Ep,



1 1
imv% +mg2L = imvg + mglL,
ze vztahu (2) dosadime za rychlost vy:

1 1
§mgL +mg2L = §mv§ + mgL.

Rovnici vydélime hmotnosti koule m, vynasobime dvéma a vyjadiime rychlost wvo:

gL+ 4gL = v3 + 2gL,
39L = U%v

ﬁ
Q
&~
=

Vo =

Podobné uréime rychlosti v a vy:

v3 = 4/Dg

~
—
=~
~—

v4 = /3¢9

~
—
ot
~—

Nakreslime do obrdzku vSechny sily, které pusobi na kulicku v bodech 2, 3
a 4. NapiSeme pohybové rovnice pro kulicku v téchto bodech a vyjadrime
z nich hledané tahové sily. V nejvyssim bodé je podle zadani sila, kterou
je napinan provaz, nulova.

T, =0

NapiSeme pohybovou rovnici pro kulicku v bodé 2:

fg—i—}% = md.

Ty zde oznacuje silu, kterou pusobi provaz na kulicku v bodé 2.

Piepiseme pohybovou rovnici skalarné. Soufadny systém volime tak, Ze osa x sméfuje ve sméru
pohybu koule a osa y do stfedu kruznice (viz obrazek).



x-ova slozka:
FG = May,

kde a; je tecné zrychleni.

y-ovéa slozka:
T5 = may,

kde a4 oznacuje norméalové zrychleni. Velikost normélového zrychleni koule
v bodé 2 je rovna:

v
aq = f27
mu m3gL
T, = 2 _ 7 _ 3
2T L g

Tahové sila T3, kterou je napindn provaz v bodé 2, je podle 3. Newtonova zdkona stejné velkd jako
sila T5 , kterou ptsobi provaz na kulicku, ale opa¢ného sméru:

TZI =Ty = 3Img.

Analogickd je situace v bodé 4. Protoze je rychlost kulicky v bodech 2 a 4 stejné velkd, je stejné
velkd i sila T}y, kterou na ni pusobi provaz a tedy i tahova sila T}, kterou je provaz napinén.

2
muvy

T4 = maq — T = 3mg,

T, =Ty = 3Img.
Pohybové rovnice pro kulicku v bodé 3 m4 tvar:
Ts + Fo = mdg,

kde ?3 je sila, kterou pusobi provaz na kulicku v bodé 3.

Ptepiseme pohybovou rovnici skalarné. Soufadny systém volime tak, Ze osa x sméfuje ve sméru
pohybu kulicku a osa y do stfedu kruznice (viz obrazek).



T3—FG = magq

2
U3

L

5gL
Tg—mg:mg—

L

T3—ngm

T3 = 6mg

Podle 3. Newtonova zdkona opét plati, ze sila T3, kterou je napindn provaz v bodé 3, je stejné velka
jako sila T3, kterou pusobi provaz na kulicku, ale mé opa¢ny smér:

Tg = T3 = 6mg.

Odpovéd:

V nejvyssim bodé je velikost rychlosti kulicky rovna v1 = /gL a sila, kterou je provaz v tomto bodé
napinan, je nulova.

V bodech 2 a 4 je velikost rychlosti kulicky rovna vy = v4 = +/3gL a velikost sily, kterou je provaz
napinan, je rovna TQI = Tli = 3mg.

V bodé 3 je velikost rychlosti kulicky rovna vs = +/5gL a velikost sily, kterou je provaz napinan,
je rovna T:; = 6mg.
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