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Studijńı obory: FFUM

Varianta A

Řešeńı př́ıklad̊u pečlivě od̊uvodněte.

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

Nechť

f(x) = e−
x2

2 −cos(x)
x4 : x ∈ R \ {0},

xn =
∑n

k=0
1√

n3+k
: n ∈ N.

(a) Spočtěte limn→∞ xn.

(b) Spočtěte limx→0 f(x).

(c) Spočtěte limn→∞ f(xn).

Vysvětlete svá řešeńı.

Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

Nechť

f(x) =

{
x2 cos

(
1
x

)
: x ∈ R \ {0},

0 : x = 0.

(a) Spočtěte f ′(0).

(b) Rozhodněte, zda existuje a > 0 takové, že f je monotóńı na intervalu (−a, a).

(c) Rozhodněte, zda existuje b < 0 takové, že f je konvexńı na intervalu (−∞, b).

Své odpovědi zd̊uvodněte.

Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Vzduch o objemu 10 l, teplotě 273 K a tlaku 100 kPa nejprve izotermicky stlač́ıme na pětinu
p̊uvodńıho objemu a potom ho necháme adiabaticky rozepnout na dvojnásobek p̊uvodńıho
objemu. Jaká bude výsledná teplota po adiabatické expanzi a jakou práci plyn vykonal při
celém ději?

Vzduch považujte za ideálńı plyn. Poissonova konstanta pro vzduch má hodnotu κ = 1,4.

Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

Malá kulička o hmotnosti m, přivázaná na konci provazu délky L, se pohybuje po kružnici
ve svislé rovině. V nejvyšš́ım bodě trajektorie je napět́ı provazu právě nulové. Určete velikost
rychlosti kuličky v mı́stech, kde je provaz vodorovný a v nejnižš́ım bodě. Jak velkou silou je
provaz v těchto mı́stech naṕınán? Odpor vzduchu a hmotnost provazu neuvažujte.
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Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

(a) Použijeme větu o dvou policistech. Vı́me, že

0 ≤ 1√
n3 + k

≤ 1√
n3
, k ∈ {1, . . . , n}.

Pak

0 ≤ xn ≤
n+ 1√
n3
≤ 2√

n

a

lim
n→∞

1√
n

= 0.

Tedy
lim
n→∞

xn = 0.

(b) Použijeme Taylorovy polynomy funkćı e−
x2

2 , cos(x) a f(x). Pak dostaneme

e−
x2

2 = 1− x2

2 + x4

8 + o(x4),

cos(x) = 1− x2

2 + x4

24 + o(x4),

f(x) = 1
12 + o(1).

Tedy

lim
x→0

f(x) =
1

12
.

(c) Použijeme Heineho větu. Lze snadno nahlédnout, že xn 6= 0 pro n ∈ N. Z (a) a (b) pak plyne,
že

lim
n→∞

f(xn) =
1

12
.



Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

(a)

f ′(0) = lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0
h cos

(
1

h

)
= 0,

kde posledńı rovnost plyne z faktu, že cos je omezená funkce a h konverguje k 0.

(b) Ne. Dokážeme to sporem. Nechť a > 0 je takové, že f je monotóńı na (−a, a). Pak existuje
n ∈ N takové, že 2nπ > 1

a . Položme y = 1
2nπ a z = 1

(2n+1)π . Očividně, −a < 0 < z < y < a a

f(z) = −z2 < f(0) = 0 < f(y) = y2. Tedy, f neńı monotóńı na (−a, a).

(c) Ano. Zřejmě,

f ′′(x) = 2 cos

(
1

x

)
+

2

x
sin

(
1

x

)
− 1

x2
cos

(
1

x

)
: x ∈ R \ {0}.

Protože cos je spojitý v 0 a cos(0) = 1, snadno dostaneme, že

lim
x→−∞

f ′′(x) = 2 > 0.

Tedy existuje b < 0 takové, že f ′′(x) > 0 pro x ∈ (−∞, b). Z toho již snadno plyne, že f je
konvexńı na (−∞, b).



Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

K výpočtu teploty plynu po adiabatické expanzi použijeme Poisson̊uv zákon a stavovou rovnici
ideálńıho plynu.

Poisson̊uv zákon má tvar:
pV κ = konst,

kde p je tlak, V objem a κ je Poissonova konstanta.

Ze stavové rovnice ideálńıho plynu

pV

T
= konst

vyjádř́ıme tlak p a dosad́ıme do Poissonova zákona.

Po úpravě dostaneme:

TV κ−1 = konst.

Př́ı izotermickém stlačeńı se teplota nezměńı. Plat́ı tedy T1 = T2, kde T2 je teplota vzduchu po jeho
stlačeńı.

Pro následuj́ıćı expanzi přeṕı̌seme Poisson̊uv zákon pV κ = konst do tvaru:

V κ−1
2 T2 = V κ−1

3 T3

a vyjádř́ıme z něj teplotu T3:

T3 =

(
V2
V3

)κ−1
T2.

Dosad́ıme zadané hodnoty objemů V2, V3 a źıskáme vztah pro teplotu T3:

T3 =

(
1
5V1

2V1

)κ−1
T2 = 0, 1κ−1T2.

Celková práce W vykonaná plynem je rovna součtu práce W1 vykonané při izotermickém stlačeńı
a práce W2 vykonané při adiabatické expanzi.

V př́ıpadě, kdy tlak p neńı konstantńı, poč́ıtáme práci podle vztahu

W =

Vk∫
Vp

p (V ) dV,

kde Vp a Vk jsou počátečńı a konečný objem plynu.

V př́ıpadě izotermického děje můžeme vyjádřit tlak p jako funkci objemu V pomoćı Boyleova-
Mariottova zákona:

p1V1 = pV ⇒ p =
p1V1
V

.



Dosad́ıme do vztahu pro práci

W1 =

V2∫
V1

p dV =

1
5
V1∫

V1

p1V1
V

dV,

zintegrujeme a dosad́ıme za horńı a dolńı mez. Výsledkem bude W1 = p1V1 ln 1
5 .

V př́ıpadě adiabatického děje vyjádř́ıme pomoćı Poissonova zákona tlak jako funkci objemu:

p2V
κ
2 = pV κ ⇒ p =

p2V
κ
2

V κ
.

Takto vyjádřený tlak dosad́ıme do vzorce pro práci:

W2 =

V3∫
V2

pdV =

V3∫
V2

p2V
κ
2

V κ
dV

Výpočtem po dosazeńı meźı źıskáme vztah pro práci W2:

W2 =
p2V

κ
2

−κ+ 1

[
(V3)

−κ+1 − (V2)
−κ+1

]
.

Z Boyleova-Mariottova zákona

p1V1 = p2V2

vyjádř́ıme p2 jako

p2 =
p1V1
V2

=
p1V1
1
5V1

= 5p1.

Tento vztah společně se zadanými vztahy pro objemy V2 a V3 dosad́ıme do vzorce pro práci:

W2 =
5p1

(
1
5V1
)κ

1− κ

[
(2V1)

1−κ −
(

1

5
V1

)1−κ
]

a daľśımi úpravami źıskáme:

W2 =
p1V1
1− κ

51−κ

[
21−κ −

(
1

5

)1−κ
]
,

W2 =
p1V1
1− κ

[
101−κ − 1

]
.

Nakonec urč́ıme celkovou práci plynu:

W = W1 +W2



W = p1V1 ln
1

5
+
p1V1
1− κ

(
101−κ − 1

)
W = p1V1

[
ln

1

5
+

1

κ− 1

(
1− 101−κ

)]
.

Č́ıselné vyjádřeńı

Výsledná teplota:

T3 = 0, 1κ−1 · T2 = 0, 11,4−1 · 273 K =̇ 109 K

Celková vykonaná práce:

W = p1V1

[
ln

1

5
+

1

κ− 1

(
1− 101−κ

)]

W = 105 · 10−2 ·
[
ln

1

5
+

1

1, 4− 1
·
(
1− 101−1,4

)]
J

W =̇− 105 J

Odpověď:

Výsledná teplota je asi 109 K.

Plyn přijal práci přibližně 105 J.



Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

S využit́ım 2. Newtonova zákona zjist́ıme nejprve rychlost kuličky v nejvyšš́ım bodě trajektorie.
Rychlosti v daľśıch bodech urč́ıme pomoćı zákona zachováńı mechanické energie (ZZME). K určeńı
śıly, kterou je naṕınán provaz, použijeme 2. Newton̊uv zákon.

V nejvyšš́ım bodě trajektorie p̊usob́ı na kuličku t́ıhová śıla
−→
FG a tahová śıla

−→
T1 je podle zadáńı úlohy

nulová.

Z pohybové rovnice pro kuličku, kterou lze napsat ve tvaru:

~T1 + ~FG = m~ad. (1)

vyplývá

mg = mad.

Vyjádř́ıme normálové zrychleńı kuličky:

ad =
v21
L
,

kde v je rychlost kuličky, L délka provazu.

Drobnými úpravami najdeme vztah pro rychlost kuličky:

mg = m
v21
L

v1 =
√
gL. (2)

Při pohybu kuličky z bodu 1 do bod̊u 2, 3, 4 se měńı jej́ı potenciálńı a kinetická energie. Předpokládáme,
že přitom plat́ı ZZME. Bodem 3 prolož́ıme nulovou hladinu potenciálńı energie. Pomoćı ZZME
vyjádř́ıme rychlost kuličky v jednotlivých bodech.

Např. rychlost v2 urč́ıme takto:

ZZME : Ek1 + Ep1 = Ek2 + Ep2,



1

2
mv21 +mg2L =

1

2
mv22 +mgL,

ze vztahu (2) dosad́ıme za rychlost v1:

1

2
mgL+mg2L =

1

2
mv22 +mgL.

Rovnici vyděĺıme hmotnost́ı koule m, vynásob́ıme dvěma a vyjádř́ıme rychlost v2:

gL+ 4gL = v22 + 2gL,

3gL = v22,

v2 =
√

3gL. (3)

Podobně urč́ıme rychlosti v3 a v4:

v3 =
√

5gL (4)

v4 =
√

3gL (5)

Nakresĺıme do obrázku všechny śıly, které p̊usob́ı na kuličku v bodech 2, 3
a 4. Naṕı̌seme pohybové rovnice pro kuličku v těchto bodech a vyjádř́ıme
z nich hledané tahové śıly. V nejvyšš́ım bodě je podle zadáńı śıla, kterou
je naṕınán provaz, nulová.

T
′
1 = 0

Naṕı̌seme pohybovou rovnici pro kuličku v bodě 2:

~T2 + ~FG = m~a.

T2 zde označuje śılu, kterou p̊usob́ı provaz na kuličku v bodě 2.

Přeṕı̌seme pohybovou rovnici skalárně. Souřadný systém voĺıme tak, že osa x směřuje ve směru
pohybu koule a osa y do středu kružnice (viz obrázek).



x-ová složka:
FG = mat,

kde at je tečné zrychleńı.

y-ová složka:
T2 = mad,

kde ad označuje normálové zrychleńı. Velikost normálového zrychleńı koule
v bodě 2 je rovna:

ad =
v22
L
,

T2 =
mv22
L

=
m3gL

L
= 3mg.

Tahová śıla T ′2, kterou je naṕınán provaz v bodě 2, je podle 3. Newtonova zákona stejně velká jako
śıla T2 , kterou p̊usob́ı provaz na kuličku, ale opačného směru:

T
′
2 = T2 = 3mg.

Analogická je situace v bodě 4. Protože je rychlost kuličky v bodech 2 a 4 stejně velká, je stejně
velká i śıla T4, kterou na ni p̊usob́ı provaz a tedy i tahová śıla T ′4, kterou je provaz naṕınán.

T4 = mad =
mv24
L

= 3mg,

T
′
4 = T4 = 3mg.

Pohybová rovnice pro kuličku v bodě 3 má tvar:

~T3 + ~FG = m~ad,

kde
−→
T3 je śıla, kterou p̊usob́ı provaz na kuličku v bodě 3.

Přeṕı̌seme pohybovou rovnici skalárně. Souřadný systém voĺıme tak, že osa x směřuje ve směru
pohybu kuličku a osa y do středu kružnice (viz obrázek).



T3 − FG = mad

T3 − FG = m
v23
L

T3 −mg = m
5gL

L

T3 = 6mg

Podle 3. Newtonova zákona opět plat́ı, že śıla T ′3, kterou je naṕınán provaz v bodě 3, je stejně velká
jako śıla T3, kterou p̊usob́ı provaz na kuličku, ale má opačný směr:

T
′
3 = T3 = 6mg.

Odpověď:

V nejvyšš́ım bodě je velikost rychlosti kuličky rovna v1 =
√
gL a śıla, kterou je provaz v tomto bodě

naṕınán, je nulová.

V bodech 2 a 4 je velikost rychlosti kuličky rovna v2 = v4 =
√

3gL a velikost śıly, kterou je provaz
naṕınán, je rovna T

′
2 = T

′
4 = 3mg.

V bodě 3 je velikost rychlosti kuličky rovna v3 =
√

5gL a velikost śıly, kterou je provaz naṕınán,
je rovna T

′
3 = 6mg.
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