PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2016

Studijni program: Matematika
Studijni obor: Financ¢ni a pojistnd matematika

Varianta A

Reseni piikladi peclivé odivodnéte. Vénujte pozornost ovéfeni predpokladil pouzitych mate-
matickych vét.

Piiklad 1 (25 bodii)

Oduvodnéte, pro¢ existuje integral

2
/ J;—; dxdydz,
MY
kde M = {(z,y,2) e R3: —2<x<20<y<a?—1,0<2<2y}. Spoctéte ho.
Pifklad 2 (25 bodi)
Definujme funkci f: R? — R piedpisem

flz,y) = Va3 — 22y + 22 — 3.

Urcete jeji totalni diferencial vsude, kde existuje. V bodech, kde neexistuje, odivodnéte proc.

Piiklad 3 (25 bodi)

Uvazujme ndhodny vybér (X1,Y1)7, ..., (X,,Y,)" z rozdéleni s hustotou
f(x,y; B) = Brexp {—Pry} Z{z € (0,1),y > 0}, B> 0.

(a) Najdéte maximélné vérohodny odhad pro nezndmy parametr 5 > 0.

(b) Odvodte asymptotické rozdéleni maximalné vérohodného odhadu pro neznémy parametr

.
(c) Sestavte
(i) test pomérem vérohodnosti,
(ii) Raouv skérovy test,
(iii) Walduv test

pro nulovou hypotézu Hy : B = [y oproti alternativé Hy : 8 # (.

Piiklad 4 (25 bodii)

Uvazujte dluhopis s nominalni hodnotou F', ro¢ni kupénovou sazbou ¢, splatnosti n let a trzni
cenou P. Necht 7 je ocenovaci trokova mira.

(i) Co je spravedlivd cena (pocatecni hodnota PV') tohoto dluhopisu?
(ii) Napiste rovnici pro vypocet vynosnosti do splatnosti i* (YTM) tohoto dluhopisu.
(iii) Dokazte tvrzeni: P < F' (tzv. prodej pod par), pravé kdyz i* > c.
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Piiklad 1 (25 bodd)

Integral existuje, protoze integrujeme métitelnou, nezapornou funkci pres métritelnou mnozinu. Muzeme
pouzit Fubiniho vétu. Je pro nas vyhodné psat
M=MUM={-2<z<-1,0<y<z?-1,0<z<2y}
U{l<z<20<y<2®-10<z<2y}.

/Ml m;f dudyd: — /_ :( /0 “'2_1( /0 * x;j &:) dy) do
SRR e ([ ) e

- /21 20 — 2% d = [§x5 - %”“‘SE - <‘§ " %) - (_% i %

62 14

5 3

Nyni

Velmi podobny vypocet vede na

2 2 14
/ x—; drdydz = g2_ 14
Mo Yy 5 3

2 124 28
/ ﬁal:rdydz = — — —.
M y2 5 3

Proto



Piiklad 2 (25 bodi)

Protoze 23 — 2%y + xy? — y3 = (v — y)(2? + y?), na mnoziné R? \ {z = y} mame

g(x,y): 322 — 22y + o2 2

ox 3(x3 — 22y + xy? — )3
a

ﬁ(a}’w = — +2my_3y2 2"

0y 3(x3 — 2%y +ay? —y?)s

Obé parcidlni derivace jsou spojité na uvazované mnoziné. Proto zde totalni diferencial existuje a
spliuje
—2% + 2zy — 3y?

3(28 — a2y + wy? — yB)s

322 — 22y + ¢

df (z,y)(h1, ha) =
e be) = S ey o )

hi +

ha.
Déle na mnoziné {(x,z):  # 0} mdme

8f T f(x+t’x)_f(x7x)

ax(:v,:n)—%g% t
_ i V(@413 —(x+t)2x+ (z+t)22 — a3 -0
~ 50 t

i 2 (x+0)%t+ a2t im 5222 + 2wt + 12 -
150 t3 150 t2 N

Proto zde totdlni diferencial neexistuje. Zbyva vySetfit chovani v poc¢atku. Mame

_ 3/¢3
8—f((),O) = lim f0+0) = f(0,0) = lim v 1
Ox t—0 t t—=0 t
a 5 5
g(o,o) i 100D SO0 VR
dy t—0 t t—0

Proto jedinym kandiddtem na totalni diferencidl je linedrni funkce L: (hi, ha) — h1 — hg. Ovéime,
zda spliuje definici totalniho diferencialu

f(O + h1,0+ hg) — f(O, 0) — L(hh hg)

lim
h—0 Al
— lim {’/h? — h%hg —I—hlh% — h% —hl —i—hg
h—0 Al )
Tato limita se vSak nerovna nule, protoze pro hg = —h; < 0 mame

Rt —hRhy + b3 — h§ — i +hy _ Y/4h3 — 20y V42

17| V2R V2

Proto totalni diferencial v pocatku neexistuje.

£0.



Piiklad 3 (25 bodi)

(a) Nejdiive vyjadiime vérohodnost

n n
Lo (8;[X,Y]) = " ] [ Xiexp {—52&1@} , X;€(0,1),Y; >0, Vi,
i=1 i=1
Logaritmické vérohodnost je pak
n n
1 (B; (X, Y]) =nlog B+ Y logX; — B X;Yi.
i=1 i=1
Nésledné zderivovanim dostaneme skorovou statistiku
n
n

=1

Maximalné vérohodny odhad je fesenim vérohodnostni rovnice 9L, (5;[X,Y])/905 = 0 vzhledem k

neznamému parametru 3, tj.
n

b= Z?:l XiYE.

Pozorovand (vybérovd) informaéni matice je

C10UL(B;[X,Y]) 1

n Bk o B

kterda po vyéisleni v maximalné vérohodném odhadu nabyva kladné hodnoty
. mXY 2
s x) = (=) o
n

Tim padem je nalezeny maximalné vérohodny odhad pravé jeden.

In(B;[X,Y]) =

(b) Fisherovu informaéni matici spocitdme jako

Pak plati, ze
\/ﬁ(B—B) 2>N(O,62), n — oo.

(c,i) Test podilem vérohodnosti pro nulovou hypotézu Hy : 8 = [y oproti alternativé Hy : 8 # By
je zalozen na testové statistice

top Ln(BXY]) LY PR o SV

a Hy zamitdme ve prospéch Hi, kdyz D, > x?(1 — ), kde x3(1 — a) je (1 — a)-kvantil x? rozdélen{
0 jedném stupni volnosti.



(c,ii) Raouv skérovy test pro nulovou hypotézu Hy : 5 = [y oproti alternative Hy : S # [y je
zalozen napiiklad na testové statistice

U (Bo; (X, Y21 ( " )
R, = =—|n—p XiY;
nI(6o) n " 2

a Hp zamitdme ve prospéch Hy, kdyz R, > x3(1 — a).

(c,iii) Waldav test pro nulovou hypotézu Hy : f = By oproti alternative Hy : 3 # [y je zalozen
napiiklad na testové statistice

n 2
w3 ) 1(3) = (o3
=1

a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz W, > x3(1 — ).



Piiklad 4 (25 bodi)

(i) Spravedlivé cena je poc¢ateéni hodnota vsech finanénich toku spojenych s danym dluhopisem:

C C C+F
PV =— .. :
A W T W G T
(ii) Rovnice ma tvar
cF cF ckF+ F
P = ce
R (e T R (S
nebo
P=cFv*+ -+ cF")"+ F(v")"
nebo ) .
P=F C# + (,U*)n
i
nebo

1 1
kde v* = T3> Appi* =

(iii) Postupné dostdvame:

P = F[cl_i(f*)nﬂv*)”}
- AL ey
g_l = (-1 -0

Protoze 1 — (v*)™ > 0, plyne odtud, ze

P
~ _1<0 pravekdyz - —1<o0.
F 1*
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