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Varianta A

Reseni pifkladi peclivé odavodnéte.

Piiklad 1 (25 bodii)

e Sectéte S0 k.

e S pouzitim véty o dvou policajtech spoctéte limitu posloupnosti a, pro n jdouci do
nekonecna, kde
n Z:l k

Sl ke

Ay =

Piiklad 2 (25 bodii)

e Rozhodnéte, zda mnozina bodu [z,y, z,w] € R?*, které spliuji vztah
22 4 2% + 322 + 4w? = 10zyzw

je v okoli bodu [1, 1,1, 1] popsatelnd jako graf spojité diferencovatelné funkce f(z,z, w)
(f(x,z,w) = y) definované na jistém okoli bodu [1, 1, 1], pro kterou je f(1,1,1) = 1.

e Spoctéte parcidlni derivaci slozené funkce T'(z, z,w) = f(f(x, z,w), f(z, z,w), f(x, z,w))
podle z v bodé [1,1,1].

Pokud pouzivate vétu o implicitnich funkcich, tak ovéite jeji predpoklady.

Piiklad 3 (25 bodii)

V' homogennim tihovém poli jsou umistény dvé naklonéné

roviny, navzajem kolmé, stykajici se hornimi okraji. Jedna m, m,
z rovin svird s vodorovnou podlozkou uhel a.. Ve stejny okamzik )
vypustime ze spole¢né hrany na opacné strany dvé koule o hmot-

nostech my, my a poloméru R. Urcete, jak se s casem méni

1. Se zanedbanim momentu setrvacnosti kouli.

2. Se zapoctenim momentu setrvacnosti kouli.



Piiklad 4 (25 bodii)

Dlouhym solenoidem, lezicim ve vakuu, s hustotou 10 zaviti na centimetr a polomérem 7 cm
protéka proud 20 mA. Piimym vodicem lezicim v ose solenoidu protékd proud 6 A.

a) Pomoci Ampérova zdkona urcete prubéh magnetické indukce v okoli dlouhého piimého
vodice a uvnitf solenoidu.

b) V jaké vzdélenosti od osy solenoidu bude svirat vektor celkové magnetické indukce tihel
45° s osou vodice? Jaka je v tomto misté velikost magnetické indukce B?
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Varianta A — reSeni

Priklad 1 (25 bodu)
e Jednd se o soucet aritmetické posloupnosti. Tedy

n™ 1
> k= ("4 n",
k=1

e Budeme pouzivat vétu o dvou policajtech. Vyuzijeme nasledujici odhady pro n € N

2n
(2n)?" < Z kF < 2n(2n)?,
k=1
an" < 1(n” + 1)n" < n®"
2 -2
Tedy
1,/1 ] gn?n S on 1
= <ap < = -
4V 4n 2n(2n)?n (2n)2r 4
Vime, ze

1
lim {/— =
n—00 4n

Z véty o dvou policajtech a vyse zminénych odhadu a vypoctu plyne, ze

lim a, = -
n—oo



Piiklad 2 (25 bodi)

1) Ovétrime predpoklady véty o implicitnich funkcich pro vztah
( y véty
F(% Y, z,w) =22+ 23/2 + 322 + dw? — 10zyzw =0
a bod [1,1,1,1].

— F je polynom, tedy F € C1(R%).
~ F(1,1,1,1) =0.
— Fy(1,1,1,1) = =6 # 0, tedy [ existuje a je C.

) F.(1,1,1,1) 4
111__93737 - _ =

fo(L L) F,(1,1,1,1) 3’

F.(1,1,1,1) 2

1,1,1) = ==

f-(1L,1L1) £ (1,1 11) 3

Fy,(1,1,1,1) 1

1,1,1) = — =—=

ful,L1) F,(1,1,1,1) 3

Pouzitim fetizkového pravidla dostavame

L) = (b St )01 1) = o



Piiklad 3 (25 bodi)

Zanedbavame-li v 1loze moment setrvacnosti kouli, lze koule nahradit hmotnymi body. Vhodné
umisténi problému do soufadného systému ukazuje obrazek nize.

Uvazujeme, Ze pohyb probiha v roviné xy, uvazovat zménu z-ové souradnice tedy nemusime. ReSenim
ma byt nalezeni predpisu, ktery popisuje zavislost vyvoje soufadnic tézisté zp, ypr na case.

Na obé koule pusobi tihova sila a tlakova sila podlozky. Jejich vyslednice udili kouli o hmotnosti mq
zrychleni ve sméru osy z a kouli o hmotnosti mg zrychleni ve sméru osy y (viz nésledujici obrazek).

Podle 2. Newtonova zdkona plati pro kouli o hmotnosti m;

Fg1 + Fyi1 = maay.
Tuto rovnici rozepiseme do slozek:
Smér osy z:
FGI sina = miaq,

Smer osy y:

Faicosa — Fyp = 0.

Dosazenim za velikost tihové sily dostavame z predchozich vztahu:

migsina = mia; = a1 = gsina.
Také koule o hmotnosti me se bude pohybovat rovnomérné zrychlenym pohybem, tentokrat ovsem
se zrychlenim ag ve sméru osy .

Koule o hmotnosti m; vykonava ve sméru osy x rovhomérné zrychleny pohyb se zrychlenim ay:

1 1
z1(t) = ialtz = gg(sina)tZ.



Ve sméru osy y je soufadnice koule nulova:

yi(t) = 0.

Koule o hmotnosti mgy vykonava ve sméru osy y rovnomeérné zrychleny pohyb se zrychlenim ao:

1 1
ya(t) = §a2t2 = §g(cosa)t2.

Ve sméru osy z je soufadnice koule nulova:

or(t) = 23:1 m;x;(t) _ miz1(t) + moxa(t) _ m1g(sin o)t
Zle m; mp + ma 2(my + ma)’

yr(t) = 2?21 my;(t) _ myy1(t) + maya(t) _ mag(cos a)t?
22 1My mi + mg 2(m1 + mg).

myg(sin o)t

xp(t) = 2(my + ma)’

m COS ¢ 2

R
zp(t) = 0.

Vypocet se zapoctenim momenti setrvaénosti kouli

Souradny systém zavedeme analogicky jako v predchozi ¢asti, ale s tim rozdilem, Ze obé osy budeme
vést rovnobézné s povrchem naklonénych rovin ve vzdalenosti R od néj - tim zajistime, ze y-ova



soufadnice prvni koule a z-ové souradnice druhé koule ztistanou béhem pohybu nulové (viz obrazek).

Nenulovy moment setrvacnosti J kouli se projevi v okamziku, kdy budeme urcovat zrychleni ve sméru
jednotlivych os. Cést potencilni energie koule E, se pti pohybu po naklonéné roviné pfeméni na
kinetickou rota¢ni energii, F,, ¢imz zbyva méné energie na kinetickou energii posuvného pohybu
koule Ej. Koule se tedy pohybuje s mensim zrychlenim, nez kdyz jsme jeji moment setrvacnosti
zanedbévali.

Vybereme dvé situace a napiseme, jakou celkovou mechanickou energii v nich jednotlivé koule maji.
Hladinu nulové potenciélni energie volime v hloubce h pod mistem vypusténi (viz obrazek vyse).

Pro kouli o hmotnosti m1:

Situace 1 — okamzik vypusténi:

El = Ep17

kde E,; je potencialni energie koule o hmotnosti m.
Situace 2 — hmotny stied koule urazil drahu «:

Ey = Eq + By,

kde FE,1 je kineticka energie rota¢niho pohybu koule o hmotnosti m; vzhledem k ose prochézejici
jejim stfedem a Ejq kinetickd energie jejtho posuvného pohybu.

Podle zakona zachovani mechanické energie plati:

Ey = E»,

po dosazeni potom ziskdme vztah:

Epl = Erl + Ekl'
Ze znamych vztaht pro vypocty téchto jednotlivych energii dostaneme:

1

1
migh = fmlvz + §Jw12,

2



w1 jeji uhlova rychlost.

Pro moment setrvac¢nosti homogenni koule o hmotnosti mq a poloméru R vzhledem k ose prochazejici
jejim stfedem plati:

2
J = 5m1R2.

7 obrazku je ziejmé, ze

sihe = — = h = zsina.
T

Velikost zrychleni tézisté prvni koule oznac¢ime a,. Ze vztaht pro rovnomérné zrychleny pohyb vime:

T = §azt2,

Vp = Qgt.

A 7z vlastnosti rotacniho pohybu s thlovou rychlosti wy:

Vg
W = —.
R

Ptedchozi vztahy nyni zkombinujeme a ziskame:

a,t

2 2
R)'

I 1 12
mlgEaItQ sina = iml(axt) + i'gmlRQ(

Dalsimi tpravami dostaneme vztah:

S5
ay = ?gsma.

Analogicky muzeme postupovat v piipadé koule o hmotnosti ms, pouze funkci sinus nahradi ve
vypoctu vysky h funkce kosinus.

Pro kouli o hmotnosti ms:
Zakon zachovani mechanické energie ma tento tvar:

Ep2 = ET‘2 + Ek?a

kde Ep» je potencidlni energie koule o hmotnosti ma, Ep2 je kinetickd energie rotacniho pohybu této
koule vzhledem k ose prochazejici jejim stfedem a FE,o kinetickd energie jejiho posuvného pohybu.
Potencidlni energii poc¢itime v okamziku vypusténi, obé kinetické energie po urazeni drédhy y (ana-
logicky jako v piipadé prvni koule). Ze zndmych vztahu pro vypocty téchto jednotlivych energii
dostaneme:

1

1
mogh = fmgvz + 5JW22,

2



wo jeji uhlova rychlost.

Moment setrvacnosti druhé koule uréime stejné jako u koule prvni, méni se ale geometrie tilohy:

h
cosa = — = h = ycosa
Yy

Velikost zrychleni tézisté prvni koule oznac¢ime a,. Ze vztahu pro rovnomérné zrychleny pohyb vime:

Loy
Yy = §ayt )
vy = ayt.
7 vlastnosti rota¢niho pohybu s thlovou rychlosti wo plyne:

v

Y
Wy = .

R

Kombinaci predchozich vztahu ziskame:

ayt

2 2 2
5m2R(R).

N | =

1 1
ngant2 coso = ng(ayt)2 +
Upravami dostaneme vztah:

ay = -gcosa.

az: a lze pro néj napsat:

1 5 .
zi(t) = §axt = ﬁg(sma)ﬂ.

yi(t) = 0.

Casovou zavislost soufadnic tézisté druhé koule (m;) vyjadifme jako:

1 5 ,
ya(t) = iayt = ﬁg(cosa)t .

x2(t) = 0.



2

(t)  mazi(t) + maza(t)  Smag(sina)t?

xp(t) = Lizimizilt) _
Z?:1 m; myp + mg 14(m1 + my)’
yT(t) _ Z?:1 miyi(t) _ m1yl(t) + mgyg(t) _ 5ng(cosa)t2
Zieams mi ot ma 14(my + m2)
Souradnice tézisté se tedy v nami zvoleném soufadném systému méni s ¢asem podle
téchto vztahu:
5mqg(sin a)t?
14(m1 + mz)
5mag(cos a)t?
yr(t) = —————"—,
14(m1 + mg)

zp(t) = 0.



Piiklad 4 (25 bodi)

a) magneticka indukce v okoli dlouhého pfimého vodice
Podle Ampérova zdkona celkového proudu:

fﬁ-di:[

aplikovaného na kruhovou smyc¢ku v prufezu vodice (dritu), se sttedem v ose a polomérem R,
dostavame vné dratu:

H-(2rR)=1 pro R >a,
H = ! R >
=37 pro a.

kde a je polomér vodice.

V okoli vodice (pocitame, jako by byl vodi¢ ve vakuu - relativni permeabilita vzduchu je v podstaté
rovna 1):

I
B = poH = po5—-

Magneticka indukce v ose solenoidu:

Magnetické pole vné solenoidu budeme povazovat za priblizné nulové a uvniti solenoidu bude pole
homogenni. Velikost magnetické indukce potom uréime pomoci Ampérova zdkona

/E dl = tole.
l

Jako uzavienou Ampérovou kiivku zvolime obdélnik ABCD se stranami délky h rovnobéznymi s osou
solenoidu (strana AB je uvnitf solenoidu, strana CD vné).

Integral na levé strané Ampérova zdkona lze rozdélit na soucet ¢tyf integrala, kazdy pro jeden ze Ctyt
useku pravouhlé (obdélnikové) kiivky

L B c D A
/ B-dl:/ B~dl+/ B'dl+/ B-dl+/ B - dl.
ABCD A B c D

Druhy a ¢tvrty integral na pravé strané rovnice jsou rovny nule, protoze pro kazdy délkovy element
téchto tseku je magneticka indukce B bud kolma k tiseku, nebo nulové, takze skaldrni souc¢in je roven
nule.

Tieti integral podél tsecky CD, kterd lezi mimo solenoid, je nulovy, nebot zde je velikost magnetické
indukce nulova.



Zbyva tedy prvni integral na pravé strané a tak muzeme napsat

B—» —
/ B - dl = Bh.
A

(Délku strany obdélnika AB jsme oznacili jako h).

Vysledny proud I.. uzavieny v pravoihlé Ampérové kiivce neni pouze proud I, nebot uvniti obdélniku
se nachézi vice nez jeden zavit. Oznacime-li pocet zaviti na jednotku délky n, je

I.=nhl
a z Ampérova zakona plyne
Bh = ponhl,
a tedy pro velikost magnetické indukce plati
B = poln.

b) rozbor situace:

Protoze solenoidem i dlouhym vodi¢em protéka proud, tvoii se v jejich okoli magnetickd pole.

Uvniti solenoidu je magnetické pole rovnobézné s osou. V nasem piipadé rovnobézné i s vodicem,
ktery prochézi solenoidem. Magnetické pole vodice tvofi soustiedné kruznice se stiedem ve vodici.
Z toho plyne, ze magnetické indukce od solenoidu a vodice jsou na sebe vzdy kolmé.

Aby vektor vysledné magnetické indukce sviral s osou solenoidu,
tedy i s magnetickou indukci, 1hel 45°, musi byt oba B
prispévky stejné velké (situace je zndzornéna na obrdzku ve- -
dle).

Velikost magnetické indukce uvniti solenoidu nezédvisi na poloze
(je konstantni). Magnetickd indukce dlouhého vodice klesd se
vzdélenosti od vodice. Ukolem tedy je tedy najit takovou vzdélenost
od vodice, kde se velikost magnetické indukce vodice bude rovnat
velikosti magnetické indukce solenoidu.

Pro velikost magnetické indukce dlouhého vodice B, plati vztah (viz
predchozi ¢ast teseni)

,UfOIv
B, =
Y 2R’
kde I, je proud, ktery vodi¢em protékd, a R vzdalenost mezi vodi¢em a mistem, kde urcujeme mag-
netickou indukci.



Pro velikost magnetické indukce solenoidu Bs plati (viz predchozi ¢ast feseni):

Bs = polsn,

kde I je proud, ktery solenoidem protéka, n hustota zavitu (pocet zavitu na jednotku délky) a pg
permeabilita vakua.

Vyslednd magnetickd indukce B bude svirat s osou solenoidu thel 45° (viz rozbor situace), jestlize
bude platit

B, = Bs
Za B, a B, dosadime vySe uvedené vztahy
,U()Iv _ I.n
2R HoLcTh.

Z této rovnice vyjadiime nezndmou vzdalenost R

~ oxln’

Velikost celkové magnetické indukce ve vzdalenosti R od osy vodi¢e vypocitdme (viz obrazek vyse)
jako

Ciselné reSeni:

I 6
R— _tv _ =0,048m = 4,8
onlon  2m-0,02-1000  oomT Ao
B I 47 -1077-0,02 - 1000
_ _Ds _ Holem _ AT ) T=3,554 - 107° T =36 uT.
cos45°  cos4h° V2

2
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