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Varianta A

Řešeńı př́ıklad̊u pečlivě od̊uvodněte.

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

• Sečtěte
∑nn

k=1 k.

• S použit́ım věty o dvou policajtech spočtěte limitu posloupnosti an pro n jdoućı do
nekonečna, kde

an = n

√ ∑nn

k=1 k∑2n
k=1 k

k
.

Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

• Rozhodněte, zda množina bod̊u [x, y, z, w] ∈ R4, které splňuj́ı vztah

x2 + 2y2 + 3z2 + 4w2 = 10xyzw

je v okoĺı bodu [1, 1, 1, 1] popsatelná jako graf spojitě diferencovatelné funkce f(x, z, w)
(f(x, z, w) = y) definované na jistém okoĺı bodu [1, 1, 1], pro kterou je f(1, 1, 1) = 1.

• Spočtěte parciálńı derivaci složené funkce T (x, z, w) = f(f(x, z, w), f(x, z, w), f(x, z, w))
podle z v bodě [1, 1, 1].

Pokud použ́ıváte větu o implicitńıch funkćıch, tak ověřte jej́ı předpoklady.

Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

V homogenńım t́ıhovém poli jsou umı́stěny dvě nakloněné
roviny, navzájem kolmé, stýkaj́ıćı se horńımi okraji. Jedna
z rovin sv́ırá s vodorovnou podložkou úhel α. Ve stejný okamžik
vypust́ıme ze společné hrany na opačné strany dvě koule o hmot-
nostech m1, m2 a poloměru R. Určete, jak se s časem měńı
poloha těžǐstě soustavy těchto dvou kouĺı. Úlohu řešte:

1. Se zanedbáńım momentu setrvačnosti kouĺı.

2. Se započteńım momentu setrvačnosti kouĺı.



Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

Dlouhým solenoidem, lež́ıćım ve vakuu, s hustotou 10 závit̊u na centimetr a poloměrem 7 cm
protéká proud 20 mA. Př́ımým vodičem lež́ıćım v ose solenoidu protéká proud 6 A.

a) Pomoćı Ampérova zákona určete pr̊uběh magnetické indukce v okoĺı dlouhého př́ımého
vodiče a uvnitř solenoidu.

b) V jaké vzdálenosti od osy solenoidu bude sv́ırat vektor celkové magnetické indukce úhel
45◦ s osou vodiče? Jaká je v tomto mı́stě velikost magnetické indukce B?



Přij́ımaćı zkouška na navazuj́ıćı magisterské studium 2016

Studijńı program: Fyzika

Studijńı obory: FFUM

Varianta A — řešeńı

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

• Jedná se o součet aritmetické posloupnosti. Tedy

nn∑
k=1

k =
1

2
(nn + 1)nn.

• Budeme použ́ıvat větu o dvou policajtech. Využijeme následuj́ıćı odhady pro n ∈ N

(2n)2n ≤
2n∑
k=1

kk ≤ 2n(2n)2n,

1

2
n2n ≤ 1

2
(nn + 1)nn ≤ n2n.

Tedy

1

4
n

√
1

4n
=

n

√
1
2n

2n

2n(2n)2n
≤ an ≤ n

√
n2n

(2n)2n
=

1

4
.

Vı́me, že

lim
n→∞

n

√
1

4n
= 1.

Z věty o dvou policajtech a výše zmı́něných odhad̊u a výpočt̊u plyne, že

lim
n→∞

an =
1

4
.



Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

(1) Ověř́ıme předpoklady věty o implicitńıch funkćıch pro vztah

F (x, y, z, w) = x2 + 2y2 + 3z2 + 4w2 − 10xyzw = 0

a bod [1, 1, 1, 1].

– F je polynom, tedy F ∈ C1(R4).

– F (1, 1, 1, 1) = 0.

– Fy(1, 1, 1, 1) = −6 6= 0, tedy f existuje a je C1.

(2)

fx(1, 1, 1) = −Fx(1, 1, 1, 1)

Fy(1, 1, 1, 1)
= −4

3
,

fz(1, 1, 1) = −Fz(1, 1, 1, 1)

Fy(1, 1, 1, 1)
= −2

3
,

fw(1, 1, 1) = −Fw(1, 1, 1, 1)

Fy(1, 1, 1, 1)
= −1

3
.

Použit́ım řet́ızkového pravidla dostáváme

Tz(1, 1, 1) = ((fx + fz + fw)fz)(1, 1, 1) =
14

9
.



Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Zanedbáváme-li v úloze moment setrvačnosti kouĺı, lze koule nahradit hmotnými body. Vhodné
umı́stěńı problému do souřadného systému ukazuje obrázek ńıže.

Uvažujeme, že pohyb prob́ıhá v rovině xy, uvažovat změnu z-ové souřadnice tedy nemuśıme. Řešeńım
má být nalezeńı předpisu, který popisuje závislost vývoje souřadnic těžǐstě xT , yT na čase.

Na obě koule p̊usob́ı t́ıhová śıla a tlaková śıla podložky. Jejich výslednice ud́ıĺı kouli o hmotnosti m1

zrychleńı ve směru osy x a kouli o hmotnosti m2 zrychleńı ve směru osy y (viz následuj́ıćı obrázek).

Podle 2. Newtonova zákona plat́ı pro kouli o hmotnosti m1

~FG1 + ~FN1 = m1~a1.

Tuto rovnici rozeṕı̌seme do složek:

Směr osy x :

FG1 sinα = m1a1,

směr osy y :

FG1 cosα − FN1 = 0.

Dosazeńım za velikost t́ıhové śıly dostáváme z předchoźıch vztah̊u:

m1g sinα = m1a1 ⇒ a1 = g sinα.

Také koule o hmotnosti m2 se bude pohybovat rovnoměrně zrychleným pohybem, tentokrát ovšem
se zrychleńım a2 ve směru osy y.

Koule o hmotnosti m1 vykonává ve směru osy x rovnoměrně zrychlený pohyb se zrychleńım a1:

x1(t) =
1

2
a1t

2 =
1

2
g(sinα)t2.



Ve směru osy y je souřadnice koule nulová:

y1(t) = 0.

Koule o hmotnosti m2 vykonává ve směru osy y rovnoměrně zrychlený pohyb se zrychleńım a2:

y2(t) =
1

2
a2t

2 =
1

2
g(cosα)t2.

Ve směru osy x je souřadnice koule nulová:

x2(t) = 0.

Vztah pro polohu těžǐstě soustavy n hmotných bod̊u vypadá následovně:

~rT =

∑n
i=1mi~ri∑n
i=1mi

,

kde mi jsou hmotnosti jednotlivých hmotných bod̊u a xi jim př́ıslušej́ıćı polohové vektory.

Protože souřadnice těžǐstě lze poč́ıtat po složkách, plat́ı po dosazeńı do předchoźıch vztah̊u pro x -ovou
souřadnici těžǐstě naš́ı soustavy:

xT (t) =

∑2
i=1mixi(t)∑2

i=1mi

=
m1x1(t) + m2x2(t)

m1 + m2
=

m1g(sinα)t2

2(m1 + m2)
.

Analogicky pro y-ovou souřadnici těžǐstě plat́ı:

yT (t) =

∑2
i=1miyi(t)∑2

i=1mi

=
m1y1(t) + m2y2(t)

m1 + m2
=

m2g(cosα)t2

2(m1 + m2)
.

Souřadnice těžǐstě se tedy v námi zvoleném souřadném systému měńı s časem podle těchto vztah̊u:

xT (t) =
m1g(sinα)t2

2(m1 + m2)
,

yT (t) =
m2g(cosα)t2

2(m1 + m2)
,

zT (t) = 0.

Výpočet se započteńım moment̊u setrvačnost́ı kouĺı

Souřadný systém zavedeme analogicky jako v předchoźı části, ale s t́ım rozd́ılem, že obě osy budeme
vést rovnoběžně s povrchem nakloněných rovin ve vzdálenosti R od něj - t́ım zajist́ıme, že y-ová



souřadnice prvńı koule a x -ová souřadnice druhé koule z̊ustanou během pohybu nulové (viz obrázek).

Nenulový moment setrvačnosti J kouĺı se projev́ı v okamžiku, kdy budeme určovat zrychleńı ve směru
jednotlivých os. Část potenciálńı energie koule Ep se při pohybu po nakloněné rovině přeměńı na
kinetickou rotačńı energii, Er, č́ımž zbývá méně energie na kinetickou energii posuvného pohybu
koule Ek. Koule se tedy pohybuje s menš́ım zrychleńım, než když jsme jej́ı moment setrvačnosti
zanedbávali.

K nalezeńı velikosti zrychleńı těžǐstě kouĺı využijeme zákon zachováńı mechanické energie.

Vybereme dvě situace a naṕı̌seme, jakou celkovou mechanickou energii v nich jednotlivé koule maj́ı.
Hladinu nulové potenciálńı energie voĺıme v hloubce h pod mı́stem vypuštěńı (viz obrázek výše).

Pro kouli o hmotnosti m1:

Situace 1 – okamžik vypuštěńı:

E1 = Ep1,

kde Ep1 je potenciálńı energie koule o hmotnosti m1.

Situace 2 – hmotný střed koule urazil dráhu x :

E2 = Er1 + Ek1,

kde Er1 je kinetická energie rotačńıho pohybu koule o hmotnosti m1 vzhledem k ose procházej́ıćı
jej́ım středem a Ek1 kinetická energie jej́ıho posuvného pohybu.

Podle zákona zachováńı mechanické energie plat́ı:

E1 = E2,

po dosazeńı potom źıskáme vztah:

Ep1 = Er1 + Ek1.

Ze známých vztah̊u pro výpočty těchto jednotlivých energíı dostaneme:

m1gh =
1

2
m1v

2
x +

1

2
Jω1

2,



kde vx je rychlost těžǐstě koule, J moment setrvačnosti vzhledem k ose procházej́ıćı středem koule a
ω1 jej́ı úhlová rychlost.

Pro moment setrvačnosti homogenńı koule o hmotnosti m1 a poloměru R vzhledem k ose procházej́ıćı
jej́ım středem plat́ı:

J =
2

5
m1R

2.

Z obrázku je zřejmé, že

sinα =
h

x
⇒ h = x sinα.

Velikost zrychleńı těžǐstě prvńı koule označ́ıme ax. Ze vztah̊u pro rovnoměrně zrychlený pohyb v́ıme:

x =
1

2
axt

2,

vx = axt.

A z vlastnost́ı rotačńıho pohybu s úhlovou rychlost́ı ω1:

ω1 =
vx
R
.

Předchoźı vztahy nyńı zkombinujeme a źıskáme:

m1g·
1

2
axt

2 sinα =
1

2
m1(axt)

2 +
1

2
·2
5
m1R

2(
axt

R
)2.

Daľśımi úpravami dostaneme vztah:

ax =
5

7
g sinα.

Analogicky můžeme postupovat v př́ıpadě koule o hmotnosti m2, pouze funkci sinus nahrad́ı ve
výpočtu výšky h funkce kosinus.

Pro kouli o hmotnosti m2:
Zákon zachováńı mechanické energie má tento tvar:

Ep2 = Er2 + Ek2,

kde Ep2 je potenciálńı energie koule o hmotnosti m2, Er2 je kinetická energie rotačńıho pohybu této
koule vzhledem k ose procházej́ıćı jej́ım středem a Er2 kinetická energie jej́ıho posuvného pohybu.
Potenciálńı energii poč́ıtáme v okamžiku vypuštěńı, obě kinetické energie po uražeńı dráhy y (ana-
logicky jako v př́ıpadě prvńı koule). Ze známých vztah̊u pro výpočty těchto jednotlivých energíı
dostaneme:

m2gh =
1

2
m2v

2
y +

1

2
Jω2

2,



kde vy je rychlost těžǐstě koule, J moment setrvačnosti vzhledem k ose procházej́ıćı středem koule a
ω2 jej́ı úhlová rychlost.

Moment setrvačnosti druhé koule urč́ıme stejně jako u koule prvńı, měńı se ale geometrie úlohy:

cosα =
h

y
⇒ h = y cosα

.

Velikost zrychleńı těžǐstě prvńı koule označ́ıme ay. Ze vztah̊u pro rovnoměrně zrychlený pohyb v́ıme:

y =
1

2
ayt

2,

vy = ayt.

Z vlastnost́ı rotačńıho pohybu s úhlovou rychlost́ı ω2 plyne:

ω2 =
vy
R
.

Kombinaćı předchoźıch vztah̊u źıskáme:

m2g·
1

2
ayt

2 cosα =
1

2
m2(ayt)

2 +
1

2
·2
5
m2R

2(
ayt

R
)2.

Úpravami dostaneme vztah:

ay =
5

7
g cosα.

Těžǐstě koule o hmotnosti m1 vykonává ve směru osy x rovnoměrně zrychlený pohyb se zrychleńım
ax: a lze pro něj napsat:

x1(t) =
1

2
axt

2 =
5

14
g(sinα)t2.

Ve směru osy y je souřadnice jej́ıho těžǐstě nulová:

y1(t) = 0.

Časovou závislost souřadnic těžǐstě druhé koule (m1) vyjádř́ıme jako:

y2(t) =
1

2
ayt

2 =
5

14
g(cosα)t2.

x2(t) = 0.



Souřadnice těžǐstě soustavy lze poč́ıtat po složkách:

xT (t) =

∑2
i=1mixi(t)∑2

i=1mi

=
m1x1(t) + m2x2(t)

m1 + m2
=

5m1g(sinα)t2

14(m1 + m2)
,

yT (t) =

∑2
i=1miyi(t)∑2

i=1mi

=
m1y1(t) + m2y2(t)

m1 + m2
=

5m2g(cosα)t2

14(m1 + m2)
.

Souřadnice těžǐstě se tedy v námi zvoleném souřadném systému měńı s časem podle
těchto vztah̊u:

xT (t) =
5m1g(sinα)t2

14(m1 + m2)
,

yT (t) =
5m2g(cosα)t2

14(m1 + m2)
,

zT (t) = 0.



Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

a) magnetická indukce v okoĺı dlouhého př́ımého vodiče

Podle Ampérova zákona celkového proudu: ∮
~H · d~l = I

aplikovaného na kruhovou smyčku v pr̊uřezu vodiče (drátu), se středem v ose a poloměrem R,
dostáváme vně drátu:

H · (2πR) = I pro R > a,

H =
I

2πR
pro R > a.

kde a je poloměr vodiče.

V okoĺı vodiče (poč́ıtáme, jako by byl vodič ve vakuu - relativńı permeabilita vzduchu je v podstatě
rovna 1):

B = µ0H = µ0
I

2πR
.

Magnetická indukce v ose solenoidu:

Magnetické pole vně solenoidu budeme považovat za přibližně nulové a uvnitř solenoidu bude pole
homogenńı. Velikost magnetické indukce potom urč́ıme pomoćı Ampérova zákona∫

l

~B · d~l = µoIc.

Jako uzavřenou Ampérovou křivku zvoĺıme obdélńık ABCD se stranami délky h rovnoběžnými s osou
solenoidu (strana AB je uvnitř solenoidu, strana CD vně).

Integrál na levé straně Ampérova zákona lze rozdělit na součet čtyř integrál̊u, každý pro jeden ze čtyř
úsek̊u pravoúhlé (obdélńıkové) křivky

∫
ABCD

~B · d~l =

∫ B

A

~B · d~l +

∫ C

B

~B · d~l +

∫ D

C

~B · d~l +

∫ A

D

~B · d~l.

Druhý a čtvrtý integrál na pravé straně rovnice jsou rovny nule, protože pro každý délkový element
těchto úsek̊u je magnetická indukce B buď kolmá k úseku, nebo nulová, takže skalárńı součin je roven
nule.

Třet́ı integrál podél úsečky CD, která lež́ı mimo solenoid, je nulový, neboť zde je velikost magnetické
indukce nulová.



Zbývá tedy prvńı integrál na pravé straně a tak můžeme napsat

∫ B

A

~B · d~l = Bh.

(Délku strany obdélńıka AB jsme označili jako h).

Výsledný proud Ic uzavřený v pravoúhlé Ampérově křivce neńı pouze proud I, neboť uvnitř obdélńıku
se nacháźı v́ıce než jeden závit. Označ́ıme-li počet závit̊u na jednotku délky n, je

Ic = nhI

a z Ampérova zákona plyne

Bh = µonhI,

a tedy pro velikost magnetické indukce plat́ı

B = µoIn.

b) rozbor situace:

Protože solenoidem i dlouhým vodičem protéká proud, tvoř́ı se v jejich okoĺı magnetická pole.

Uvnitř solenoidu je magnetické pole rovnoběžné s osou. V našem př́ıpadě rovnoběžné i s vodičem,
který procháźı solenoidem. Magnetické pole vodiče tvoř́ı soustředné kružnice se středem ve vodiči.
Z toho plyne, že magnetické indukce od solenoidu a vodiče jsou na sebe vždy kolmé.

Aby vektor výsledné magnetické indukce sv́ıral s osou solenoidu,
tedy i s magnetickou indukćı, úhel 45◦, muśı být oba
př́ıspěvky stejně velké (situace je znázorněna na obrázku ve-
dle).

Velikost magnetické indukce uvnitř solenoidu nezáviśı na poloze
(je konstantńı). Magnetická indukce dlouhého vodiče klesá se
vzdálenost́ı od vodiče. Úkolem tedy je tedy naj́ıt takovou vzdálenost
od vodiče, kde se velikost magnetické indukce vodiče bude rovnat
velikosti magnetické indukce solenoidu.

Pro velikost magnetické indukce dlouhého vodiče Bv plat́ı vztah (viz
předchoźı část řešeńı)

Bv =
µ0Iv
2πR

,

kde Iv je proud, který vodičem protéká, a R vzdálenost mezi vodičem a mı́stem, kde určujeme mag-
netickou indukci.



Pro velikost magnetické indukce solenoidu Bs plat́ı (viz předchoźı část řešeńı):

Bs = µ0Isn,

kde Is je proud, který solenoidem protéká, n hustota závit̊u (počet závit̊u na jednotku délky) a µ0
permeabilita vakua.

Výsledná magnetická indukce B bude sv́ırat s osou solenoidu úhel 45◦ (viz rozbor situace), jestliže
bude platit

Bv = Bs

Za Bv a Bv dosad́ıme výše uvedené vztahy

µ0Iv
2πR

= µ0Icn.

Z této rovnice vyjádř́ıme neznámou vzdálenost R

R =
Iv

2πIcn
.

Velikost celkové magnetické indukce ve vzdálenosti R od osy vodiče vypoč́ıtáme (viz obrázek výše)
jako

B =
Bs

cos 45◦
.

Č́ıselné řešeńı:

R =
Iv

2πIcn
=

6

2π · 0, 02 · 1000
m = 0,048 m = 4,8 cm

B =
Bs

cos 45◦
=

µoIcn

cos 45◦
=

4π · 10−7 · 0,02 · 1000√
2

2

T=̇3,554 · 10−5 T =̇ 36µT.
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