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Varianta A

Piiklad 1 (25 bodd)

Vypoctéte
™
/ 22 sin? z d.
0

Priklad 2 (25 bodu)
Funkce f je dana predpisem

@) = cos T

2 —sinx’

) Urcete defini¢ni obor funkce f.
) Zkoumejte spojitost funkce f.
(iii) Vypoctéte limity funkce v krajnich a nevlastnich bodech definiéniho oboru funkce f.
) Zkoumejte monotonii této funkce. Zjistéte, zda funkce f méa lokdlni extrémy — pokud ano,

vypoctéte je. Nabyva funkce na svém definicnim oboru nejvétsi a nejmensi hodnoty?

(v) Zkoumejte konvexitu (konkavnost) funkce f.

(vi) Vypoctéte asymptoty.
(vii) Na zdkladé provedenych vypocti nacrtnéte graf funkce f.

Piiklad 3 (25 bodi)

Navrhnéte deterministicky koneény automat nad abecedou {0, 1}, ktery pfijimé vSechna slova délky
aspon 2 znaky, ktera obsahuji sudy pocet znakt 0 a lichy pocet znakt 1. Naptiklad slova 001, 11111,
0101010 automat prijme, zatimco slova 1, 0000, 100101 neptijme. Pfechodovou funkci automatu zapiste
ve tvaru tabulky a automat znazornéte ve tvaru prechodového diagramu. Navrhnéte co nejjednodussi
automat, tzn. takovy, ktery bude mit co nejméné stavii.

Piiklad 4 (25 bodd)

Je dan nésledujici program (obé zadani v Pascalu a v jazyce C jsou ekvivalentni):

program AAA; main() /% AAA x/
var A, B, C: integer; {
begin int a, b, c;
read(A, B); scanf ("%d %d",&a,&b);
while A > B do while (a > b)

A :=A - 2; a -= 2;
while B > A do while (b > a)

B :=B - 2; b -= 2;
C := A + B; c =a + b;
writeln(C) printf ("%d", c);
end. }

Urcete, jak zavisi vyslednd hodnota proménné C (tzn. vystup programu) na vstupnich hodnotach
proménnych A, B.



Studijni program Matematika, obor U¢itelstvi matematiky-informatiky pro SS
Ptijimaci zkouska na navazujici magisterské studium 2011,/12

Varianta A — ReSeni

Priklad 1

Existence integralu

U
/ 22sin®z dz
0

je ziejmé, nebot integrand je spojité funkce na R. Integral zapiSeme pomoci vzorce sin® z = (1 —cos2z)/2 a
spocteme nejprve prislusné primitivni funkce.

IQ IS
/?dﬂj—zﬁ-c,

2 1 1 1 1
x—cos 2xdx = ~z°sin 2z — z sin2xdr = ~2%sin2x + ~xcos2x — = [ cos2zdx =
2 4 2 4 4 4

1 1 1
= Z:EQ sin 2x + Z:Ecos 2r — 3 sin 2x + c.

V tomto vypoctu jsme uzili dvakrat metodu integrace per partes.

Je tedy
1—cos2 3 1 1 1
/x2sin2xdx:/12ﬂdx: % — (ZIQSiH21C+ZIL'COSQIC+ ésin2:c> +c,

2
odkud dostaneme dosazenim mezi 5
us
. T T
22sin?rdr = — — —.

Priklad 2

Funkce f je dana predpisem
@) = cosx
2 —sinx
(i) Funkce je definovana na celém R. ProtoZe uvazovand funkce je 27 - periodicka, sta¢i vySetfit jeji chovani
na intervalu (—m, 7).
(ii) Z véty o spojitosti podilu dvou spojitych funkei plyne spojitost funkce f v kazdém bodé defini¢niho oboru
R.
(iii) Protoze funkce f je periodicka, limity lim, , o f(2) a lim,_, f(z) neexistuji.
Méme viak f(—7) = f(r) = =%, f(5F) = f(5) =0, f(0) =3
(iv) Snadno vypocteme
1—-2sinzx
(2 —sinz)?’

f'(z) =

Derivace je na zkoumaném intervalu nulové pravé kdyz « = 7/6 a @ = 57/6. Z jejiho znaménka zjistime,
Ze f je rostouci na intervalu (—m, 7/6), klesajici na (7/6,57/6) a opét rostouci na intervalu (57 /6, 7).
Srovnanim funkénich hodnot v bodech —m, 7 a v kritickych bodech /6 a 57 /6 zjistime, Ze na zkoumaném
intervalu je

V3

max f = f(7/6) = ?, min f = f(57/6) = — 5

(v) Vypoc¢teme druhou derivaci
1+sinz

f//(l') =-2 COSI'(Q_STI)?).

Z véty o vztahu znaménka druhé derivace a konvexnosti (konkdvnosti) nyni snadno zjistime, ze f je
konvexni na (—m, —7/2), konkdvni na (—m/2,7/2) a konvexni na (7/2,7).

(vi) Funkci f jsme zkoumali na intervalu (—m, 7). Na celém defini¢nim oboru R dostaneme koneény vysledek
2m-periodickym prodlouzenim. Je ziejmé, Ze vysledna funkce nem4 asymptotu v zadném z bodt —oo, co.



(vil) Néacrtek grafu funkce f na zékladé provedenych vypocti:
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Priklad 3 (25 bodh)

K feSeni ulohy std koneny automat se Sesti viiimi stavy. Pomoci stéavautomatu
rozliSime, zda jiz byly fecteny ze vstupu alespadva znaky, a pokud ano, zda byl
dosud pecten sudy nebo lichy get znaki 0 a 1 {tyii kombinace — stavy D, E, F, G).
Z nich koncovy bude pouze stav G, ktery odpovid#Esw pdtu znaki 0 a lichému
poctu znaki 1. Stavy B a F jsou ekvivalentni, takZze stav BZzeme vynechat.
Minimalitu pottu stavi poté ovtrime redukci sestrojeného kéného automatu.

0 1
— A B C A = vstupni stav, Zadny znak nebiggten
B D E B =f&cten jeden znak 0
C E D C =ijcten jeden znak 1
D F G D = sudy pet 0, sudy péet 1
E G F E = lichy get O, lichy pcet 1
F D E F = lichy get 0, sudy péet 1
— G E D G = sudy pet 0, lichy pget 1

Piiklad 4 (25 bodh)
Vstupni hodnoty progmnych A, B si oznéime Ay, Bo. RozliSime i pripady:

a) Maji-li vstupni hodnoty 4 By stejnou paritu, provede se nejvySe jeden zicykl
v programu. Pra¥hne podle pdeby tolikrat, az se proénna s vyssi vstupni hodnotu
bude gesré rovnat promdnné s nizsi vstupni hodnotou. ©promenné tak dosahnou
hodnoty min(A, Bo) a vysledna hodnota pr@émnée C bude rovna min(Ay, Bo).

b) Maji-li vstupni hodnoty 4 Bp riznou paritu a fitom Ay < By, prvni z cykh
Vv programu se neprovede ani jednou a ve druhénotegnpprongnna B sniZuje tak
dlouho, aZz dosahne hodnoty-A.

Vysledna hodnota protnné C bude proto roviiaA, - 1.

¢) Maiji-li vstupni hodnoty A By riznou paritu a fitom Ay > By, bude se v prvnim
cyklu promeénna A snizovat tak dlouho, az dosahne hodnagil.BTim ale vypoet
nekorti. Poté je totiz spkna podminka druhého cyklu a jehdot bude provedeno
presré jednou, picemzZ se hodnota pramné B snizi o 2 na hodnoty-B.

Vysledna hodnota prognné C bude proto rovriaB, - 3.
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