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Uvod

Toto je pracovni verze skript k prednésce Uvod do komutativnf algebry, snad uz neobsahuje presprilis
preklept a nedokonalosti — ale budu rad za jakékoli pripominky a komentare.

Jejich cilem je byt pomérné minimalistickym shrnutim probrané latky (v rozsahu vyuky od roku
2017 dal), jez blizce kopiruje prubéh prednasek a nezahrnuje témeér zadné rozsitujici informace.
Material v téchto skriptech a jeho prezentace neni viibec ptuvodni: 1. a 2. kapitola jsou zalozené na
skriptech Alese Drdpala [Dr] a ¢dstecné Davida Stanovského [St], 3. kapitola na knizce Williama
Fultona [Fu] a 4. kapitola na textu Keitha Conrada [Co].

Kapitoly 5, 6 a 7 shrnuji cviceni a doméci tkoly, ¢astecné podle vyuky z roku 2019/2020, pozdéji
sepsané a zkompletované Matéjem Dolezalkem.

Prednésky v roce 2019/2020 byly nahravané a jsou k dispozici tady:
https://is.mff.cuni.cz/prednasky/prednaska/NMAG301/

Za sepsani skript dékuju Jakubu Novakovi, cviceni a zejména jejich feseni v 6. kapitole sepsal Matéj
Dolezélek. Za upozornovani na chyby a preklepy dékuju studentum, kteri prednasku absolvovali v
zimnim semestru 2019/2020 (i potom v dalsich letech). Za dalsi opravy dékuju Davidovi Stanovskému
a Claude Opus 5.5. I pfes nasi snahu v soucasné verzi nepochybné obsahuji fadu chyb, preklepu a
nejasnost{, takze uvitdm jakékoli komentédie a navrhy na zlepseni. Casem do nich mozné piibude
aspon trocha vysvétlujicich a motivujicich komentaiu.

[Co|] Keith Conrad, Factoring in quadratic fields
http://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/gradnumthy/quadraticgrad.pdf

[Dr] Ales Dréapal, Komutativni okruhy
http:/ /www.karlin.mff.cuni.cz/~zemlicka/11-12 /komalg.pdf

[Fu] William Fulton, Algebraic curves
http://www.math.lsa.umich.edu/~wfulton /CurveBook.pdf

[St] David Stanovsky, Zdklady algebry, kapitola o Galoisové teorii
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stanovsk /vyuka/alg_galois.pdf

An English Al-translation is available at https://karlin.mff.cuni.cz/~kala/files/UKA26en.pdf
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1. Zaklady

1.1 Uvod

Znaceni:
Ve skriptech pouzivame nésledujici znaceni, které je na MFF spiSe neobvyklé.
e A C B znaéi neostrou inkluzi, tedy muze byt i A = B. Ostrou inkluzi zna¢ime A C B
e Invertibilni prvky v okruhu zna¢ime R* misto R*
e Nepouzivame znaceni Z,, misto toho Z/p = Z/ (n) (coz si lze predstavovat jako mnozinu
{0,1,...,n— 1} s operacemi uvazovanymi modulo n)

X
(Z / (n)) = ¢isla nesoudélna s n modulo n

velikost mnoziny M znacime #M
e A — B znadi surjekcei (a ¢asto surjektivni homomorfismus)

e A — B znadi vnoreni (a casto injektivni homomorfismus)

1.2 Idealy a faktorokruhy

Okruhem rozumime R(+, —,0,-), pticemz + i - jsou komutativni.
S vyjimkou této sekce vzdy predpoklddame, ze okruhy vzdy maji 1.

Méjme okruh R. Ideal I je neprazdna podmnozina R takova, ze:
eabel=a+ba—-bel
eaclreR=racl

Idealy znac¢ime I < R.

Obvykle se v definici také zahrnuje podminka, ze 0 € I: ta ale vyplyva z ostatnich dvou. Podobné
pokud 1 € R, pak také —1 € R, a tedy —b € I (2. podminka), takze a —b € I vyplyva z 1. podminky.

Definice. Definujme relaci a ~ b < a —b € I (nékdy se znac¢i a =b mod I). Jde o ekvivalenci.
Tiidy znacime [a] =a+ 1 :={a+i|i € I}
Pokud totiz b € [a], pak b —a € I (z def.), tedybea+I={a+i|i€ I}.

Definice. Mnozina tiid ekvivalence podle idealu I je faktorokruh a znaci se R/J.
Na tiidach definujeme +, -

(a+1)+b+1):=(a+b)+1

(a+1)-(b+1):=(a-b)+1

Op/;; =0+ 1,1, =1+1,—(a+1I)=(-a)+1

Priklad. R=7,1=6Z={...,—6,0,6,12,...}
a~bsa—bebZ < a=b (mod6)
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Tridy:
0+6Z,146Z,....5+6Z
R/1 =1Z/g7 mé 6 prvkit: je to obvyklé Z/g

Priklad. R okruh, I,J idealy v R takové, ze J C I

a) Pak J je idedl v I. (I je okruh, typicky bez 1)
Ovérujme: Uzavienost J na scitdni a odéitani: OK (protoze je to idedl v R).
Uzavienost J na nasobeni prvky I: OK (protoze I C R a J je ideédl v R)

b) 1/ Jjeidedl v 1/ J.
Oveérujme:
R/j={a+J]|a€R}
Ijy={i+J|iel}cR/y

I/ 1 uzaviené na +:

AMa+Jb+Jel/y.
Pakael,bel, atedy a+0bel.

Tedy (a+ J)+ (b+J)=(a+b)+J 1))
(Odeitani zcela analogicky.)

I/ j uzaviené na - prvky 12/ j ¢ili: o
Pokud a +J € 1/ j,r+ J € R/, pak chci (a+ J)(r +J) = ar + J € I/ 7 (CVICENI)

¢: R — S homomorfismus okruhii.

R>Kerp={reR|p(r)=0}

Imp={p(r)|re R} CS

Véta 1.1 (O homomorfismu). Bud ¢: R — S homomorfismus okruhi, I < R idedl takovy, Ze
I C Kery. Pak

v: R/p— S
a+ 1~ ¢(a)

je dobie definovany homomorfismus okruhii. Navic Kerv = Ker¢ /1 a Ime) = Im .

Diikaz. 1) Dobie definované: At a + 1 = b+ I, ¢ili b = a + 14,1 € I. Pak (b + 1) = p(b) =
.\ t€Ker
pla) + o) "= p(a) + 0 = pa) = Y(a+I).

2) Homomorfismus: Potfebujeme ovérit, ze zachovava +,- (a — v pripadé okruhu bez 1):
¢hom.

Méjme (a + I)(b+ I) = ab+ I. Pak ¥((a + I)(b+ I)) = (ab+ I) = p(ab) "=" p(a)p(b) =
Yla+ )Y+ 1).

+, — se ovéri podobné.

3)Im jasny.
I idedl v Kerp,¢(a+ 1) =0 < p(a) = 0. Tedy
Kerp/r={a+1]|a€Kerp} =Ker. O

Véta 1.2 (1. véta o izomorfismu). Bud ¢: R — S (okruhovy) homomorfismus. Pak

R/Kerp ~Imep, a+Kerp— ¢(a).
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Dikaz. Zvolme I = Ker ¢ ve vété o homomorfismu . Mame homomorfismus 1: B/Ker oS
Jeho obraz Im1) = Im ¢, a tedy 1: B/Ker o~ Ime.

Je 1 prosté? Homomorfismus je prosty, pokud (o) = 0 < a = 0. Méjme tedy a = a + Ker .
0=1(a+Kerp)=p(a) = ac Keryp = a+ Kerp = Kerp = [0]. O

Véta 1.3 (2. véta o izomorfismu). R okruh, I,J idedly takové, 3¢ J C I. Pak J < I1,1/j <R/ a
(B/0)) 15y =B/t

Diikaz. Uvazujme projekci

0: R— R/,
ar—a-+1.

Ziejme je surjektivni a Kerp = 1.
Podle véty o homomorfismu [1.1} u pro ¢ a J C R (jiz muzeme pouzit, protoze J < Kery = I), mdme
dv: R/ 7 — R/ Navic Imv) = Im ¢ = B/ Kery = Kery/ ;7 =1/7 Tedy podle Vety.mame

(B/7) JKer ¢ =~ Tm ¢, O

Diisledek 1.4. Bud R okruh a J idedl. Viechny idedly v R/ jsou prdvé 1/, kde I je idedl v R
takovy, Ze J C I.

Diikaz. Vime, ze 1/ j < R/ j diky pifkladu vyse.

Naopak, bud I idedl v B/ j. Chceme dokazat, ze Iy = I/ j pro néjaké I. Prvky I, jsou tvaru a + J,
takze dava smysl definovat [ :={a € R|a+ J € Iy}, zfejmeé J C I.

Chceme:

1) I'je idedl v R:

Alabel,re R Paka+ Jb+J€ Iy tedya+b+Je Iy, clia+be I. Stejné pro ra € 1.

2) I/ 7= Iy

Rozepsanim pomoci definice I mame
Ijj={i+J|iel}={a+J|acRa+Jel}=1 O

Véta 1.5 (3. véta o izomorfismu). R okruh, I < R idedl, S C R podokruh. Pak S+ 1 ={s+a|s €
S,a €I} je podokruh v R o (S+ 1)/ ~ S/(Sﬂ])

Diikaz. CVICENI. (Projekce m: R — R/T a jeji ztzeni na ¢: S — R/1. 1. véta o izomorfismu pro
©.) O

1.3 Prvoideadly a maximalni idealy
Pripomerime, Ze odted az do konce skript vSechny okruhy maji 1 (a jsou komutativni).

Definice. R okruh. I < R je vlastni ideal, pokud I # R.
Vlastni idedl I je maximalni, pokud neexistuje vlastni ideal J < R takovy, ze I C J.
Pro idedly I, J definujeme I.J = {Zalb la; € I,b; € JneN

Vlastni idedl P je prvoidedl, pokud pro vSechny idealy I, J < R plati IJ C P =1 C P nebo J C P.
Idedl I je hlavni, pokud Ja € R takové, ze [ = (a) = aR.

Priklad. R = 7Z. Vsechny ideédly v Z jsou tvaru [ = (n) = nZ = {...,—n,0,n,2n,...}, kde n =
0,1,2, ...
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Ziejmé (n) = (—n).
Délitelnost ¢isel 2 | 6 odpovida obracené inkluzi ideédlu (2) D (6).

Pokud tedy I = (a),J = (b) a P = (p), pak mame:

I.J = (ab)

(p) O (ab) < p | ab

(p)>(a)=pla

(p) D) =plb

Tedy P = (p) prvoideél < |p| prvocislo nebo p = 0.

5Z je prvoidedl, ale 10Z ne, protoze (2) - (5) C (10), ale (2) Z (10) a (5) ¢ (10).

Lemma 1.6. Viastni idedl I v okruhu R je prvoidedl, pravé kdyz pro kaZdé dva prvky a,b € R plati
abel =ae€l nebobel.

Diikaz. ,=* Af je I prvoidedl a at ab € I. Pak (aR)(bR) = (abR) C I. Podle definice tedy méme
aR C I nebo bR C I,atedy ae€l nebobe I.

,<=“ At Jy, Jo jsou idedly takové, ze JiJo C I. Pfedpoklddejme, ze J, ¢ I, tedy Ze existuje b € Jy\ 1.
Pro kazdé a € J; mame ab € J;J, C I, atedy a €  nebob € I. Ovsem b & I, a tedy a € I pro
kazdé a € J;. Z toho vyplyva J; C I, jak jsme chtéli. O

Definice. S je obor (integrity), pokud Va,b € S plati ab =0 = a = 0 nebo b = 0.

Pozorovdni. Prvek a je invertibilni < (a) = aR = R.
Okruh R je téleso < (0) je jediny vlastni idedl.

Dusledek 1.7. At I je vlastni idedl v R. Pak:
a) I je maximdini < R/ je téleso
b) I je prvoidedl < R/ je obor.

Diikaz. a)

»,=" I maximalni = jediny vlastni idedl okruhu R, ktery je mezi R a [ je samo I.

Dusledek = idealy R/J jsou praveé J/1, kde J D I. Tedy muze byt jenom J = R nebo J = I.
Ale tomu odpovidaji nevlastni idedl 12/7 < /7 a I/1 = (0r,,) < B/T.

Pozorovéni = R/ je téleso.

,<=" Stejné R/ téleso = (Or/;) jediny vlastn{ idedl v R/r.

Dusledek = jediné vlastni idealy v R, které obsahuji I, jsou I a R = [ maximalni.

b)

,=" I prvoidedl. At a +I,b+1 € R/J jsou takové, ze ab+1 = (a+ I)(b+ 1) = Or/, = I. Tedy
ab € I. Podle lemmatupak mamea €l = a+1=1= OR/I nebobe l =b+1 = OR/p ¢ili jsme
ovérili definici oboru.

,<="“ At je R/ obor a ab € I. Chceme (podle lemmatu 1.6), ze a € I nebo b € I.

R obor
abel=T=ab+T=@+Db+1) "2 a+I=Inebob+I=I=aclnebobel. O

1.4 Hlavni idealy a délitelnost

Definice. Bud R okruh.
a|bs Je:b=ac
allbealbabla

Pozorovani. a | b < (a) D (b),a || b< (a) = (b)
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Definice. Obor R je gaussovsky, pokud Va € R,a # 0, ma jednoznacny rozklad na soucin ireduci-
bilnich prvku, ¢ili a || ph pkn kde n > 0,k; > 1 a p; jsou ireducibilni prvky takové, Ze p; }f p; pro
i 7.
Pozndmka (Véta z Algebry). Bud R obor. Pak R gaussovsky pravé tehdy, kdyz:
1. existuje NSD vsech dvojic prvku a
2. neexistuje posloupnost prvku aq, as, .. € R takovych, ze a;11 | a; a a1 f ;.
Priklad. 7, Q|x), Z[i], Z[v/2] jsou gaussovské, protoze jsou euklidovské.
Z[z] je gaussovsky, ale neeuklidovsky.
Z[\/D] pro D < 0 skoro nikdy neni: je gaussovsky, prave kdyz D = —1, —2.
Z [1%5] pro D < 0 je gaussovsky, pravé kdyz D = —3, —7, —11, =19, —43, —67, —163.

Jestli Z[\/E} pro D > 0 je gaussovsky pro nekonecné mnoho D, je slavny otevieny problém, ocekava
se, zZe ano.

Definice. Obor R je obor hlavnich idedlu (OHI), pokud je kazdy ideél hlavni, ¢ili VI < R,Ja € R :
I = (a).

Definice. I+ J={a+b|acl,be J}

Tvrzeni 1.8. Bud R OHI. Potom R je gaussovski a plati Bezoutova rovnost Va,b € R 3r,s € R :
NSD(a,b) = ar + bs.

Diikaz. Ovérime dvé podminky z poznamky uvedené vyse:

1) Existence NSD: Pro a,b € R uvazujme ideél (a) + (b). Jsme v OHI = Jc: (a) + (b) = (¢). Mame
(@) C(¢c)=claa(b)C(c)=c|b.

Je-li d spoleény délitel a, b, pak (a) C (d),(b) C (d) = (¢) = (a) + (b) C (d) = d | c¢. Tedy c je
nejuétsi spolecny délitel. Bezoutova rovnost plyne z (a) + (b) = (¢).

2) Sporem, at mdme ...a;41 | a; | a;_1 | -+ | a1, kde a;41 } a; pro viechna i. Tedy (a;) € (a2) S
- C (a;) € ... je tetézec hlavnich idedli. Uvazme I = Ej (a;), coz je idedl (cviceni).

OHI = 3a € R: I = (a). .

a € Ej (a;) = Fi:a € (a;). Tedy a € (aj) Vj >ia(a) C (a;) C (ai41) C Ej (a;) = (a). Spor. O

i=1 =1

1.5 Noetherovskost

Definice. Okruh R je noetherovsky, pokud neobsahuje nekoneény rostouci fetézec idedlu
LCLCI;C. ...

Napriiklad téleso je vzdy noetherovské (protoze obsahuje jen dva idedly).
Definice pfipomind --- | ag | as | a1 = (a1) € (a2) € (a3) S ...

=

Tvrzeni 1.9. Obory hlavnich idedli jsou noetherovskeé.

Diikaz. Bud R OHI. At nenf{ noetherovsky. Tedy existuje I; C Iy C .... Uvazujme [ := |J I}, coz je
j=1

idedl (cviceni). OHI = I je hlavni, I = (a).

CLEI:UIj:>E|jICL€Ij. MémteCIj+1:>a€Ij+1:>(a)CIjCIj+1CI:(a):>

= vsude rovnosti = [; = I;;. Spor. [
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1o
Euklidovsky = OHI = { 83OVSEY
noetherovsky

Z[/—2019] noetherovsky, ale neni gaussovsky.
R = K[X,Y] gaussovsky, noetherovsky, ne OHI.
R = K[Xy, Xy, X3, ...] gaussovsky, ale neni noetherovsky.

Definice. Bud R okruh. R-modul M je abelovska grupa M(+, —,0) spolu se skaldrnim nésobenim
r-mé&€ M pror € R,m € M takovym, ze Vr,s € R,Ym,n € M:

o r(m+n)=rm+rn
o 7(sm)=(rs)m
e (r+s)m=rm-+sm
e Im=m
Jedna se o podobny pojem jako vektorovy prostor, ale nad okruhem.
Pokud je R téleso, pak je R-modul totéz, co R-vektorovy prostor.
Priklad.
e Kazdd abelovska grupa G je Z-modul.
im=m+m+---+m,i€NmeG
(=1) - m = —(im)
e R je R-modul
e | < R=1 je R-modul

Definice. R-modul M je noetherovsky, pokud neexistuje nekonec¢nd posloupnost M; C My C ...
R-podmodulu v M.

Pozorovdni. Okruh R je noetherovsky okruh < R je noetherovsky R-modul.

k
Definice. Bud M R-modul a X C M jeho podmnozina. Mnozina vsech koneénych sum anl, pro

r; € R,x; € X je nejmensi R-podmodul v M, ktery obsahuje X. Nazyva se podmodul generovany
X.
Pokud existuje konec¢nd mnozina X, ktera generuje M, pak M je konecné generovany R-modul.

Definice. Méjme prvky rq,...,7, v okruhu R. Idedl jimi generovany znacime (rq,...,ry) = R+
-+ 4+ 1R (zdroven jde o nejmensi idedl, ktery obsahuje dané prvky).

Tvrzeni 1.10. R-modul M je noetherovsky < kazdy R-podmodul N C M je koneéné generovany.

Diikaz.
=" Sporem: Méjme posloupnost M; C My C

Pak N = U M; je R-modul = N je kone¢né generovany néjakymi prvky ny, no, ..., ng. N = M; =

3y takove ze ni,...,ng € M;

= R-modul generovany ni,...,n; je podmnozina M; = N C M;.

Méme tedy N C M; C M;;1 C N. Spor.

= Sporem: At N C M je R-podmodul, ktery neni koneéné generovany.

Bud M, = {0}. Postupné volme m; € N \ M; a definujme M, ; := M; + R - m;, coz jde, protoze
M; je konecné generovany a N neni kone¢né generovany, tedy M; C N. (Striktné vzato k zajisténi
existence této posloupnosti potfebujeme axiom vybéru.)

Vyrobili jsme nekoneénou posloupnost My C My C My € -- -, coz je spor. O

Véta 1.11 (Hilbertova véta o bazi). Okruh R je noetherovsky, pravé kdyz je R|x] noetherovsky.
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Dikaz. ,<* cviceni.

,=“ At R je noetherovsky a R[z| neni. Podle tvrzen{ pak existuje R[z]-podmodul v R[z], ktery
neni kone¢né generovany, neboli existuje idedl I < R[z], ktery neni kone¢né generovany.

Bud fy € I nenulovy polynom nejmensiho stupné a f;.; né&jaky polynom nejmensiho stupné v
I\ (fo, f1,- -, fi). Ziejmeé deg fo < deg fi <....

Bud’ a; vedouci koeficient polynomu f; a J; = idedl v R generovany prvky ag, ..., a;. Jo C J; C Jo. ..
je Tetézec v noetherovském okruhu R = Jk: J, = Jyp1 = Jpio = ...

Specialné Jrg, ..., 1y € R ag 1 = roag + - -+ + rrag.

néco

Bud’ d = deg fry1, polynomy fo, f1,... fr muZeme vyndsobit vhodnymi z"°°, aby vznikly polynomy

fos -+« fx, vSechny stupné d. Uvazme g := fro1 —7rofo— ... — i fr. Pak mame deg g < d, ale koeficient
u z? je apyr — roag — - - — rpap = 0 = degg < d = deg fi,1.
Ale g e I\ (fo,---,[fx), coz je spor s volbou fi1 nejmensiho stupné. O

Dusledek 1.12. Je-li R noetherovsky, pak je také R[zy, ..., xy| noetherovsky.

1.6 Ireducibilni polynomy

V celé sekci: R je gaussovsky obor a T' jeho podilové téleso.

Pro a € R bud a || pi* - -- pf» jeho rozklad na prvocinitele, p; ¥ p;, proi # j, k; > 1,n > 0.
Pak (a) = (p1)* - - (pn)*, protoze (b) - (¢) = (bc) (cvicen).

Cviceni: p prvocinitel < (p) prvoidedl.

Definice. Bud p prvocinitel. Pak p-valuace prvku a € R je
o v,(a) = 4 i Pokud i p I pile () = (p)
0 jinak.
e 1,(0) = 0.
Pro t = ¢ € T definujeme v, (t) := v,(a) — v,(b).

ca

Ziejmé mame v, (uv) = v,(u) + v,(v), a tedy v,(t) je dobie definované, protoze v,(5) = vp(ca) —
vp(ch) = vp(a) — vp(b) = vp(3).

d
Definice. Bud f(z) = Y a;2" € T[z] a p € R prvocinitel.
i=0
p-obsah polynomu f je ¢,(f) = min{v,(a;),0 < i < d}.
Pro polynom f € R[z] fekneme, ze je primitivni, pokud NSD(ao, ...,aq) = 1, ¢ili ¢,(f) = 0 pro
vSechny ireducibilni prvky p € R.

Lemma 1.13.

a) At we T* =T\ {0}, p je prvocinitel v R a f € T[x] \ {0}. Pak cp(u- f) = c,(f) + vp(u).

b) Bud a € T. Pak a € R, prdvé kdyz v,(a) > 0 pro vsechny ireducibilni prvky p € R.

¢) At f € Tlz]. Pak f € R[z], prdvé kdyz c,(f) > 0 pro vsechny ireducibilni proky p € R.

Dikaz. a) Plati v,(ua;) = vy(u) + vp(a;).

b), ¢) cviceni. O
Pozorovdni. ¢: R — S homomorfismus okruhu. Pak 3lp,: R[x] — S[z|, ktery rozsituje ¢ a ¢, (x) =
.

Specidlné: pro gaussovsky obor R a prvocinitel p mame

m R B (p)
m: Rla) = (R/(p)) lx]



12 KAPITOLA 1. ZAKLADY

Véta 1.14 (Gaussovo lemma). Bud R gaussovsky obor. Jsou-li primitivni polynomy f, g € R[z], pak
je primitivni i f - g.

Diikaz. Pouzijeme: h primitivni < ¢,(h) = 0, Vp.
Bud p prvocinitel. Vime, ze ¢,(f) = ¢,(g) = 0 a chceme ¢,(fg) = 0.

R/(p) obor X" <R/(p)) [z] obor.
Ziejme plati c,(h) = 0 < m,(h) # 0.
obor

Tedy ¢,(f) = ¢p(g) = 0 = mo(f) # 0,m(9) # 0. Tedy m(f9) "= 7 (f) - 7alg) # 0. O
Dusledek 1.15. Pro f,g € T[z]\ {0} a libovolného prvocinitele p € R plati c,(fg) = cp(f) + cp(9).

Diikaz. Bud u := [[p~*Y) a v := [[p~%9, kde ndsobime po dvou neasociované prvocinitele p, a
Jii=uf, g1 :=vg.

Pro kazdé p mame c,(f1) = 0 = ¢,(¢1) = f1, 01 primitivni. Podle véty tedy fig1 je primitivni
= ¢,(figr) = 0. Ale f191 = uvfyg, takze

0= Cp(flgl) = Up(uv) + Cp(fQ) = Up(u) + Up(v) + Cp(fg) = _Cp(f) - Cp(Q) + Cp(fg)- u

Tvrzeni 1.16. Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso.
Al f,g € Rlz],deg f > 1 a f primitivni.

a) flgvTlz]= f|g v R[]

b) f ireducibilnd v Rlx] < f ireducibilni v T'[x].

Diikaz. a) At g = qf,q € T[z]. f je primitivni, takze ¢,(g) = ¢,(¢q) pro vSechny p. Ale g € R[x], tedy
¢p(g) > 0. Tudiz ¢,(q) > 0 a g € R[z|. Tedy jsme dokézali, ze f | g v R[x].

b)

<= Lehké cviceni

,=“ At f nen{ ireducibilni v T[z], ¢ili f = f1fs, kde fi, fo € T|x] nekonstantni.

Podobné jako v dukazu dusledku pro uy = [[p~*U) uy = [[p~*V2) mame: g, := ui f1 a go :=
us f2 jsou primitivni polynomy v R[z]. Navic f primitivni = 0 = ¢,(f) = ¢,(fif2) = ¢(f1) + c(fa).
Tedy uy - up = [[p~@U¥el2) = TTp0 = 1. Tedy f = fifs = (uauz)'g192 = 9192 = [ neni
ireducibilni v R[z]. O

Tvrzeni 1.17. Bud R gaussovskij obor a T jeho podilové téleso. Ireducibilni proky v R|x] jsou prdvé
e provocinitele p € R a
e primitivni nekonstantni polynomy f € R[x], které jsou ireducibilni jako proky T'[z].

Pro kazdy ireducibilni polynom g € Tx| existuje u € T takové, Ze ug je ireducibilni prvek okruhu

R[x].
Diikaz. Chceme popsat ireducibilni prvky R[x]; rozlisme konstantni a nekonstantni polynomy v R|x].

a) f € R (je konstantni polynom)
Pokud g € R[z| spliuje g | f, pak g € R musi byt taky konstantni. Tedy f € R ireducibilni v okruhu
R[x] < f je ireducibilni v R < f je prvocinitel v R.

b) f € R[x], deg f > 1.

Podle tvrzeni|l.16b) primitivni polynomy f € R|x], které jsou ireducibilni v T'[z], jsou ireducibilni v
R[z].

Naopak bud (nekonstantni) f € R[z] ireducibilni v R[z]. Pak f = ufy, kde fi € R[z] primitivni a
Ale f ireducibilni = u || 1 = ¢,(f) = 0,Vp = f primitivni. Tedy tvrzeni[1.16p) = f ireducibilni v
T|x].
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2. ¢ast tvrzeni: Bud g € T[] ireducibilni a definujme v = [[p~*¥ = vg je primitivni prvek R[z] a
vg || g v T[x] = vg je ireducibilni v T'[z]. Tvrzeni[L.16b) = vg je ireducibilni v R|z]. O

Véta 1.18. Je-li R gaussovsky obor, pak je i R[x] gaussovsky.

Dikaz. Pouzijeme: R gaussovsky < 1. neexistuji nekonecéné tetézce vlastnich délitelu a 2. kazdy
ireducibilni prvek je prvocinitel. (cviceni)

LAC ... fil ficx || fol| fi,fi € Rlz]. Pak deg f1 > deg fo > -+ > 0, a tedy Jk : deg f =
deg fri1="-....
Bud a; vedouci koeficient f; = -+ | a; | ai_1--- | az | ay. Toto je posloupnost délitela v gaussovském

R=3l:a|as1]-..
Pro i, j > max{k,(} tedy deg fi = deg f; a a; || a; = fi || f;-

2. Chceme dokazat, ze pokud f | gh (v R[z]), pak f | g nebo f | h (v R[x]). Mé&jme ireducibilni prvek
f v R[z] a pouzijme tvrzen{ [1.17 podle néjz mdme dvé moznosti:

a) f=pe R. Pak 1 <¢,(gh) = ¢,(g9) +¢,(h), a tedy c,(g) > 1 nebo ¢,(h) > 1. To implikuje, ze p | ¢
nebo p | h.

b) deg f > 1 a f je primitivni, ireducibilni v T'[z]. T[z] je euklidovské, tedy gaussovské, a tedy f je
prvocinitel v T'[z]. Zaroven f | gh v T'[z].

BUNO af f | g v T[x]. Tvrzeni Ela) pak implikuje f | g v R|x]. O

1.7 Cinska zbytkova véta

Definovali jsme uz 3 operace na idedlech I + J,1J,1 N J, pricemz plati: I(J + K) = IJ + IK a
IJ Cc InJ. (Cviceni)

Definice. Idedly I, J v okruhu R jsou komaximéalni, pokud I + J = R.

Motivace:

1. Pokud je M maximélni, tak M + (a) = R pro viechny a ¢ M. Tedy M, J jsou komaximalni
vJ & M.

2. R=7,1I =(m),J = (n). Pak (m) + (n) = (NSD(m,n)). Tedy (m), (n) jsou komaximélni, prave
kdyz m,n jsou nesoudélné. Jde tedy o variantu nesoudélnosti a oslabeni maximality (kterd odpovida
prvocislum, jez jsou nesoudélnd se vsim).

Lemma 1.19. I, J komaximalni = 1N J =1J.

Diikaz. Inkluze IJ C 1N J plati vady. Naopak In.J ™2™ (1 )1+ J) = INJ)I+(INJ)J C
JI+1J=1J. O

Definice. Idedly I;,...,I, < R jsou po dvou komaximalni, pokud I, I; jsou komaximalni pro
vSechna 1 < j <k <n.

Tvrzeni 1.20. At I,. .., I, jsou po dvou komazimdlni idedly v okruhu R an > 2. Pak I;N---N1I, =
I--- 1, a dvojice Iy N ---N I,,_1, I, je komazimdlnd.

Diukaz. Iy --- 1,1 a I, jsou komaximalni:

Uvazujme
=011, 1+ dalsi ¢leny, jez vSechny obsahuji I,
chily---I,1+1,CR.
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tedy Iy --- 1,1+ I, = R. Protoze I, --- I, . CIiNn---NI,q,jetaké [ N---NI, 1+ I, =R.

Ln---NnI,=1 -1, dokdzeme indukci. Pro n = 2 jde o lemma [1.19,
At n > 2. Indukéni predpoklad: [y N --- NI,y =11 - I,_1.
Z 1. ¢asti dukazu: Iy - - - I,,_1, I, jsou komaximalni. Pak

indukéni Efedp oklad (

(L Io) L= - 1, N, LN---NL_)NI,. O
Tvrzeni 1.21. Af I, ..., I, jsou idedly v okruhu R. Uvazujme homomorfismus
©: R—)R/jl X e XR/[n
re (r+Iy,...,r+1,).

Pak
a) Kerop=LnN---N1I,
b) ¢ je surjektivni < I,..., I, jsou po dvou komazimdalni.

Dikaz. a) je jasné.
b) ,=“ Af v je na ai# j. Mdme

R R/ < x BYp = Ry x Ry — (BIL) /(14 1, 1) % (R/Ij)/<fi+lj/_]j>

L3
SR/ x Bl 41

Tedy toto slozeni je surjektivni, ovSem jde o zobrazeni r — (r + I; + I;,r + I; + I;), ¢li v obou
slozkach obrazu mame stejnou hodnotu. Takovéto zobrazeni je surjektivni jen, pokud £/ I + I ma
jen 1 prvek.

Tedy I, + I; = R a I;, I; jsou komaximalni.

,<=" Predpokladejme, ze I, ..., I, jsou po dvou komaximalni. Indukeci:

n = 2: Potfebujeme, ze kazdé (r; + 1,72 + I3) lezi v Im ¢, ¢ili Ze existuje r € R takové, ze r = r;
(mod I;) pro i =1,2.

Z komaximality vyplyva, ze da, € I, as € I, takovd, ze 1 = ay + ag. Zvolme nyni r := rias + ra;.
Pak r —ry = (ryag + reay) — r1(ay + az) = ay(re — r1) € I;. Stejné dostaneme r — ry € Is.

At n > 3. Uvazujme I = I, ---1, 4 Lin---N1I,_1. 7Z tvrzeni také vyplyva, ze I, I, jsou
komaximalni.
Indukéni predpoklad pro 2 idealy: mame surjekci

Y1t R— B/ < B,
r—(r+I,r+1,).
Pro n — 1 mame déle
¢2;R_»R/[1 Y XR/[n—l’
re—(r+L,...,r+1,1).
SKGI'@Z)Qzllﬂ"'ﬂIn_lzl.
[L. véta o izomorfismu| pro 1, pak dava
¢; R/I: R/[l % R/[nfl’
r+1—(r+L,....,r+1,-1).

Koneéné slozenim mame

. Y1 Pxid
=W xid)o1: R R/pxR/f - (B/f, x--x B/ ) xR/ .
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Diusledek 1.22 (Cinska zbytkové véta). Af I, ..., I, jsou po dvou komazimdini idedly v R takové
ze LhN---N1I,={0}. Pak¥ry,...,r, € R3r € R takové, Ze r = r; (mod I;) pro vSechna i.

Pozndmka. Méjme ny, ..., n, € Z po 2 nesoudélnd a bud R = Z/(n1 Cemg)- Pak

Z/(nl"'nk)gz/nl Xoee XZ/nk;

coz dava obvyklou ¢inskou zbytkovou vétu pro cela cisla.

1.8 Zornovo lemma

At je A mnozZina ¢dstecné usporddané relaci <, ¢ili je
o reflexivni: z < z,
e (slabé) antisymetrickd: z <yay <z =z =1y,
o tranzitivni: x <yAy<z=x<z2

pro vSechna z,y, z € A.

Retézec B v A je podmnozina, kterd je linedrné usporadand, ¢ili spliiuje Vz,y € B : < y nebo
y <z

Horni mez podmnoziny C C A je prvek a € A takovy, ze a > ¢ pro v8echna ¢ € C.

Prvek a € A je maximalni, pokud a < b implikuje a = b pro v8echna b € A.

Axiom 1.23 (Zornovo lemma). Bud A neprdzdnd mnoZina édstecné usporddand relaci < takovd,
ze pro kazdy retézec B v A existuje horni mez. Pak Va € A3b € A takové, Ze b je mazimdlni v A a
a <b.

Toto lemma je ekvivalentni axiomu vybéru, ktery je jednim z klicovych axiomu teorie mnozin, byt his-
toricky byl pomérné problematicky (fada matematiku nepovazovala jeho platnost za samoziejmou).
My se ale zajimame o okruhy a ne o teorii mnozin, takze budeme s Zornovym lemmatem bézné
pracovat (jak je ostatné dnes bézné).

Priklad. Kazdy vektorovy prostor V' mé bézi.
A := {linedrné nezavislé podmnoziny ve V}, < je usporadani inkluzi, ¢ili pro X,Y € A definujeme
X <Y,pokud X CY.

Ted musime ovéfit predpoklad Zornova lemmatu.

Bud B C A fetézec. Chceme jeho horni mez:

Volme b C V' jako b = | fetézce B, ¢ili b= {v € V | da € B,v € a}. Potiebujeme:

1. b € A. (Neboli b je linedrné nezavislé.)

2.Vae B:a<hb.

Oboji neni tézké oveérit.

Tedy podle Zornova lemmatu existuje maximalni prvek a € A, ¢ili linedrné nezavisla mnozina, ke
které uz nejde nic pridat tak, aby vysledek byl stale linedrné nezavisly.

Pro spor at a nenf bdze, tedy Jv € V' \ Span(a). Pak ale a U {v} by byla vétsi linedrné nezavisla
mnozina, coz by ale byl spor s maximalitou a. O

Ted si ukdZeme nékolik uziteénych aplikaci Zornova lemmatu v teorii okruhi.

Lemma 1.24. Bud A neprdzdnd podmnozina okruhu R a I < R. Pokud I N A = 0, pak existuge
idedl J < R takovy, Ze

o JDI,
e JNA=1,
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o J'NA#D pro kazdy idedl J' < R takovy, zZe J 2D J.

Diikaz. Volme mnozinu A ={J < R|J D I,JN A =0} usporddanou inkluzi C.
A # (), protoze I € A.

Déle pro nepréazdny fetézec B C A je jeho horni mezi |J J € A (a préazdny tetézec mé horni mez I).
JeB
Predpoklady jsou splnény, tedy podle Zornova lemmatu [1.23| mnozina 4 ma maximalni prvek J. O

tom snadno ovérime, ze ma vSechny pozadované vlastnosti. O
Dusledek 1.25. Bud I < R vlastni idedl. Pak existuje mazimdind idedl M v R, ktery obsahuge I.
Diikaz. V lemmatu zvolme A = {1}. O

Pozor! Tento dusledek nemusi platit, pokud R je okruh bez 1! Dokonce existuji okruhy (bez 1), které
neobsahuji zadné maximalni idedly.
Cviceni: Rozmysli si, jaky idedl J dostaneme z dikazu lemmatu pokud zvolime A = ().

Definice. Multiplikativni mnoZina S v okruhu R je neprazdna podmnozina R takova, ze
e 0¢Sa

e S je uzaviena na nasobeni, ¢ili a,b € S =a-beS.

Tvrzeni 1.26. Bud S C R multiplikativni mnoZina a I < R idedl takovy, Ze I NS = 0. Potom
eristuje prvoidedl P D I takovy, Ze PN S = ().

Dikaz. V lemmatu[1.24] zvolme A = S. Je pak potieba ovérit, ze idedl .J, ktery existuje podle tohoto
lemmatu, je prvoideal: cviceni. O

Dusledek 1.27. Pro kazdou multiplikativnd mnoZinu S existuje prvoidedl P takovy, Ze P NS = ().

Diikaz. Zvolme I = {0} v tvrzeni[1.26] O



2. (zaloisova teorie

2.1 Opakovani

Pripomenme si nékteré zédkladni pojmy z teorie (komutativnich) téles. Nize jsou T, U,V vzdy télesa
takova, ze U D T.

U D T implikuje, ze U je vektorovy prostor nad T'. Stupen rozsiteni téles d = [U : T|= dimenze U jako
vektorového prostoru nad T'. Tedy pro d < oo existuje baze a1, as,...,aq € U, CiliVa e U I, € T
takovd, ze a = > t;qy.

Pokud VO U DT, pak [V :T|=[V:U]-[U:T].

a € U je algebraické nad T', pokud je kofenem néjakého 0 # f(z) € T[z]. Ma-li f minimaln{ stupen,
jde o minimalni polynom pro «.

Pro a € U definujeme T'|a] jako nejmensi podokruh U, ktery obsahuje T" a «, a T'(«) jako nejmensi
podtéleso U, které obsahuje T" a a.

Je-li v algebraické (nad T'), pak T'[a] = T'(«). Plati d = [T'(«) : T| = deg minimélniho polynomu pro
d-1

a. Jako bazi T'(a) muzeme volit 1, v, ..., a% "

Pokud « neni algebraické (nad T), pak T[a] ~ T[z] a T(«) ~ T(z) (coz je okruh polynomu, resp.

téleso raciondlnich funkef).

Tedy « je algebraické nad T < [T'(«) : T) < 0.

Rozsiteni U D T je algebraické, pokud kazdy prvek o € U je algebraicky nad T

Je-li prvek « algebraicky, pak je T'(«) D T algebraické rozsiteni.

U D T rozsiteni konecného stupné = U D T algebraické rozsiteni.

T m4 charakteristiku p (coz je nutné prvoécislo), pokud 1+ --- + 1 = 0 a p je nejmensi pfirozené ¢islo
p-krat

s touto vlastnosti. Pokud takové p neexistuje, je charakteristika 0.

2.2 Uvod

At U DT,V DT jsou télesa. Homomorfismus p: U — V je T-homomorfismus, pokud o(t) =t pro
vSechna t € T'.

Lemma 2.1. AU DT,V D T jsou télesa. Kazdy T-homomorfismus @: U — V je prosty.

Diikaz. Uvazujme jadro Ker ¢. To je idedl v U, ovéem téleso obsahuje jen ideédly {0} a U.
Bud 0 # t € T néjaky prvek télesa T' (tady vyuzivame toho, Ze jednoprvkovou mnozinu nepovazujeme
za téleso). Pak ¢(t) = t, nebot jde o T-homomorfismus, a tedy ¢ ¢ Ker ¢, ¢ili Ker ¢ # U.
Pak Ker p = {0} a ¢ je prosty, jak jsme chtéli. ]

Gal (U/T) ={¢: U — U | ¢ je T-automorfismus} je Galoisova grupa rozsiteni U D T.
Jde o grupu, protoze automorfismy muzeme skladat a invertovat; identita id je 1 v grupé.

Napiiklad Gal (@(i) /Q> = {id, ¢}, kde Q(i) = {a + bi | a,b € Q}, p(a + bi) = a — bi.

17
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Priklad. Bud D € Z takové, ze D neni étverec. Uvazujme rozsiteni Q(v/D) D Q. Miniméln{ polynom
pro v'D je z*> — D.
Bud ¢ € Gal (UVD)/q). Pak

a tedy (v D) = +v/D.
Naopak hodnota ¢(v/D) jednoznaéné uréuje o € Gal: pro a + bv/D € Q(v/D) mame ) (a + bv/D) =
a+ by (VD).

Tedy Gal (@(\/5) /@> — {id, ¢}, kde p(v/D) = —v/D.

Obzvlast je-li U D T rozsifeni konecéného stupné, dava Gal (U /T) hodné informace o struktufie
tohoto rozsiteni (a prvku « takového, ze U = T'(«)). V Algebte jste napiiklad videéli vyuziti na
konstrukce pravitkem a kruzitkem a na nefesitelnost rovnice 5. stupné.

2.3 Celistvé prvky

Definice. At je R podokruh S. Prvek v € S je celistvj nad R, pokud je kofenem né&jakého monického
polynomu v R[z], ¢ili 3f € R[z], f(x) = 2" + ap_ 12" '+ +ap a f(v) =0.

Poznamka. Pokud R, S jsou télesa, pak v € S je algebraicky nad R < v € S je celistvy nad R.
Pozndmka. At S =Q, R ="7. Pak v € Q je celistvy nad Z < v € Z.

Tvrzeni 2.2. At je R podokruh oboru S a v € S. Ndsledugjici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1) v je celistvy nad R.

2) R[v] je konecné generovany R-modul.
3) Existuje okruh R, Rlv] C R C S, takovy, Ze R' je konecné generovany R-modul.

Diikaz.
2) = 3): Volime R’ = R|[v].

1) = 2): Vime, ze v" + a,_1v" ' + -+ + ag = 0 pro n&jakd a; € R.
Dokézeme, ze Rv] =R-1+ R-v+---+ R-v" ! = Q.

,D“ Ok
,C* R[v] = {>_rjuv7}. Stacl tedy dokdzat, ze v/ € Q pro kazdé j.
Pro j = 0 mame v° = 1. Z definice pro 0 < j < n — 1 vidime, ze v/ uz je v Q. Co v"?

V= —a,_ 0" — oo — gy € Q.
cR-wyn—1 €R-1

Pokrac¢ujme indukei pro j > n + 1. Posledn{ rovnost pfendsobime /=" a mame

v = —a, 10"~ —ag? " € Q.
€9 €0

3)= 1) AL R =

Rwj;. Tedy pro kazdé i mame

n

j=1

n
V-w; = E aijwj
=1

pro néjaka a;; € R.
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Podivejme se na tyto rovnice pro ¢ = 1,...,n jako na soustavu homogennich linedrnich rovnic s
proménnymi wy, . .., w, a s koeficienty z podilového télesa oboru S.

Ne vSechna w; jsou nulové (protoze 1 € R') = soustava mé netrividlni feSeni = determinant = 0.
Matice soustavy je

vV —an —a12 e —A1p
—a21 V—ag ... —Qa2pn
. )
—an1 —Qp2 ... U — Qpp

takze jeji determinant je polynom v proménné v s koeficienty v R a vedoucim ¢lenem 1-v™ — presnéji,
determinant se rovna hodnoté f(v) pro néjaky monicky polynom f € R[z]|. Toto f je tedy hledany
monicky polynom pro v. O

Pozndmka. Tvrzeni 2.2 plati, i pokud S nenf obor (s viceméné stejnym dikazem).

Dusledek 2.3. MnozZina prvki oboru S, jez jsou celistvé nad R C S, tvori podokruh v S (obsahujict
R).

Diikaz. At a,b € S jsou celistvé nad R. Pak R[a] je kone¢né generovany R-modul.

b je také celistvy nad Rlal, a tedy Rla][b] = Rla,b] je kone¢né generovany R[a]-modul.

Cviceni = Rla,b] je kone¢né generovany R-modul.

Prov =a=%b,a-bmame R[v] C R[a,b], a tedy v je celistvé podle tvrzeni [2.2] O

2.4 Korenova a rozkladova nadtélesa

Definice. Bud S D T rozsiteni téles, f(x) € T[z]. S je kofenové nadtéleso polynomu f, pokud f
ma kofen o € S a S =T ().

S je rozkladové nadtéleso polynomu f, pokud se f v S[z] rozkldadd na linedrni ¢initele f(z) =
c-(x—aq) - (r—ay), kdec,a; € SaS=T(ay,...,a).

Tvrzeni 2.4. Bud T téleso a f € T|x] polynom stupné > 1. Pak

(a) existuje kotenové nadtéleso pro f nad T a

(b) existuje rozkladové nadtéleso pro f nad T.
Diikaz. a) At g | f je ireducibiln{ a uvazujme ideél (g) = gT[z] < T[z].
g je ireducibilni = (g) je maximalni Ldg.— T[] / (g) Je téleso. Dokazeme, ze jde o hledané korenové
nadtéleso.
Méme projekci

w: Tlx] - S
h— h+(g)

Déle uvazujme zizeni homomorfismu 7 na 7' C Tlz|, ¢ili# | T : T — S. Toto zizZeni je prosté,
protoze kdyby 0+ (g) = (7 [ T)(t) = 7(t) =t +(g), tak t € (g), coz jde jen pro t = 0, protoze stupen
vSech nenulovych polynomu v (g) > degg > 1.

Muzeme tedy T ztotoznit s jeho obrazem Im(m | T)) C S a predpokladat, ze T" C S. Navic si
uvédomme, ze pak 7 fixuje prvky 7', ¢ili je to T-homomorfismus. Protoze 7: T'[z] — S je surjektivni
T-homomorfismus, méame S = T'[m(x)].

Uvazujme nyni okruh polynomu S[X] v proménné X nad S. Mame ¢(X) € T[X] C S[X]. Mdme
m(x) € S, a tedy muzeme tuto hodnotu dosadit do g(X):

g(m(z)) = Z an(r) =7 (Z aixi) =m(g) = 0.

) 7
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Tedy polynom g | f mé koten w(x) € S. Uz jsme vidéli, ze S = T[n(z)].

b) Indukei podle stupné deg f.

Pro deg f =1 je rozkladové nadtéleso S = T

Pro deg f > 1 bud T'(«) kofenové nadtéleso f nad T. Pak f(z) = g(x) - (x — a). Polynom g(z) nad
T(«) ma stupen deg f — 1, proto pro néj existuje rozkladové nadtéleso nad T'(«)

S=T(a)(a1,...,an)=T(a,a1,...,0m).
To je hledanym rozkladovym nadtélesem pro f nad 7. ]
Ted si dokdZeme jednoznacnost kofenovych a rozkladovych nadtéles az na T-izomorfismus.

Lemma 2.5. Bud T téleso, f € T|[z] ireducibilni (nekonstantni) polynom. Jsou-li Sy, Ss korenovd
nadtélesa pro f nad T, pak existuje T-izomorfismus ¢: S1 — Ss.

Priklad. Toto lemma obecné neplati, pokud je f reducibilni. Volme napiiklad f(z) = xz(z* + 1) a
T = Q. Polynom f m& koteny 0, £:.
Tedy S; = Q a Sy = Q(7) jsou jeho kofenova nadtélesa, ale Q % Q(7).

Diikaz. At S; =T(a), Sy =T(B).
Vime, ze T(a) = T[a) = {g() | g € T'[z]} a podobné pro T'(3).
Uvazujme

p: T(e) = T()
g(a) = g(P)

Je to dobte definované? Vsimneme si, ze f je minimélni polynom pro « i f, tedy g(a) = h(a) <
(g—h)()=0_ <  flg—h < (9= h)(B) =0 g(B) = h(B).

f min. pol. pro « f min. pol. pro
Tedy ¢ je dobie definované i prosté. Na je jasné z definice.
Ziejmeé jde o T-homomorfismus, tedy mame 7T-izomorfismus. m

Tvrzeni 2.6. Méjme rozsirent téles Ty, To DT a T-izomorfismus ¢: 11 — T5.
Pro f(z) =Y a;x" € Ti[z] definujeme ¢(f)(z) := . ¢(a;)x" € Tp[z].

At deg f > 1 a Sy = rozkladové nadtéleso f nad Ty, Sy = rozkladové nadtéleso ¢(f) nad Ts.
Pak ezistuje T-izomorfismus ¢ : S1 — Sy takovy, Ze Y | Th = .

T
Volbou T'=T; =Ty a ¢ = id v tvrzeni dostaneme:

Véta 2.7. Bud T téleso a f € T[z] nekonstantni polynom. Rozkladové nadtéleso f nad T je jedno-
znacné urcené az na T-izomorfismus.

Diikaz tvrzeni[2.4. Indukei podle deg f:
degf = 1: Mame Sl = T17SQ = TQ,¢ = .
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deg f > 1: Bud ¢ | f ireducibiln{ polynom v T[z] a « € S; kofen g. Pak (g) | ¢(f) a bud 8 € S,
kofen ¢(g). Podobné jako v lemmatu mdame T-isomorfismus

o: Ti(a) — Tr(P)
h(a) = o(h)(B)

(pouzije se: g je minimalni polynom pro a nad 7} a ¢(g) je minimélni polynom pro .)

Navic o [ T} = .

Bud h € Ti(a)[x] takovy, ze f(x) = (z — a)h(z), pak o(f)(x) = (z — B)o(h)(z), protoze z definice
méame [ = o(«).

Vidime, ze Sy, S jsou rozkladova nadtélesa pro h, o(h) nad Ti(a), To(5).

degh < deg f = podle IP médme T-izomorfismus ¢: S; — Sy takovy, ze ¢ | Ti(a) = o, a tedy
YITi=0]Ti=e.

2.5 Algebraicky uzavér

Definice. Téleso T je algebraicky uzaviené, pokud v 7" méa kazdy nekonstantni polynom z T[]
koren.
Ekvivalentné: Kazdy polynom z T'[x] se rozklada na linedrni ¢initele.

Priklad. C je algebraicky uzaviené.
Zadné konecné téleso nend algebraicky uzaviené (cvicent).

Definice. Bud T téleso. Jeho algebraicky uzdvér je algebraicky uzaviené téleso S O T, které je
algebraickym rozsitenim 7.
Algebraicky uzéaver télesa T ¢asto znacéime T

Priklad. m, e € C transcendentni nad Q = C neni algebraicky uzavér Q.
C = R(i) je algebraicky uzaver R.

Postupné dokézeme, ze algebraicky uzavér kazdého télesa existuje a je jednoznaény (az na T-
izomorfismus).

Nasledujici tvrzenf v dalsim textu nepotrebujeme, ale umozni nam napriklad popsat, jak vypada
Q. Z Algebry totiz vime, ze C je algebraicky uzaviené, a tedy tvrzeni implikuje, ze Q = {a € C |
« je algebraické nad Q}.

Tvrzeni 2.8. Méjme télesa S D T a bud U = {a € S | a je algebraické nad T}, co? je téleso
T cUcCS. Je-li S algebraicky uzavrené, pak je U algebraicky uzavér T'.
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Dikaz. 7 Algebry vime, ze U je téleso. Ziejmé U D T je algebraické rozsiteni. Je U algebraicky
uzaviené?

Bud f € Ulz]. S algebraicky uzaviené = f md koten 3 € S. Chceme 8 € U.

At f(z) => aux’,o; € U. Tedy f € T(ap,...,a,)|z], takze B je algebraické nad T'(ap, ..., o), ¢ili
[T(ag, ..., am,B): T, ...,an)] < oco.

Kazdé «; je algebraické nad T' = [T'(«y,...,a,) : T] < co. Tedy [T(ag,...,0n,B) : T] < 0o =
algebraické nad T'= § € U. m

Priklad. Algebraicky uzévér Q existuje a je spocetny (ale C je nespocetné).

Lemma 2.9. Ke kazdému télesu T existuje algebraické rozsireni S O T takové, Ze kazZdy nekonstantni
polynom z T[x] md koren v S.

Dikaz. Dokazuje se podobné jako existence korenového nadtélesa v tvrzeni [2.4] ale pottebujeme
pridat kofeny vSech polynomu zaroven.

Pro kazdy nekonstantn{ ireducibiln{ polynom f € T'[z] zvolme proménnou z; a bud X = {z; | f €
T'[z] nekonstantni ireducibilni}. Uvazujme T[X] := polynomy v proménnych X (kazdy polynom v
sobé ale obsahuje jen konetné mnoho z nich).

Chceme faktorokruh, kde z; — koten polynomu f:
Bud I = (f(xy) | f € T|z] nekonstantn{ ireducibiln{) < T[X] idedl generovany vsemi f(zy).

Cviceni: 1 ¢ 1.

Diikaz. At pro spor 1 € I. To znamend, ze 1 = > f(xf)g; pro néjaké polynomy gy € T[X]. Na
pravé strané mame konecnou sumu, takze se v ni vyskytuje jen kone¢né mnoho proménnych x,.
Uvazujme H := soucin vsech polynomu h takovych, Ze proménna x; se v rovnosti vyskytuje, a bud
U rozkladové nadtéleso polynomu H.

V télese U ma tedy kazdy takovyto polynom h koten ay,. Dosazenim x;, — «y v rovnosti dostaneme

1=> flap)gs(...)=>.0-g¢(...) =0, coz je spor. O

Podle Zornova lemmatu existuje maximdln{ idedl M < T[X] takovy, ze I C M (dusledek [1.25)).
Pak je faktorokruh S := T[X] /M téleso a mame T — S (jako v tvrzeni . Kazdy nekonstantni
ireducibilni polynom f € T'[x] ma v S kofen, a to xy + M. Tedy maji kofeny i reducibilni polynomy.
Navic S vznikne priddnim vSech téchto algebraickych prvku z; + M k T (protoze méame surjektivni
T-homomorfismus T'[X]| — 5), a proto jde o algebraické rozsiteni. O

Véta 2.10. Pro kazdé téleso T existuje jeho algebraicky uzdavér. Kazdé dva algebraické uzdvéery télesa
T jsou T-izomorfni.

Diikaz.

Existence: Bud T'= Sy C S; C --- fetézec téles, kde S;,; vznikne z S; pouzitim lemmatu Bud
S = JS;. Ziejme: S je téleso, jez je algebraickym rozsitenim T, protoze kazdy prvek o € S lezi v
néjakém S;, coz je algebraické rozsiteni 7.

S je algebraicky uzaviené, protoze pro kazdé f € S[z] existuje ¢ takové, ze f € S;[z], a tedy f ma
koten v S;11 C S.

S je tedy algebraicky uzaver T

Jednoznacnost: At Sy, S, jsou algebraické uzdvéry télesa T

Pozorovani: Pokud S; C S5, pak S7 = 95.

Diikaz pozorovdni. At o € Sy = « je kofen né&jakého f € T'x].
Sy algebraicky uzaviené = f(z) = c[[(z — «;), kde aj,c € S; = Ji:a = «a; € 5.
Tedy Sl = SQ. ]



2.6. GALOISOVA GRUPA 23

Obecné uvazujme mnozinu
M :={p:Uf — US T-izomorfismus | T C Uy C S1,T C Uy = ¢o(U7) C Sa}

(znaceni Uy, Uy pouzivdme na zduraznéni, ze tato télesa prislusi k ¢: formdlné spravné bychom méli
M definovat jako mnozinu usporadanych trojic (¢, U7, UY)).
Mnozinu M usporadame tak, ze definujeme

@ <, pokud UY > UF, U > US a | Uf = o

Ovéifme nyni predpoklady Zornova lemmatu [1.23}

M # (), protoze obsahuje id : T — T.

,Horni mez fetézce“ B je zase prvek M: cviceni, vol U; = U@EB U? a definuj nové ¢ : Uy — Uy po
prvku.

Podle Zornova lemmatu tedy existuje maximalni prvek ¢: U; — Us v M.

Chci: ¢ je T-izomorfismus S; — Ss.

At U # S; = U; € S; = U neni algebraicky uzaviené (podle pozorovéni vyse) = If(x) =
S"a;xt € Up[x], ktery nem4 kofen v U;. Bud V; C S rozkladové nadtéleso pro f nad Uy a Va C Sy
rozkladové nadtéleso pro ¢(f) = >_ ¢(a;)z" nad Us.

Podle tvrzeni existuje T-izomorfismus ¢ : Vi — V5 takovy, ze ¢ | Uy = ¢, coz je ale spor s
maximalitou ¢, a tedy Uy = 5.

w: Uy — Uy je T-izomorfismus a U; = S algebraicky uzavér. Tedy Uy C S5 jsou dva algebraické
uzaveéry. Pozorovani = Uy = S,. ]

Podobné se dokaze

Disledek 2.11.

a) Méjme télesa T CU C K,T CV C K, kde K =T je algebraickyj uzdvér T. Potom pro kazdy T-
homomorfismus ¢: U — V existuje T'-automorfismus ¢ : K — K, ktery rozsiruje @, cili ¢ [ U = .
b) AT CcU CW C K, kde K =T je algebraicky uzdvér T. Pro kazdsj T-homomorfismus p: U — K
existuje T'-homomorfismus o: W — K takovy, Ze o [ U = ¢

Dikaz. Dukaz jenom naznacime.

a) = b) je snadné, staci totiz vzit V=K aoc=1¢ [ W.

a) staci dokézat pro T-izomorfismus ¢, nebot

Cviceni. Bud ¢: U — V T-homomorfismus. Pak je ¢ prosté, a tedy ddva T-izomorfismus U — Im(yp).

K dikazu je ted potfeba rozsitit ¢ : U — V na maximéln{ T-izomorfismus pouzitim Zornova lemmatu
podobné jako v predchozim dukaze. n

Casto se taky hodi tento vysledek:

Cviceni. Bud T C U algebraické rozéifeni a U C K. Pak K je algebraicky uzavér T < K je
algebraicky uzaver U.

2.6 Galoisova grupa

Piipomenme, ze pro rozsifeni téles U D T je Galoisova grupa Gal (U /T) = {T-automorfismy ¢ :
U—U}.

Tvrzeni 2.12. Méjme télesa U,V O T a nenulovy polynom f € T|x].

a) Kazdy T-homomorfismus ¢ : U — V' zobrazi kazdy koren f v U na koren f ve V.

b) Bud M mnoZina viech koteni f v télese U. Pokud je p : U — U T-homomorfismus, pak o | M
je permutace mnozZiny M.
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Specidlné ¢ast b) plati pro kazdé ¢ € Gal (U / T)-

Diikaz. a) At f(z) =Y a;x" € T[z] a u € U je jeho koren. Pak ¢(u) je taky koren f, protoze
Flo) =D aile()' =" oY a') = o(f(u)) = p(0) = 0.

b) Podle ¢ésti a) pro V. =U mame ¢ | M: M — M.
Diky lemmatu 2.1] je ¢ prosté = ¢ [ M prosté.
M konecné = ¢ | M permutace. O

Tvrzeni 2.13. Bud U rozkladové nadtéleso polynomu f € T[x] a deg f =n > 1.
a) Galoisova grupa se vnoruge do symetrické grupy S,, neboli mdme

Gal(U/T)%Sn
o=@ M

b) Je-li [ ireducibilni nad T, pak pro kazdé dva koteny «, 5 € U ezistuje ¢ € Gal (U/T) takovy, Ze
p(a) = .

Diikaz. a) Bud M = {ay,...,a;} mnozina kofenu f. Podle tvrzen{ ) je ¢ | M permutace na
k-prvkové mnoziné M pro kazdé ¢ € Gal (U / T), tedy dava prvek Sy. Tuto permutaci rozsifime na
permutaci z S, tak, ze ji dodefinujeme jako identitu pro ¢ = k + 1, ..., n. Dostavame tedy zobrazeni

Gal (U/T) — S,
e M

Snadno se ovéri, ze jde o homomorfismus (cvicent).
Z definice rozkladového nadtélesa méame U = T'(ay,...,ax), a tedy je ¢ jednoznacné urcéené svymi
hodnotami ¢(ay), ..., p(ax), neboli pravé zizenim ¢ [ M. Zobrazeni ¢ +— ¢ | M je tudiz prosté.

b) f ireducibilni = kofenova nadtélesa T'(r), T'(3) jsou T-izomorfn{ podle lemmatu 2.5 Mdme tedy
T-izomorfismus ¢: T'(a) — T(5) takovy, ze ¢(«) = (. Podle tvrzeni pak muzeme ¢ rozsitit na
T-izomorfismus ¢: U — U (volime Ty = T'(«), Ty = T(B),S1 = S2 = U).

Tedy v € Gal (U/T) a (o) = B. O

2.7 Separabilni rozsireni

Bud f € Q[z] a T = Q(a) jeho kotenové nadtéleso. Uvazujme Q-homomorfismus do algebraického
uzaveru ¢: Q(a) — Q (viz tvrzeni 2.8 pro popis Q).

¢ je jednoznacné uréené hodnotou ¢(a), coz musi byt koten f v Q podle tvrzeni ) Polynom f
mé maximalné deg f kofenti, a tedy existuje nejvyse deg f riznych Q-homomorfismu ¢: Q(a) — Q.
Pokud je f ireducibilni nad Q, pak je pocet ¢ roven deg f (protoze ireducibilni polynom nema nésobné
koieny v C D Q - viz napiiklad tvrzeni nize).

Obecné muze byt pocet ¢ < deg f i pro ireducibilni polynom f, pokud ma T" kladnou charakteristiku.
Naptiklad volme T' = F,(y) a f(z) = 2? —y € T[z]. Tento polynom je ireducibilni nad 7" podle
Eisensteinova kritéria, ale f(z) = (¢ — ¢/y)P nad jeho kofenovym nadtélesem T'(y/y) (a tedy i nad
algebraickym uzévérem). Tedy jediné ¢ : T(¢/y) — T je identita a pocet ¢ = 1.

Definice. Af jsou T C U C T télesa, kde T= algebraicky uzavér 7. Mohutnost mnoziny {¢: U —
T | T-homomorfismus} se nazyva stupen separability rozsiteni U D T a znadi se [U : T.
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Tvrzeni 2.14. Méjme algebraickd rozsireni T C U C V. Pak
V. :T)s=[V:Ul-[U:Ts.

Dukaz. Staci dokazat toto pozorovant:
Pozorovéni: Bud T algebraicky uzdvér T a definujme

® = {p: U — T | T-homomorfismus}, ¥ = {¢p: V — T | U-homomorfismus}.

Pro ¢ € ® zvolme %: T — T né&jaky T-automorfismus rozsifujici ¢ (pgdle dusledku ).
Pak {Z oy | p € ®,9 € U} je mnozina vech T-homomorfismu V' — T.
Navic 1 0 91 = 93 0 ¢y implikuje @1 = g a 1 = ¥s.

[aV)

Diikaz pozorovdni. Bud p: V. — T T-homomorfismus. Pak miizeme zvolit ¢ := p [ U € ® a 1) :=
plop e U (cviceni: pro¢ je 1 U-homomorfismus?), abychom dostali p = @ o 1.

Pokud 971 0 ¢y = 93 0 b, pak ¢1(u) = Pr(u) = P10 ¢1(u) = Pz 0 Ya(u) = pa(u) pro kazdé u € U.
Tedy p1 = 9, takze P17 = P3, a konecné 1h; = 1y (protoze 1 = P53 je bijekee). O
Lemma 2.15. Bud U D T rozsireni téles koneéného stupné.

a) Pak [U :T)s < [U : T).

b) Je-li o« € U prvek takovy, Ze stuperi minimdlniho polynomu m pro « nad T je n a polynom m md
v algebraickém uzdavéru pravé k korenu, pak

k
n
Diikaz. a) Je-liU = T(B), pak [T'(8) : T)s < [T(B) : T| (protoze ¢(B) je kofen minimalniho polynomu
pro 3). Obecné mame U = T(f, ..., ;) a muzeme pouzit indukeci pomoci tvrzeni 2.14]

b) Mame 7' C T'(a) C U, a tedy

U:T|=[U:T(a)] - [T(): T) = [U : T(c)] - .

U:T)s <—=[U:T].

Pak

U 1B T M) T = [V Tk < 0 T()]-k= g 0

Definice. Bud T téleso. Polynom [ € T[x] je separabilni polynom, pokud nemd nasobné koteny v
algebraickém uzavéru T
Je-li T C U aa € U, potom «a je separabilni prvek, pokud je a algebraicky nad T" a jeho minimélni
polynom je separabilni.
Rozsiteni U D T je separabilni rozsireni, pokud vSechny prvky a € U jsou separabilni.
Tvrzeni 2.16. Bud U D T rozsiteni téles konecného stupné. Ndsledugici tvrzend jsou ekvivalentni:
1. U=T(aq,...,a) pro a; separabilni,
2.U:T)=1[U:T]s,
3. U DT je separabilni rozsireni.
Dikaz.
3) = 1) U D T je rozsifeni koneéného stupné, a tedy U = T'(ay, ..., ax) pro néjaké prvky a; € U.
Tyto prvky jsou separabilni, protoze U D T je separabilni rozsiteni.
1) = 2) Pokud k =1 a U = T(«a), pak [U : T|s = # kofenu (v algebraickém uzdvéru) minimalniho
polynomu pro a = deg minimélniho polynomu = [U : T1.
Pro k£ > 1 indukei pomoci tvrzeni (prvek «y je separabilni i nad T'(ay, ..., ax_1), protoze jeho
minimdalni polynom nad T'(ay, ..., ax_1) déli jeho minimalni polynom nad 7).

2) = 3) Kdyby existovalo a € U, které neni separabilni nad 7', podle lemmatu [2.15p) bychom méli
U :T)s < [U:T], nebot k < n. O
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Cviceni: Prvek je separabilni < je kofenem néjakého separabilniho polynomu.
Cviceni: Méjme rozsiteni téles U D T. VSechny prvky a € U, jez jsou separabilni nad 7', tvoii
podtéleso U, tzv. separabilni uzaver T' v U.

Tvrzeni 2.17. Je-li U separabilni rozsirent télesa T a V' separabilni rozsirent télesa U, pak je V
separabilni rozsireni télesa T'.

Dikaz. Nemuzeme hned pouzit tvrzeni [2.16] protoze nemame nutné rozsiteni konecného stupné.
Proto dikaz provedeme po prvcich (podobné, jako se analogicka vlastnost dokazovala pro algebraickéa
rozsitent!).

At @ € Vam(z) = Y az" je minimaln{ polynom pro a nad U. Bud U; = T(ao,...,a,) a
Vi = Ui(a). Vidime, ze U; D T a V; D U; jsou koneéného stupné.

Podminka 1) z tvrzeni je splnéna pro U; D T, takze plati podminka 2) [Uy : T|s = [U; : T).
Stejné tak méame [V : Uyl = [V4 = Uy).

Jejich vyndsobenim dostaneme [V; : T)y = [V; : T], a tedy opét podle tvrzeni 2.16] je Vi D T
separabilni rozsiteni. Konecné tedy a € V; je separabilni prvek nad 7. O]

Ireducibilni neseparabilni polynomy jsou pomérné neobvyklé, pojdme si tedy dokdzat docela silné
nutné podminky pro jejich existenci.

Tvrzeni 2.18. Bud T téleso a f(x) = > a;x’ (nekonstantni) ireducibilni neseparabilni polynom.
Pak
a) T md charakteristiku p > 0,
b) Ji:a; # b pro vsechna b e T a
c)3g € T[x]: f(x) = g(aP), neboli a; = 0 pokud p 1 i.
K dukazu potfebujeme pouzit forméalni derivaci polynomu.
Pozorovdni. Pro polynom f(z) = Y a;z° definujeme jeho formdlni derivaci jako f'(z) = > ia;z" .
Ta se mimo jiné hodi k detekci nasobnych kotrenu:
Pokud f(z) = (x — a)* - g(z), pak
fla) =z —a)f - g(a)] = k(z — )" g(z) + (x — a)"¢'(z) = (z — )" ! (néco).
Tedy (z — a)*~! je spolecny délitel f a f'.
Diikaz turzeni[2.18. a) Protoze f je neseparabilni, ma nasobny kofen o € T. Tedy piislusné (z—a)*!
je spolecny délitel f a f’, a tedy NSD(f, f') )l 1.
Zaroven ale NSD(f, f') | f a f je ireducibilni, tedy NSD(f, f') || f-
Mame f || NSD(f, f') | f'. Ale deg f’ < deg f, a tedy f' = 0, neboli ia; = 0Vi. OvSem néktery
koeficient a; pro ¢ > 1 je nenulovy (protoze f je nekonstantni), a tedy charakteristika télesa 7" nenf
0, takze se rovna néjakému prvocislu p.
¢) Pokud p 1 i, pak ia; = 0 implikuje a; = 0, a tedy f(z) = g(2P) pro g(z) = > apa’.
b) Sporem. Pokud a; = b? pro kazdé i, pak

f(x) = ag + apa” + agyz®™ + - - :bg+b§mp+b§px2p+--- = (b + bpx + bopa® + -+ )P,
coz je spor s ireducibilitou f. O
Definice. Téleso T' je perfektni, pokud ma charakteristiku 0, nebo ma charakteristiku p a ,,Frobe-
niovo zobrazeni* x — 2P je automorfismus.

Tedy nad perfektnim télesem neexistuji ireducibilni neseparabilni polynomy. Napiiklad F, je per-
fektni, protoze x = 2P (a podobné kazdé konecné téleso je perfektni).
Kazdé algebraicky uzaviené téleso je taky perfektni.

Disledek 2.19. Kazdé algebraické rozsirent perfektniho télesa je separabilni.
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2.8 Jednoducha rozsireni

Definice. Rozsiteni U D T je jednoduché, pokud U = T'(«) pro négjaky prvek o € U, ktery je
algebraicky nad T'.

Veéta 2.20. Kazdé separabilni rozsitent téles koneéného stupné je jednoduché.
Diikaz. Bud U D T konetné separabilni rozsifeni. Rozlisime dva piipady:

1. T je konecné téleso = U je také koneéné = U* = U \ {0} je cyklickd (multiplikativni) grupa
(z Algebry zndme tvrzeni, ze kaZdd konecnd multiplikationi podgrupa télesa je cyklickd). Je-li v jeji
generdtor, pak U = T'(«).

2. T je nekonecné. Bud «a € U takové, ze [T'(c) : T] je nejvétsi mozny (maximum existuje, protoze
[T() : T] < [U : T] < 00). Cheeme dokdzat, ze T'(«) = U. Pro spor at to neplati.

Bud 8 € U\ T(a) a V= T(a,f). Staci dokézat, ze V' = T(v) pro néjaké v, protoze potom
[T(y): T] > [T(a) : T].

U D T je separabilni, takze V' O T je separabilni rozsiteni konecného stupné. Uvazujme vSechny

T-homomorfismy fi,..., fn: V — T, kde T =V je algebraicky uzavér. Jde o separabilni rozsitent,
takze n = [V : T], = [V : T].

Hledejme v ve tvaru v = a + ¢/ pro néjaké ¢t € T'. Pokud budeme védét, ze f;(a+t8) # fi(a+tp)
pro vSechna i # j, pak

n=[V:T]>[T(y):T] = [T(y): Tl > n.

f1yeeesfn jsOu riizné

Mame tedy vsude rovnosti, takze plati V' = T'(7).
Jak zvolit t? Chceme, aby

[1 15 +t8) = fila +t8)] = [ [1fi(@) — fila) +t(£;(8) — fi(B))] # 0.

i<j i<j

K tomu staci, ze mame ruzné uspofadané dvojice (f;(a), fi(8)) # (f;i(a), f;(8)) pro vSechna i # j,
nebot pak jde o nenulovy polynom a ten mé koneéné mnoho koienii, a tedy existuje t € T, které neni
jeho koienem. Ale f; : T'(c, 8) — T je jednoznaéné uréené hodnotami f;(a), fi(3), a tedy uspoiddané
dvojice téchto hodnot pro i # j vskutku jsou ruzné. m

Definice. Bud U téleso.
Aut(U) := {p: U — U automorfismus}.

Je-li G podgrupa Aut(U), definujeme
Fix(U,G) =U% .= {uec U | g(u) =uVg € G}.

Pozndmka. Fix(U, G) je téleso a Gal (U/T) je podgrupa grupy Aut(U) (pro rozsfieni téles U D T').

Nasledujici véta bude zcela zasadni pro dukaz vztahu mezi Gal a Fix v Galoisové korespondenci

(tvrzeni 2.27] [2.28)).

Véta 2.21 (klicova véta pro diukaz Galoisovy korespondence). Méjme téleso U a podgrupu G C
Aut(U) konecného rddu n. Bud' T = Fix(U, Q). Pak

a) U DT je separabilni rozsirent,

b) [U:T)=n,

¢) Gal (U)T) = G.



28 KAPITOLA 2. GALOISOVA TEORIE

Diikaz. a) Bud « € U. Chceme dokézat, ze « je kofen néjakého separabilniho polynomu z T'[z].
Uvazujme Ga := {ga | g € G} (coz je orbita prvku a v ptusobeni G na U). Poznamenejme, ze mame
g € G C Aut(U), tedy g je automorfismus na U a ga = g(a) je obraz prvku a € U v tomto
automorfismu (ve znaceni ga tedy nepiseme zavorky kolem prvku «).

Protoze id € G, mdme a € Ga. Bud

fal@) = ] (== 8.

BeGa

Vidime, ze « je koten f,, polynom f, je separabilni a deg f, < n = #G.

Chceme dokazat, ze f, € T[x].

Pripomenme, ze pro h € Aut(U) a f € Ulz] definujeme h,(f(x)) := > h(a;)x’, kde f(z) = > a;z’.
Bud h € G. Vsimnéme si h(Ga) := {3 | § € Ga} = {(hg)a | ¢ € G} = Ga, neboli h dava
permutaci mnoziny Ga.

Tedy

ho(foal@) = [[z=08)= [ (z=7) = fulx)

BeGa veGa=h(Ga)

Vidime, ze h fixuje vSechny koeficienty polynomu f,. Toto plati pro vSechna h, takze f, € T[z|, coz
jsme chteli dokazat. Navic stupen a jako algebraického prvku nad 7' < n.

b), ¢) Napfed dokézeme, Ze [U : T| < n. At pro spor [U : T] > n (tento stupeini by mohl byt kone¢ny
i nekonecny). Pak existuje U DV D T takové, ze [V : T| = k, kde n < k < 0.

Ale U D T separabilni = V D T separabilni.

Podle véty pak existuje v € V. C U takové, ze V = T(v). Pak ovsem n < k = [V : T] = stupen
v nad T" < n podle prvni ¢asti dukazu, coz je spor.

Vime tedy, ze [U : T] < n. Pro ¢ € Gal (U/T) médme, ze ¢: U — U je T-automorfismus. Tedy ¢
dava T-homomorfismus ¢: U — T a mame

GcGal(U/T)
n=#G < #Gal(U/7) <[U:T],="[U:T) < n.

Vsude tedy musf byt rovnosti, takze méme G = Gal (U/T) a [U : T] = n. O

~ P~ rd

2.9 Normalni rozsireni

Definice. Méjme télesa T C U C T = algebraicky uzaveér T. Rekneme, ze U je normdlnd rozsireni T,
pokud je to algebraické rozsiteni takové, ze pro kazdy T-homomorfismus ¢: U — T plati o(U) C U,
neboli ¢ dava T-homomorfismus U — U.

Pfipomenme, Ze zde pracujeme s algebraickymi rozsffenimi, takze plati T = U. Mezi témito alge-
braickymi uzavéry tedy nebudeme déle rozliSovat.

Definice. Galoisovo rozsireni je normalni, separabilni rozsiteni kone¢ného stupné.
Nasledujici tvrzeni dava dulezitou intuici pro normalni rozsiteni: odpovidaji totiz rozkladovym nadtélesum.

Tvrzeni 2.22.

a) Rozkladové nadtéleso polynomu f nad T je normdini rozsirent.

b) Rozkladové nadtéleso separabilniho polynomu f nad T je Galoisovo rozsiteni T

c) Kazdé Galoisovo rozsiteni U D T je rozkladové nadtéleso néjakého ireducibilniho separabilniho
polynomu.
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Diikaz. a) Bud U C T rozkladové nadtéleso f nad T. Af ay,...,q, jsou koteny f v U a bud
¢: U — T T-homomorfismus = ¢ permutuje {a, ..., a,} podle tvrzeni m

Jde o rozkladové nadtéleso, takze U = T'(aq,...,q,), a tedy ¢ je jednoznacné uréené hodnotami
o(a), ..., p(ayn), a ty jsou viechny v U. Tudiz ¢ kazdy prvek z U = T'(a, . . ., «,) zobrazi do U.
Ziejmé mame, ze U D T je algebraické, jde tedy vskutku o normalni rozsiteni.

b) f separabilni polynom = aj,...,q, separabilni prvky = U = T(aq,...,q,) je separabilni
rozsiteni podle Koneény stupen je jasny a normalitu vime z ¢ésti a).

c¢) Podle véty je U jednoduché, ¢ili U = T'() pro néjaké .
Bud f minimdlni polynom pro v nad 7" a bud 3 € T koten f. Chceme dokdzat, ze S € U. Podle
lemmatu 2.5 mdme T-homomorfismus

p:T(y) =»T(B)CT

v B

U D T je normalni, takze T'(8) = ¢(U) C U, a tedy g € U.
Vidime, ze f se v U rozklada na linedrni ¢initele a U = T'(7y), takze U je rozkladové nadtéleso f.
f minimalni polynom pro v = f ireducibilni.
U D T separabilni rozsiteni = 7 separabilni prvek = f separabilni polynom. O

Podobné jako v ¢asti ¢) se ukaze nasledujici uziteéné lemma.

Lemma 2.23. Bud U D T normdini rozsireni a f € T|z] ireducibilni. Md-li f v U jeden koren, pak
uZ tam ma vSechny koreny.

Diikaz. Bud « € U koten f a bud € T koien f. Podle lemmatu mame T-homomorfismus

o:T(a) =TB)CT
a—f

Pomoci disledku [2.11b) rozsfifme ¢ na T-homomorfismus o: U — T takovy, ze o | T(a) = .
U D T normélni, takze o(U) C U. To znamend, ze 8 = p(a) = o(a) € o(U) C U, jak jsme chtéli
dokazat. O

Normaélni rozsiteni jde dokonce charakterizovat jako rozkladova nadtélesa, jde ale o rozkladova
nadtélesa mnozin polynomu podle nasledujici definice.

Definice. U D T je rozkladové nadtéleso mnoziny polynomu M C T[z], pokud se kazdy polynom
f € M rozkladéd v U na linearni ¢initele a U = T'[M], kde M je mnozina vsech kofenu vSech polynomu

feM.

Tvrzeni 2.24. Rozsireni U D T je normdlni, pravé kdyz existuje M C T|x] takové, Ze U je rozkla-
dové nadtéleso M nad T.

Diikaz. Dukaz jen naznac¢ime (pro detaily viz [Drépal, Tvrzeni 11.3.5]).

»,= Definuj M := {minimdlni polynom néjakého o € U} a pouzij lemma [2.23]

,<=* Cviceni (podobné jako v tvrzeni 2.22p)). O
Tvrzeni 2.25.

Bud U D T rozsireni a V := {a eU

a algebraické nad T a minimdlni polynom
pro a se v U rozkldda na linedrni c¢initele }
Pak V' je téleso, které je nejvétsim normdlnim rozsirenim T obsazZenym v U.

V' se nazyvd ,normdlni uzaver T v U “.

Diikaz. Cviceni (pro dukaz viz [Drépal, Tvrzeni 11.3.6]). O
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2.10 (Galoisova korespondence

Dostavame se konecné ke vzajemné inverznimu vztahu mezi zobrazenimi Fix a Gal.
Nékolikrat se nam pritom bude hodit toto tvrzeni:

Tvrzeni 2.26. Meéjme algebraické rozsirent téles U D T a T-homomorfismus ¢ : U — U. Pak je ¢
dokonce T -automorfismus.

Dikaz. Potrebujeme dokazat, ze ¢ je prosté a na.

Prosté: Ker(p) je idedl v télese U, a tedy Ker(¢) = 0,U. Protoze je ¢ T-homomorfismus, méme
T ¢ Ker(p), a tedy Ker(p) # U. Tudiz Ker(¢) = 0.

Na: Bud a € U. Protoze jsme v algebraickém rozsiteni, existuje minimdlni polynom f(z) € T'[z] pro
a. Podle tvrzeni ) pak dava ¢ permutaci na mnoziné korenu tohoto polynomu v U, existuje
tedy koren  polynomu f takovy, ze p(f5) = a. ]

Tvrzeni 2.27. Bud U D T rozsirend téles. Pak:
a) Fix (U, Gal (U/T)) D T.

b) Pro G < Aut(U) je Gal (U JFix(U, G>) 5 G.
c) Je-li U DT Galoisovo rozsirend, pak
[U:T)=#Gal(U/T) a Fix (U,Gal (U/T)) =T.

Diikaz. a) Bud t € T. Pak ¢(t) = t pro kazdé ¢ € Gal (U/T), protoze ¢ je T-homomorfismus. To
ale implikuje, ze t € Fix (U, Gal (U/T))

b) Podobné se rozepise z definic.

¢) Bud S := Fix(U,Gal (U/T)). Podle a) méme S D T'. Stacf tedy dokdzat [U : S] = [U : T (protoze
pak S =1T).

Rozsiteni U D T je normélni, takze
U:T), = #{¢:U—T|T-hom} ™2™ £{o: U = U | T-hom}
#{go: U — U | T-automorfismus} = # Gal (U/T) .
Rozsiteni U D T je separabilni, takze [U : T), = [U : T).

Grupa Gal (U/T) je konetnd, protoze jsme dokazali, ze # Gal (U/T) = [U : T], = [U : T]. Tedy
muzeme pouzit vétu pro U a G = Gal (U/7). Ta ndm pro S = Fix(U,G) dévé [U : S] = #G a
Gal (U/g) = G. Tedy [U : S] = # Gal (U/T).

Dohromady méame [U : T| = [U : 5], jak jsme chteéli. O
Definice. Méjme (Castecéné) usporadané mnoziny (A, <) a (B, <) azobrazenia: A — B,3: B — A
takova, ze:

a; < ay = alar) > afag),

b < by = B(br) > B(ba),

a < f(a(a)), b < a(B(b)).

Pak se (a, B) nazyva (abstraktni) Galoisova korespondence mezi A a B.

Priklad. Bud U D T rozsifeni téles a uvazujme inkluzi usporddané mnoziny
A:={télesa V | T CV C U} a B := {podgrupy G < Gal (U/T)}.
Jako zobrazeni z definice pak muzeme vzit
(V) =Gal (U/)y) a B(G) = Fix(U,G).
Podle tvrzen{ 2.27h), b) jde o Galoisovu korespondenci.
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Dalsi ptiklad Galoisovy korespondence uvidime v dalsi kapitole o algebraické geometrii.

Tvrzeni 2.28. Necht (o, 3) je abstraktni Galoisova korespondence.

a) Pak o, B poskytuji vzdjemné inverzni bijekce mezi Ima a Im 3.

b) Jsou-li v, B surjektivni, pak jsou bijektivni a ddvaji vzdjemné inverzni antiizomorfismy usporddanijch
mnozin (A, <) a (B, <).

Podobné v piipadé b) jsou-li navic (A, <) a (B, <) svazy, pak «, § ddvaji vzadjemné inverzni antiizo-
morfismy téchto svazu.

Diikaz. a) Pro a € A mdme faa > a, a tedy a(faa) < aa.
Zaroven aff(aa) > aa, dohromady tedy mame afaa = aa.

Tedy slozeni af3: Ima — Im « je identita.

Toto slozeni je Im « LN ImfB > Ima, atedy nutné a: Im 8 — Imajenaa B: Ima — Im 3 je prosté.
Symetricky: a: Im 8 — Im« je prosté a §: Ima — Im 8 je na. Tedy «, 8 jsou bijekce na obrazech
Im o, Im .

b) je jasné, protoze a, § z definice prevraceji usporadani. n

Véta 2.29 (Zdkladni véta Galoisovy teorie). Necht U D T je Galoisovo rozsireni. Potom mdme
antiizomorfismus usporddanich mnozin

{téleso V| T CV C U} <— {podgrupy H < Gal (U/T)}
V — Gal (U/y)
Fix(U H) «— H

Normalni rozsirent télesa T' odpovidaji normalnim podgrupam Gal (U / T).

Diikaz. Podle tvrzen{ jde o Galoisovu korespondenci. Véta implikuje, ze zobrazen{ V
Gal (U/v) je surjektivni.

Bud T C V C U. Pak je taky U D V Galoisovo rozsifeni (cviceni!), takze muzeme pouzit tvrzeni
2.27¢). Podle ngj je V = Fix (U,Gal (U/V)), a tedy H ~ Fix(U, H) je na. Tvrzeni 2.28p) pak dévé

antiizomorfismus.

Zbyvéa dokazat ¢ast o normalnich rozsitenich, k ¢emuz dokazeme dvé implikace.

1. Af je V O T normalni. Uvazujme ¢ € Gal (U/T), neboli T-automorfismus ¢: U — U. Jeho
zizenim na V' dostaneme T-homomorfismus ¢ [ V:V — U C T. Ovéem V O T je normélni, takze
obraz tohoto zizeni lezi ve V, neboli ¢ | V: V — V. Podle tvrzeni 2.26 pak jde o automorfismus,
neboli p(V) = V.

Bud ¢ € Gal (U/V), k dikazu normality této podgrupy chceme dokdzat, ze pipp~! € Gal (U/V) <
Gal (U/T), tedy chceme, Ze oo~ (v) = v pro kazdé v € V.
Protoze ¢(V) =V, mdme ¢~ (v) € V. Tedy ¢p ' (v) = ¢ (v) a

e~ (v) = o~ (v) = v.

Tedy Gal (U/V) je normalni podgrupa v Gal (U/T).
2. At je H <1 Gal (U / T) normalni podgrupa. Bude se nam hodit nasledujici pozorovani:

Cvicend. Bud U téleso a G < Aut(U) podgrupa. Pak pro viechna ¢ € Aut(U) plati Fix(U, oGp™') =
p(Fix(U, G)) (piicemz G~ = {pgp~" | g € G}).
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Podle tohoto cviteni tedy pro ¢ € Gal (U/7) mame Fix(U,oHp ') = ¢(Fix(U, H)). Zéroveil z
normality oHe ™' = H, takze Fix(U, H) = Fix(U, pHp ™) = p(Fix(U, H)).

Tedy jsme dokazali:

® kazdé ¢ € Gal (U/T) zobrazi V = Fix(U, H) na sebe.

Dokazme nyni kone¢né, ze V O T je normélni rozsiteni. Bud ¢: V — T(= U = V) T-homomorfi-
smus. Podle dusledku ) jde ¢ rozsfiit na T-homomorfismus ¢: U — T.

Rozsffenf U D T je normélni, takze 1(U) C U. Podle tvrzen 2.26] je pak 1 € Gal (U/T).

Zaroven ¢ =1 [ V. Podle ® méme ¢(V) =V, a tedy ¢(V) = V.

Tedy V D T je norméalni rozsiteni. O]

Dausledek 2.30. Meéjme telesa U DV DT takovd, ZeU DT aV DT jsou Galoisova rozsireni. Pak
Gal (V/T) a1 (U ) = Gal (V/T).
Dikaz. Uvazujme zobrazeni
®:Gal(U/T) = Gal(V/T) o=@ I V.

Podle bodu 1. v predchozim dukazu vime, ze ® je dobfe definované zobrazeni; ziejmé jde o homo-
morfismus. Také vidime, ze Ker @ = Gal (U / V), protoze jadro sestava pravé z téch automorfismu
télesa U, jejichz ziazeni na V' je identita. Podle dusledku jde kazdy prvek Gal (V / T) rozsitit na
T-homomorfismus ¢: U — T, pticemz 1(U) C U z normality U D T, a tedy 1 € Gal (U/T) podle
tvrzeni neboli @ je surjektivni. 1. véta o izomorfismu pak davd kyzeny izomorfismus (a také
alternativni ditkaz toho, ze Gal (U/y/) < Gal (U/T)). O

2.11 Vypocty Galoisovych grup
Priklad. Gal (Q(ﬂ)/(@) ~Z/9

Véta 2.31. Bud'n € N,ay, ..., a, € Q takové, Ze pro kazdou neprdzdnou podmnozinu I C {1,... ,n}

mdme [[\/a; ¢ Q. Potom:

e Q(y/ar,...,v/a,) D Q je Galoisovo rozsirent
e [Q(v/ai1,... /a,) : Q] =2".
o Gal (QVar . v jg) = (Z/2)"

Pozndmka. Misto Q muzeme vzit libovolné T' charakteristiky # 2.

Diikaz. Bud K = Q(v\/a_l, .. ,4/ay). Klicem k dikazu je dokézat, ze [K : Q] = 2™. Pro dukaz tohoto
faktu viz text Honzy Sarocha Linedrni nezdvislost druhijch odmocnin, http://karlin.mff.cuni.cz/~kala/
1819%20ko/odm.pdf.

Zde jenom naznac¢ime, jak z toho uz snadno plyne zbytek dukazu.

Predpokladejme tedy, ze [K : Q] = 2". Rozsiteni K D Q je koneéného stupné, separabilni a norméln{
(je totiz rozkladovym nadtélesem polynomu (2% —ay) - -+ (22 —a,)), a tedy # Gal (K/@) =[K:Q]=
2",

Kazdy automorfismus ¢ € Gal (K/Q) je urceny svymi hodnotami na \/ai,...,\/a, a ¢(\/a;) =
+,/a;. Takovychto ¢ je tedy nejvyse 2".

Zaroven ale # Gal (K / Q) = 2", takze kazda z kombinaci znamének opravdu dava prvek Gal (K / (@)
Kazd4 volba znaménka pro /a; odpovidd jedné slozce Z /2, takze Gal (K / Q) ~ (Z / 2)” (zde si ¢lovek
samoziejmé musi dukladné rozmyslet, ze jde o izomorfismus grup — a jak presné vlastné vypada!). O


http://karlin.mff.cuni.cz/~kala/1819%20ko/odm.pdf
http://karlin.mff.cuni.cz/~kala/1819%20ko/odm.pdf
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v~ s

rozsiieni. Napiiklad pro cyklotomicks télesa Q(e?™/™) O Q je stupei rozsifeni dany Eulerovou funkei
¢(n). Dukaz tohoto faktu se opird o dukaz ireducibility cyklotomickych polynomu, ktery je pomérné
netrividlni (viz druhdckou prednasku z Teorie ¢isel a ma skripta k ni). Z toho pak uz jde snadno
dokazat (podobné jako v ¢dstecném dukazu véty vyse), ze

Gal (Q(em/ ")/@) ~ (Z/n)",

pricemz prvku a € (Z/p) * odpovidd automorfismus 27/" i e2ria/n,



3. Algebraicka geometrie

3.1 Algebraické mnoziny a idealy
o K = téleso (Casem algebraicky uzaviené)
o R=Klzy,...,2,]

Definice. At p = (ay,...,a,) € K" a f € K|xy,...,2,]. Bod p je nula polynomu f, pokud f(p) = 0.
Mnozina v$ech nul polynomu f se zna¢i V(f). Pokud f neni konstantni polynom, pak se V' ( f) nazyvé
nadplocha.

Priklad.
o n=2:
y y y
V(y —a?) V(z? +y* = 1) V((@*+y* —1)(x — 2y))

z
x
y =T ==
V(2 — 32 — 2?)
e y = e” neni nadplocha
Definice. Pro mnozinu polynomu S C K|z, ..., x,] definujeme

V(S)={pe K" | f(p) =0Vf € S}

34
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Mnozina X C K" je algebraickd mnozina, pokud X = V(S) pro néjaké S C K|xy,...,z,)].

Ziejme plati S C §' = V(S) D V(5’) (ale opacénd implikace platit nemusi!).
Mame nésledujici zakladni vlastnosti zobrazeni V' (pfipomenme, ze R = Klxy,...,x,]):

Lemma 3.1. Bud I = (S) idedl generovany mnoZinou S C R v okruhu R. Pak V(I) =V (S).

Dikaz. ,C*“: Jasné
,2: Staci si rozepsat, jak funguje generovani: I = {> r;f; | ri € R, f; € S} (kde jde o koneéné
sumy). Tedy pokud f(p) = 0 pro vSechna f € S, pak také (> r;fi)(p) = 0. O
Tedy kazda algebraickd mnozina je tvaru V() pro néjaky idedl I < R.
Lemma 3.2. a) Je-li J mnoZina idedli v R, pak
viUn=vaQ).
Ieg Ieg

Prianik libovolné mnoha algebraickych mnozin je algebraickd mnozina.

b) AL f,ge Ral,J<R. PakV(fg)=V(f)UV(g) a

VIHuV())=V{fglfel.geJ})=VJ).
Sjednoceni konecné mnoha algebraickych mnozin je algebraickd mnozina.

¢c) V(0)=K"V(1)=10
V((z1 —a1,..., 20 —ayn)) = {(a1,...,a,)} V(ay,...,a,) € K™,

Kazdd konecnd podmnozina K™ je algebraicka.
Diikaz. Snadné cviceni. O

Spousta béznych mnozin jsou algebraické; cilem algebraické geometrie je porozumét jejich struktufe.
Napriklad mame tuto prekvapivou vlastnost:

Tvrzeni 3.3. Kazda algebraickd mnozina X C K™ je prunikem konecéné mnoha nadploch.

Diikaz. Bud X = V(I) pro idedl I < R. Protoze X # K", mame I # 0.

Protoze K je téleso, je to také noetherovsky okruh. Podle dusledku Hilbertovy véty o bazi
jei R = Klxy,...,x,) noetherovsky. Podle tvrzeni je pak idedl I konecné generovany, cili
I =(fi1,..., fx) pro néjaké polynomy f; # 0.

Tedy X =V(I) =V{fi,.... fi}) =NV (/o).

Potiebujeme, ze f; jsou nekonstantni, aby X = (nadplochy V(f;).

Kdyby f; = ¢,c # 0, pro néjaké i, potom nutné 1 € I (protoZze R obsahuje ¢ !). Pak I = R, z ¢ehoz
plyne X = V(I) = V(R) = ). Ale pro X = 0 staci zvolit napiiklad f(x1,...,2,) = z1,9(x1,...,2,) =
z1 + 1 a dostaneme V(f)NV(g) =0 = X. O

Definice. Pro mnozinu X C K" definujeme idedl mnoziny X jako
I(X)={f € R| f(») =0 Vpe X}.

(Ztejme jde o idedl.)

Ziejmé méame, ze X CY = I(X) D I(Y).

Tvrzeni 3.4. a) I(0) = R.
b) I[(K™) =0, pokud je K nekoneéné téleso.
c) I({(a1,...,an)}) = (x1 —ay,...,z, — ay).
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Kupodivu neni dplné trividlni dokazat ¢dsti b) a c); b) nemusi platit nad koneénym télesem:

Priklad. Bud K =F, = Z/p.

Podle malé Fermatovy véty mame pro kazdé a € K, ze a” = a, a tedy vSechny tyto prvky jsou kofeny
P —x e I(K).

(Dokonce plati I(K) = (2P — x).)

Diikaz. a) je jasné.

b) Chceme dokézat, ze pokud f(as,...,a,) = 0 pro vsechna ay,...,a, € K, potom f = 0. Indukei
podle n:

n = 1: Nenulovy f(x;) m4 jen koneéné mnoho korenu, zatimco K je nekonecéné.

n > 2: Af

k
0# flxg,...,z,) = Zfi(xl, o)X pro fi € Ky, ..., 20 ]
i=0
Volme ay,...,a,-1 € K a uvazujme f(ay,...,a,-1,x,). Madme 2 moznosti:
1) Je to nulovy polynom (v proménné x,,). Pak (a4, ...,a,—1) je nulou vsech f;, ale f(z1,...,2,) # 0,

a tedy né&jaké f;(z1,...,2,_1) # 0. Tento polynom pak podle IP nem4 vsechny (ay,...,a, 1) € K"!
jako nuly, a tedy existuje (ay,...,a, 1) € K" ! pro které nastane pifpad 2):

2) f(ai,...,an_1,2,) je nenulovy polynom. Ten pak mé kone¢né mnoho kotent, a tedy je jen konecné
mnoho a, takovych, ze f(ay,...,an_1,a,) =0. Tedy f & I(K™).

¢) Vyjadfeme polynom f ,Taylorovym rozvojem kolem bodu (ay,...,a,)“, ¢ili

[y, 2) = Z Xitooin (1 — al)il (g, — an)i" pro A\, ..., € K

(kde je jen konecné mnoho koeficientu A, ;, # 0).
Pro¢ to jde? Uvazujme polynom

f<y1+al>--'ayn+an):g(y17"'7yn)zz>\i1 ..... zny??/;"

Pak mame f(zq,...,2,) = g(z1 — as,...,x, — a,), odkud dostavame hledané vyjadieni.

Pokud f € I({(a1,...,a,)}), pak oo = flar,...,a,) = 0, a tedy f € (x1 — ay,..., 2, — ay).
Opacna inkluze je jasna. O

Tvrzeni 3.5. A{ SC R a X C K™. Pak:
a)
I(V(S) DS, V(I(X)) >X

Zobrazeni 1,V tedy davaji abstraktni Galoisovu korespondenci.

b)

Diikaz. a) se snadno ovéii rozepsanim definic.
b) pak vyplyvd z tvrzeni [2.28] ]

Jaké jsou obrazy V a I? Obraz V jsou z definice algebraické mnoziny. Pokud je K algebraicky
uzaviené, tak obraz I jsou radikdlové idedly (viz definice v pristi sekei), jak casem dokazeme.
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3.2 Radikaly

V této sekci bud R obecny okruh.

Definice. Bud I < R ide4l. Potom definujeme jeho radikdl
Vi={aeR|3Ik>1:d" €I}

Idedl I je radikdlovy, pokud I = /1.

Pozorovini. /T je idedl.

Diikaz. Af a,b € /I. Chceme ovéiit, ze a +b € VI (ra € VI pro r € R je snadné).
7 definice mame a*,b' € I a spocteme

E+1-1

(CL+ b)k‘l’l*l — a[k‘i’l*l + < .

>ak+l2b+ PR

Prvnich [ séitancii je nasobkem a* € I a zbyvajicich k je ndsobkem b' € I, cely soucet tedy lezi v I
aa+be VI O

Lemma 3.6. Bud X C K". Pak I(X) je radikdlovy idedl, ¢ili [(X) = /I1(X)

Diikaz. Inkluze ,,C* je jasnd. Pro opacnou inkluzi , > mé&jme f € \/I(X). Pak f* € I(X) pro néjaké
k, coz znamena, ze f*(p) = 0 pro vechna p € X. To ale implikuje f(p) =0, a tedy f € I(X). O

Definice. Bud [ idedl. MnoZina vsech prvoidedli P v R, které obsahuji I, se nazyva varieta I a
znaci se VarI.

Cuiceni. Je-li I vlastni idedl, pak je Var I neprazdna.

Pripomenme si, ze prvoidedl je z definice vlastnim idedlem.

Tvrzeni 3.7. Bud I < R vlastni idedl a P € VarI. Pak VarI obsahuje alespori jeden minimalni
prvek QQ takovy, Ze Q C P. Tedy pokud Q' € Varl a Q' C Q, pak Q' = Q.

Diikaz. Pouzijeme Zornovo lemma na mnoziné Var I usporddané opacnou inkluzi, ¢ili Q1 <

Q2 = Q1D Q.

Prazdny tetézec ma horni mez P. Méjme neprazdny tetézec B v Var I. M4 horni mez? Zkusme () @,
QeB

coz je ziejmeé ideal.

Méme @ D I pro vSechna @) € Varl, a tedy (1@ D I.

Je () Q =: J prvoidedl? At ab € J,a &€ J, chceme dokdzat b € J.
QeB
a ¢ J, takze existuje Qg € B takové, ze a € Q) VQ C Qy. Ale ab € J, a tedy ab € Q VQ. @ je
prvoideal, a proto b € () V@ C Q.
Jde ale o Tetézec, takze b € Q VQ € B, coz uz implikuje b € J.

Predpoklady Zornova lemmatu jsou splnény, takze existuje maximalni prvek ) vuci <, ktery je vétsi
nez P. Tento prvek @ je tedy minimélni prvek vuéi C a QQ C P. m

Tvrzeni 3.8. Bud I vlastni idedl v R. Pak /I = (] P.

PeVarl
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Diikaz. ,c“: Af a € VI, P € VarI. Chceme a € P.
Méame a* € I C P, a tedy a* = a*'a € P. Pak mame a € P, jak jsme chtéli, nebo a*~! = a*~2a € P,
odkud zase a € P nebo a*~2 € P atd., az dostaneme ve vsech piipadech a € P.

,D“ AL b€ PYP € Varl. Chceme b € V/I. Pro spor af b & /T abud S={b*| k> 1}.

Piipomenme, ze podle tvrzeni pro kazdou multiplikativni mnozinu S a idedl I < R, I NS = 0,
existuje P € Var I takové, ze PN S = 0.

S je uzaviend na nasobeni, navic 0 € S, protoze kdyby ano, tak Ik : 0¥ =0 € I, a tedy b € /1.
Tedy S je multiplikativn{ mnozina a mizeme pouzit tvrzeni [1.26t b & VT, takze IN S = 0, a tedy
existuje P € Var [ takové, ze P NS = (). Pak ale b € P, coz je spor. m

Definice. Nilradikél R je idedl 0.
Mime V0= () P.

P prvoidedl

Definice. Jacobsonuv radikal J(R) = N M.

M maximalni

Tvrzeni 3.9. a € R lezi v J(R), pravé kdyzVr € R je 1 —ra € R*.

Dukaz. Cviceni. O

3.3 Konecné generovana télesa

K dikazu vztahu mezi zobrazenimi I, V' a popisu obrazu zobrazeni I budeme potiebovat radu tvrzeni
o konecné generovanosti téles jako okruh a modul.
K tomu budeme pouzivat nasledujici pojmy:

Definice. Bud S O R rozsifeni okruhti. Rekneme, ze rozsifeni je
1. okruhové konecné, pokud existuje n > 1 a prvky ay,...,a, € S takové, ze S = Rlay, ..., ayl;

2. modulové konecné, pokud S je konecné generované jako R-modul, tj. existuje n > 1 a prvky
ai,...,a, € S takové, ze S = Ra; + - - + Ra,.

V této terminologii pripomenme tvrzeni 2.2 podle néjz pro obory R C S a v € S jsou nésledujici
tvrzeni ekvivalentni:

1. v je celistvy nad R,
2. R[v] D R je modulové konecné,
3. 3R obor, Rjv] C R C S a R' D R je modulové konecné.

Disledek 3.10. Budte K C L télesa, K algebraicky uzaviené. Pokud je L D K modulové konecné,
pak L = K.

Diikaz. Méjme « € L. Pak K C K[a] C L a L je kone¢né generovany K-modul, takze « je celistvy
prvek. Podle tvrzeni nad K je a kofenem néjakého polynomu, ¢ili a” + a,_1a" 1+ -+ +ayp =0
pro néjakd a; € K. Tato cast dikazu byla uz v druhdcké Algebre coby turzent, Ze kazdé rozsirent téles
konecného stupné je algebraické.

Ale K je algebraicky uzaviené, takze o € K. m

Lemma 3.11. Bud K téleso an > 1. Pak K(x1,...,1,) D K neni okruhové konecné (¢ili neexistuji
fiyoooy fm € K(x1,...,2,) takové, Ze K(x1,...,2,) = K[f1,..., fml])-
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Diikaz. At pro spor existuji a bud f; = B kde piqi € Klv1,..., 2] Ziejmé aspoi jeden f; ¢
Klzy, ... 2, (jinak by K[f1,..., fm] C Kl21,...,20] %), ¢ili degq; > 1.

Uvazujme prvek Wlmﬂ € K[f1,..., fm], tedy tento prvek jde vyjadrit jako polynom v fi,..., fi.
V tomto vyjadieni se zbavime jmenovateli vyndsobenim (q; - - - g + 1)g;* ... ¢/, kde exponenty r;

jsou dostatecné velké. Tim dostaneme rovnost tvaru

@t g =(q1 ¢m+1)-apronéjaké a € K[xq,...,x,].
Jsme v gaussovském okruhu Kz, ..., z,], takze muzeme vzit prvocinitele f | ¢; - - - gm+1sdeg f > 1.
Pak f | ¢; pro néjaké i, a tedy f | 1, coz je spor. ]
Cviceni: R gaussovsky obor a K jeho podilové téleso. Je-li u € K celistvy nad R, pak u € R.

Dusledek 3.12. Bud K téleso a L = K(z). Pak neezistuje 0 # f € K(x) takové, e ¥z € L3In >
1: f"z je celistvy nad K|z].

Diikaz. Sporem. V predchozim cviceni zvolme R = K|[z], jehoz podilové téleso je L.
"z € K(z) je celistvé nad R, takze [z € K[z] = R, a tedy 2z € K[z, f~']. Tohle ale plati pro
viechna 2 € L, takze L = K(z) = K|z, f~'], coZ je spor s lemmatem [3.11} O

Tvrzeni 3.13. Méjme télesa K C L. Predpokladejme, Ze L D K je okruhové konecné rozsitent, cili
L = Kluvy,...,v,] pro néjakd vq,...,v, € L. Pak L D K je modulové koneéné rozsirent.

Dukaz. Postupujme indukei podle n.

n=1: L = K[v]. Mame 2 piipady:
a) v je algebraické nad K, takze v je celistvé a podle tvrzeni je L = K[v] konecné generovany
K-modul.

b) v nenf algebraické nad K, takze L = Kv] = K[z]. Ale L je téleso, takze zaroven L = K(z), coz

je spor s lemmatem [3.11

n > 2: Bud K| = K(vy), takze L = Ki[vs, ..., v,]. IP implikuje, ze L je konecné generovany K-
modul. Opét rozlisime dva ptipady:

a) vy je algebraické nad K. Pak K; = K[v;] je koneéné generovany K-modul a podle DU 3.4a) je L
konecné generovany K-modul.

b) v; = x je transcendentni nad K. L je konecné generovany K;j-modul, takze podle tvrzeni jsou
Vo, ..., V, celistvé nad Kj.

Mame tedy rovnosti v;" + @;n,—1v;"  + -+ a;o = 0 pro a;; € K.

Ty vynasobime o™, kde 0 # a € K|z] je spolecny nédsobek jmenovatelu vsech a;;. Tim dostaneme

-1

(ow;)™ + aaiyni,l(avi)”i’l + -+ a"a;0 =0,

takze prvky awv; jsou celistvé nad K|z].

L = Klzl][va,...,v,], takze pro kazdé z € L existuje n takové, ze a”z je polynom v aws,...,av,
s koeficienty v Klz]. To jsou celistvé prvky a celistvé prvky tvoii okruh, takze a”z je celistvy nad
K[z]. Specidlné to platf pro z € K(z) C L, coz je ale spor s dusledkem [3.12] (vSimnéme si, ze
a € K[z] C K(z)). Tedy b) nemuze nastat, muze nastat pouze piipad a), v némz jsme tvrzeni uz
dokazali. O]

Disledek 3.14. Necht K C L jsou télesa a K je algebraicky uzaviené. Pokud je L D K okruhové
konecéné rozsirent, potom L = K.

Dikaz. Tvrzeni[3.13] + dusledek O
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3.4 Hilbertova véta o nulach

Véta 3.15 (Slabd Hilbertova véta o nuldch).
Bud K téleso a R = K|z, ..., x,]. Pak:
a) Idedl I = (v1 — oy, ..., T, — @) je mazimdlni v R pro kaZdd oy, ..., a, € K. Navic polynom
f € R lezi v tomto idedlu, pravé kdyz f(aq,...,a,) = 0.

b) Pokud je K algebraicky uzaviené, potom vSechny mazimdlni idedly v R jsou tvaru (x; —

a1y, Ty — Q) pro néjakd aq, ..., a, € K.
Dikaz.
a) Polynom f € R uvazujme jako polynom v proménné z, nad Klzi,...,x,_1]. MuZzeme jej napsat

jako f = a,(x, — ap) + by_1, kde a, € R a b, 1 € K[zy,...,2, 1]. Podobné b, 1 = a,_1(zx,_1 —
an_l) + b,_9, az postupné dostaneme

f= Zal T; i) + bo, pro a; € R, by € K.

Vidime, ze Y a;(x; — a-) €l=(xry—a,...,x, — ). Tedy plati:
SNavic: fel e f— Zaz(:cz a)el b el eby=flag,...,a,) =0.

,Maximalita“: Podle predchomho jel eI, tedy I # R. Necht f ¢ I neboli by # 0. Uvazujme idedl
I+ (f). Ten obsahuje by € K*, atedy 1 = boby* € I+ (f) a I+ (f) = R. Tedy I je maximaln{ idedl.

b) Necht M je maximalni idedl v R. Potom L = I/js je téleso a navic K muzeme brat jako
podtéleso L, protoze mame projekci m: R — R/ \f, jejiz zizeni 7 | K: K — R/ )\f je prosté (protoze
Ker(n | K) = KNM =0).

Ale L je nad K generované prvky xy + M, ..., x, + M jako okruh. Dusledek = L =K. Tedy

T K:K—L=2=R/y
ar—a+ M

je izomorfismus, tedy je specialné surjektivni.
Tudiz pro kazdé ¢ existuje o; tak, ze x;+M = a;+M. Tedy x;—a; € M, takze (x1—aq, ..., x,—ay) C
M. Ale idedl (zq — oy, ..., 2z, — a,) je maximalni podle a), a tedy se rovna M. ]

Specidlné vidime, ze V(I) # 0 pro kazdy vlastni idedl I < R (pokud je K algebraicky uzaviené).
Mame totiz, ze I C M pro néjaky maximalni idedl M, a pak V(I) D V(M) = {(aq,...,an)}

Véta 3.16 (Hilbertova véta o nuldch). Af je K algebraicky uzaviené téleso a I idedl v R =
K[ml,...,xn]. Potom I(V(I)) = V1.

Dikaz. ,,D%“: cviceni

,C“ Bud g € I(V(I)), chceme g € V/1.

Kazdy idedl v noetherovském okruhu R je konecné generovany podle tvrzeni[1.10| Tedy I = (fi,..., fr)
pro néjaké polynomy fi,..., f, € R.

Uvazujme idedl J = (f1,..., fr,nr19 — 1) < K[, ..., 2441]. Potom V(J) = 0, protoze:

Pokud fi(a) = -+ = f.(a) = 0 pro ngjaké o« € K™, potom taky g(«) = 0. Tedy pokud (o, apy1) €
Kn+17 pOtOHl g(Oé’ an+1) = g(Oé) = 07 a tedy anJrlg(a? an+1) —1=-1 # 07 takze (Oé, an+1) ¢ V(J)
Tedy J neni vlastni idedl diky slabé Hilbertové vété o nuldch [3.15, Méme tedy J = Klzy,...,Zn11] D
1, takze Ja;, b € K[z, ..., x,11] takové, ze 1 = > a;f; + b(xp119 — 1).

Pojdme nyni pracovat v télese K(xq,..., 2Ty 1). Ozna¢me y = x_1+17 neboli z,,1 = i Po dosazeni
n

do vyjadieni pro 1 dostaneme néjaké mocniny y ve jmenovatelich, takze vyndsobme rovnost y tak,
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abychom se jich zbavili. Tim dostaneme > ¢;f; + d(g —y) = 4V, kde ¢;,d € K|[zy,...,7,,y]. Sem
kone¢né dosadime y = g a mame I 3 > c;f; +0 = gV, tedy g € V1. n

Timto jsme popsali obraz zobrazeni I, takze z abstraktni Galoisovy korespondence dostavame:

Dusledek 3.17. Bud K algebraicky uzaviené téleso. Pokud je I radikdlovyj idedl v R = K[xy,. .., x,]
(tedy I =~/T), potom I(V(I)) = I.
Tedy mame bijekci (respektive antiizomorfismus usporddanych mnozin)

{radikdlové idedly v R} <> {algebraické mnozZiny v K"}
I V(D)
I(X) e+ X

Maximdlni idedly odpovidaji bodim v K.

3.5 Ireducibilni algebraické mnoziny

Cemu odpovidaji prvoidedly v této korespondenci?

Definice. Bud K téleso. Algebraickd mnozina V' C K™ je reducibilni, pokud V = V; UV, pro néjaké
algebraické mnoziny Vi, Vo C K™, Vi # V # V;. Jinak je V ireducibilny.

Tvrzeni 3.18. Neprdazdnd algebraickd mnozina V' je ireducibilni, prdvé kdyz I(V') je prvoidedl.
Diikaz. DU 3.3 O

Lemma 3.19. a) Bud' S neprdzdnd mnoZina idedli v noetherovském okruhu R. Potom S md ma-
ximdlni prvek, tedy existuje I € S takovy, Ze pro kazdé J € S mdme I C J =1 =J.
b) Kazdd neprdzdnd mnoZina algebraickych mnozZin T v K™ md minimdlni proek.

Diikaz. a) Sporem: At to neplati, tedy pro kazdé I € S existuje J € S takové, ze [ C J.

Zvolme libovolné I € S; pak at I € S spliuje I; C I». Podobné volme I C I3, atd. (zde potiebujeme
pouzit axiom vybéru), ¢imz dostaneme nekonecny rostouci fetézec idedlu v noetherovském okruhu,
COZ je spor.

b) Uvazujeme S := {[(V) | V € T}. Je-li (V) jejil maximélni prvek, pak je V' minimalni prvek
T. m

Véta 3.20. Bud V. C K" algebraickd mnoZina. Potom existuji jednoznacné urcené algebraické
mnoziny Vi, ..., Vy takové, Ze V; je ireducibilng, V. = Vi U---UV,, a Vi & V; proi # 5. V; jsou
wreducibilni komponenty mnoziny V.

Dikaz. Bud T = {algebraické mnoziny V ¢ k| Deni siednoceni konecné mnoha }

ireducibilnich algebraickych mnozin

Pro spor necht T # (). Podle lemmatu pak existuje jeji minimalni prvek V. V' neni ireducibilni,
takze V' = V] U V5 pro algebraické mnoziny Vi, V, C V. Z minimality V' mame Vi, V5 ¢ T, a tedy
Vi, Vi se daji rozlozit, takze jde rozlozit i V', coz je spor.

Kazdé V tedy jde napsat jako V = V3 U--- UV, pro ireducibilni V;. Muzeme predpokladat, ze
mnoziny V; jsou po dvou ruzné, a zahodime vSechny V; takové, ze 35 # ¢ : V; C V.

Jednoznaénost: Necht V=V, U---UV,, =W U---UW,. Potom V; = (V,NW)U---U(V;NW,).
Jde o ireducibilni mnozinu, takze existuje j = o(7) takové, ze V; = V; N Wy, ¢ili V; C Woy.
Podobné existuje k takové, ze W, C Vi. Tedy V; C Vi, takie i = k a V; = W,;). Symetricky
Vi 3p() : Wi = Vo). -
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Dusledek 3.21. Af je K algebraicky uzaviené téleso. Je-li I prvoidedl, pak je V(I) ireducibilni.
Mdme bijekct

{prvoidedly v K|z, ..., x,|} <> {ireducibilni algebraické mnoziny v K"}.

Diikaz Pokud I je prvoidedl, pak I = /I=I(V(I)) podle Hilbertovy véty o nuldch Podle
tvrzeni pak to, ze I(V(I)) je prvoidedl, implikuje, ze V' (I) ireducibilni.
Zbytek dusledku je jasny. m

Dusledek 3.22. Bud K algebraicky uzaviené téleso a f = fi'*--- fiv € Klzy,...,x,] treducibilni
rozklad nekonstantniho polynomu f, kde f; jsou po dvou neasociované.
Pak V(f) =V (fi)U---UV(f,) je ireducibilni rozklad V(f) a I(V(f)) = (f1--- fr)-
ireducibilni nekonstantni polynomy
Mdame bijekei < v K|xq, ..., 2z, aZ na ndsobend < {ireducibilni nadplochy v K"}.
nenulovou konstantou

Dikaz. Cviceni. O



4.

Algebraicka teorie cisel

4.1 Rozklady diofantickych rovnic

Algebraickd teorie ¢isel se zabyva vlastnostmi ciselngch téles, tedy rozsiteni K O Q konecného
stupné. Motivaci pro jeji rozvoj byla snaha o feSeni diofantickych rovnic, jak zde struéné nastinime.
Pro vyrazné vic informaci a fesenych prikladu doporucuji diplomku Marose Hrnéiara http://karlin.
mff.cuni.cz/~kala/theses/hrnciar.pdf.

4.1.1 224+ 1=

Priklad. Najdi vSechna celd &isla x, y takovd, ze 22 + 1 = 9.

Resend. Rovnici rozlozime jako (z + i)(x — i) = y* v Z[i].
Jen strucné nastinime princip. Postupné se dokaze:
1. NSD(z 4+ i,z —1) =1
2. x+1| (a+bi)? proa,b € Z.
3. x+1 = e(a+bi)3 kde e € Z[i]* = {£1, +i}. Jsou tedy potieba rozlisit tyto 4 piipady, ilustrujme

w0 NS

zbytek Teseni jen pro € = 1.
r+i=1-(a+bi)®=a®+ 3a*bi — 3ab* — b
1 =Tm(z +1) = 3a®b — b® = b(3a® — b?)

a=0,b=-1
z = Re(z +1) = a® — 3ab?
r=0=y=1

Ostatni tii piipady dopadnou stejné: ve skutecnosti nebylo potieba je rozlisovat, protoze kazda
jednotka (neboli invertibilni prvek) je t¥et{ mocninou, takze rovnice ma jedno feseni (0,1).

Jaké vlastnosti Z[i] jsme pouzili?

konjugace a + bi = a — bi je netrividlni prvek Gal <Q(l) / Q>
alf=alp

Norma N(a) = aa = a* + b?

a|f= Na|Np

Jednotky Z[i]* :

a € Z[i]* & Na = +1. Tedy Z[i]* = {1, £i}.
Gaussovskost (v kroku 1. = 2.).

4.1.2 2°+5=°

Priklad. Najdi vSechna celd &isla x, y takova, ze a2 + 5 = y3.
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Resend. Opét rozlozime jako (z + v/ =5)(x — /=5) = 3° v Z[/=5].
Vlastnosti Z[v/—5]:

(a+by=5) =a—by/-5

e Nao =o' =a%+5b>>0

a € Z[V/-5]* & Na=+1 & a = +1.

Gaussovskost? Nel!

Napiiklad 2-3 = 6 = (1 —+/=5)(1 ++/=5), ale 2,3,1 4 /=5 jsou (neasociované) ireducibiln{ prvky.
Ukazeme to na piikladu 2:

At al2,alfl,a)2.

Tedy Na| N2 =4 = Na = 1,2,4. Protoze o neni invertibilni, Na # 1.
Pokud Na = 4, potom N(%) =1, tedy % je jednotka a « || 2.

2 = Na = a? + 5b neni mozné, protoze takova celd ¢isla a, b neexistuji.

Aby se vytesil problém s nejednozna¢nymi rozklady, zavedla se ,idedlni ¢isla“:
A= (2,14 +/-b), kde si znaceni predstavujeme jako NSD
A= (2,1 —+/-5)
B = (3,14 +-5)
B'=(3,1—+=5)
Pak ddva smysl uvazovat, ze 2 = AA', 1+ /-5 = AB,1 — /-5 = A'B’,3 = BB/, takZe mame
jednoznacny rozklad 6 = AA'BB’.
(m) + (n).
J

Vzpomenme si, ze v Z NSD odpovida s¢iténi idealu: (NSD(m,n))

S
Uvazujme tedy A = (2,1 4++/—5) =2-Z[v—=5]+ (1 ++/—5)Z [\/ 5] jako idedl.
Nésobeni idedlu pak vyjde A- A" = (2),A-A"- B- B = (6).

Prvoidedly odpovidaji prvocinitelim a skutecné plati:
Veéta. Kazdy nenulovy idedl v Z[v/—5] jde jednoznacné rozlozZit na soucin prvoidedli.

Diikaz. Casem jako specidlni piipad véty O

Grupa idealt

Mnozinu viech nenulovych idedlit v Z[y/—5] (ale i obecnéji) s operaci ndsobeni miZzeme rozsifit na
grupu podobné jako se konstruuje podilové téleso: Uvazujeme forméalni podily AB~! pro nenulové
idedly A, B, pfitemz ztotoziiujeme (formélné tak, ze definujeme pifslusnou ekvivalenci) AB~' s C D™,
prave kdyz AD = BC.

Na vysledné mnoziné Z = {AB~! | A, B nenulové idedly} definujeme nasobeni tak, ze (AB™!) -
(CD™1) = (AC)(BD)™!, ¢imz dostavame grupu idedli.

Také pro «, 8 € Z[v/—5] mame hlavn{ idedly (), (3).

Definujeme pak P = {(a) - (8)7! | a, 8 € Z[v/=5] \ {0}} coby podgrupu v Z.

Plati: OHI & Z =P < Z/p = {1}.

Také OHI = Gaussovskost (coz nds zajima pro feseni diofantickych rovnic).

Definuje se tedy tridovd grupa jako C{ :=Z1/p.
Obecné: C/ je vzdy konecénda. (Jeji velikost méri, ,jak Spatnd je nejednoznacnost rozkladu®.)

Pro Z[v/—5] mame Cf ~ Z/9 a kone¢né mlizeme naznaéit feseni nasi rovnice (z ++/=5)(z — v/—5) =
v

(1) Pocitdnim s idedly zjistime, ze neexistuje zadny prvoideal P, ktery by délil x + /=5 1z — /=5,
tyto dva prvky (resp. jejich hlavni idedly) jsou tedy nesoudélné.
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(2) Uvazujme ted rozklad na soucin prvoidedli v rovnici (x + v/ —5)(z — v/=5) = (y)*:
PR pEQI Qb = R3I™L LRI
1 T 1 s — M t

Z nesoudélnosti v bodu (1) méame P; # Q);.
Tedy jednozna¢nost rozkladu implikuje 3 | k;,3 | I; pro vSechna i, j.

(3) Existuje tedy idedl A < Z[v/—5] takovy, ze (z + /—5) = A3.
(4) Tento idedl je hlavni, ¢ili A € P, protoze:
Vime, ze A% € P podle (3).

Zaroven #C{ = 2, a tedy pro libovolny idedl plati I? € P.
Pro n4s ideél to ale implikuje A = A3 - (4%)~! € P.

(5) At A= (a+by/-5). Tedy z ++/—5 = £(a + by/—5)>. Toto uz snadno dofesime roznasobenim a

porovnanim racionalnich a iracionalnich ¢asti; vyjde, ze dana rovnice nema zadné TeSeni v Z.

Podobné se matematici snazili dokazat velkou Fermatovu vétu o rovnici oP — yP = 2zP:
(@ —y)(@—Gy) - (z—Ely), kde G =e v ~ Z[G].

4.2 Celistvé prvky

Definice. Téleso K je ciselné téleso, pokud je to rozsiteni Q koneéného stupné.

27i

Priklad. Q(v'D),Q(3/2),Q(¢), Q(V/2,¢3), kde ¢, =7 .
Vhodnou analogii celych ¢isel v K jsou celistvé prvky (viz sekci .

Definice. Okruh vsech prvku télesa K, jez jsou celistvé nad Z, se znaci Ok.
Zrejmeé: Og N K = Ok.

Lemma 4.1. Bud K c¢iselné téleso. Pro a € K bud m,(z) € Q[z] jeho minimdlni monicky polynom.
Pak o € Ok, pravé kdyz m, € Z[z].

Dikaz. ,<=*: Jasné

,=“ At f € Z[x] je monicky takovy, ze f(a) = 0. Pak m, | f v okruhu Q[z], ¢ili f = my - g pro
néjaké g € Q[z]. g je tedy také monicky.

Bud'te k, ¢ nejmens{ spolecné ndsobky jmenovatelu koeficientu polynomt m,, g. Neboli km,,, lg € Z[x]
jsou primitivni polynomy. Podle véty pak je primitivni také km,, - bg € Z[x]. Ale km, - bg = kLf
a f € Z[z], coz je mozné jen pokud k = ¢ =1, a tedy m,, € Z[x]. O

Disledek 4.2.
a) OK N Q =7
b) Kazdy prvek o € K jde napsat jako g, kde 5 € Og,n € N.

Diikaz.
a) a € OxNQ & my(x)=(r—a) €Zjx] & a .

b) At ma(z) = 0, a’, kde ag = 1, a bud n nejmensi spoleény ndsobek jmenovatelii koeficienti
a; € Q, ¢ili n-m, € Z[x] a n-m, je primitivni.

Pak o = ro f = na € Ok, pricemz na € Ok, protoze jeho minimalni monicky polynom je
Z?:o an®'zt € Z[z]. O

3

.
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Priklad. Uvazujme kvadratické téleso K = Q(v/D) pro bezétvercové celé éslo D # 0, 1.
Pak m, ma stupen < 2 pro vSechna o € K.

Pro a=a+bV/D (s b#0) je
Ma(r) = (z —a)(zx — ) =2 — (a+ )z +a o =2 - 2az + (a* — Db?),

kde o/ = a — bv/D.

Pro¢ je to minimalni polynom pro «?

a ¢ Q, a tedy m, mé stupen presné 2. Polynom (x — «)(x — ') € Q[z] ma « za kotfen a stupen 2,
je to tedy vskutku minimalni polynom m,.

Tvaru tohoto polynomu jde vyhodné vyuzit k urcovani okruhu celistvych prvku, jak uvidime v dalsi
sekci.

4.3 Norma a stopa

Konvence. Po cely zbytek kapitoly bud K = Q(v/D), kde D # 0, 1 bezétvercové celé &slo.
Také budeme casto pouzivat pojem ,jednotka“ pro libovolny invertibilni prvek okruhu Og.

Definice. Normu definujeme jako zobrazeni
N = Ngjg: K — Q
a=a+0VDw— a-o =a*—*D
kde o = a — bv/D.
Definice. Stopu definujeme jako zobrazeni

TI':TI'K/@ZK—)@
a=a+bVDr a+d =2a

Pozorovant.

e a € Ok & Tr(a), Na € Z.

Pro a € K\ Q jsme to dokézali v piikladu vyse; pro o € Q jde o jednoduché cviceni.
° (Oéﬁ)/ — a//B/, (a+5)/ — O/—{—B/
e N(aB) = Na- Np, nebot to muzeme rozepsat jako (af8)(aB) = (aa’)(B3").

Tr(a + B) = Tr(a) + Tr(8) podobné.

Véta 4.3. Bud D # 0,1 bezctvercové a K = Q(v/D). Pak

O — Z[VD] pro D=2,3 (mod 4)
T Z2] pro D=1 (mod 4)

Diikaz. Dokazeme inkluzi ,,C*“, opacnou inkluzi nechame jako lehké cviceni.
At a € Ok, = a+ by/D. Pak stopa Tr(a) = 2a je celé &slo, a tedy a = ¢/2 pro ¢ € Z.
Norma je také celociselnd, ¢ili

2 — 40D

Na:a2—b2D:TEZ.

Specidlné mame 462D = (2b)?D € Z.
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Jmenovatel raciondlntho ¢isla (20)? je ¢tverec, ktery musi délit D, aby (20)?D € Z. Ovsem D je
bezétvercové, a tedy tento jmenovatel je 1, ¢ili (20)2 i 2b jsou v Z.

Bud b= 4 pro d € Z. Pak Na = €=£L ¢ 7 implikuje ¢> = d>D (mod 4).

Vsimnéme si, ze protoze 4 1 D, ¢isla ¢ a d maji stejnou paritu. Rozlisme tedy dva piipady:
1) ¢,d sudd. Pak a = §,b = %l € 7.

2) ¢,d lichd. Pak 1 = ¢* = d’D = D (mod 4), ¢ili nutné D =1 (mod 4).

Tedy pro D = 2,3 (mod 4) musi nastat pifpad 1), a tedy o = a + bv/D € Z[v/D].

Pokud D =1 (mod 4), muze se taky stét, ze ¢, d jsou obé licha.

Pak ale o = a + bvV/D = (% + %@) + YD Protoze prvni séitanec lezi v Z[vD] ¢ Z[*YP),

2

dostédvame o € Z[%E]. O

Tvrzeni 4.4. O ={a € Ok | Na = %1}

Dikaz. ,C*:a€ O =3F:af=1= N(a)-N(f)=N(1)=1.
Na, NG € Z = Na = +1
DO Na==+1= a-d ==+1 = +d je inverzni prvek k a. H

Priklad. K = Q(v/D)

e D <0 = a®>+0b*(—D) = =41 = konetné mnoho jednotek, typicky jenom Oy = {41}. Vice
jednotek mame jen ve dvou ptipadech, a sice
(96@) = {1, +i}.

kmi
3

O gy = 1 [k €{0,1,2,3,4,5}}

e D>0,D=2,3 (mod 4). Jde o fesen{ Pellovy rovnice 2> — Dy* = +1, jeZ m4 nekone¢né mnoho
feSeni.
Napiiklad pro D = 2 mame O = {+(1 +v/2)" | n € Z}.
(Pro 0 < D =1 (mod 4) je tteba uvazovat Pellovu rovnici z? — Dy? = +4.)

4.4 Idealy
Neméme jednozna¢né rozklady na soucin ireducibilnich prvku. Napiiklad v Z[v/—14] plati
3.5=(1+vV=14)(1—v—1d)a3-3-3-3=(5+2V/—14)(5 — 2/—14),

coz jsou vse ireducibilni prvky.
Misto toho budeme rozklddat na soucin prvoidealu, jak jsme uz naznacili v sekci [4.1 K tomu si

napied dokazeme nékteré zakladni vlastnosti idealu.
Stejné jako v celé kapitole bud K = Q(v/D) pro bezétvercové D # 0, 1.

Tvrzeni 4.5. Kazdy idedl v Ok je konecné generovany, a to nejuyse dvéma generdtory.

Diikaz. 1dedl I v Ok je podgrupa I(+) v Ok(+) ~ Z*(+) podle véty [4.3] Ale kazd4a podgrupa v Z?2
je izomorfni Z" pro néjaké 0 < n < 2 (cviceni). Tedy I(+) ~ Z"(+), a tedy I ma n < 2 generatoru
jako abelovska grupa. O]

Priklad. Jak vypada izomorfismus O (+) ~ Z?*(+)?
a) Og = Z[\V/D]. Pak a + bv/D + (a,b) € 72
b) O = Z [1%5] Pak a + b2 s (a,b) € Z2.

Dtsledek 4.6. Ok je noetherovsky obor.
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Diikaz. Tvrzeni [L.10] + tvrzeni [4.5] O

Lemma 4.7. Bud I < Og idedl takovy, Ze I = (ay,...,a,) pro ay,...,an € Z. Pak I = (a) je
hlavni (pro néjaké a € 7).

Diikaz. Bud a = NSD(ay,...,a,) v Z. Pak a | a; v Z, takze a | a; v Ok, a tedy a; € (a). Toto ale
plati pro vSechna i, a tedy I C (a).

Na druhou stranu z Bézoutovy rovnosti v Z plyne existence prvku b; € Z takovych, ze a = a1b; +
oo by, € 1, a tedy (a) C 1. O

Tvrzeni 4.8. Necht I = (aq,...,qp,),J = (B1,...,5),q;, Bi € Ok. Potom:
o [+ J=(al,...,0m,01,...,0)
o [-J=(a1f1,0109,...,0:B, ..., an)
o [ CJ & kazdé oy je Og-linedrni kombinace 3;
o[- J=0&1=0mneboJ=0

Diikaz. Prvni 3 body jsou jasné z definic. Ten posledni také neni tézky:

,<=" Jasné.
.= Sporem. Nechf 0 #a € I,0# 3 € J. Pakalea-3 € 1-J=0.To je spor s tim, Zze Ok je obor
(coz plati, protoze jde o podmnozinu télesa Ox C K). O

Definice. Bud'te I, J idedly v Ok. Rekneme, ze I déli J, coz znaéime I | J, pokud existuje idedl H
takovy, ze J =1 -H.

Pozorovdni. Pro a, f € O mame a | f < (a) | (B).

Diikaz.
=% Iy € O takové, 7e f = ay = (8) = (07) = (0)() = (o) | (B)
=peB)=(a)-H={ai|icH}. Tedy e H:f=a-i=a]p. O

Tvrzeni 4.9. Bud o € Ok, I = (B1,...,0m) < Ok. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) (a) | 1

b) | Bj pro viechna j

c)(a) DI

Diikaz. ,a = b* Necht I = (a)J = {«ai | i € J} pro néjaky idedl J. Tedy a déli viechny prvky I,
specidlné i generatory, ¢ili o | B; V3.

wb < ¢ a| B pro vSechna j < « déli vsechny prvky I < I C («).
,b = a“ Necht 8; = ary; pro néjaké prvky v; € Of. Potom

I= (B Bm) = (am, s am) = (@) - (15, 7m);
a tedy (a) | I. O
Véta 4.10. Pro idedly I,J < Ox mame I | J < 1D J.
Dikaz. Pokud je néjaky z idealu I, J nulovy, tak ekvivalence plati trivialné. Dal tedy uvazujme jen

nenulové idealy. Pro ty zatim dokazeme jen ,=“, druha implikace pak bude v ptisti sekci.
Necht J =1-H. Protoze H C Ok, tak J=1-HC I -Of = 1. O



4.5. KRACENI IDEALU 49

4.5 Kraceni idealu
Stale bud K = Q(v/D) pro bezétvercové D # 0, 1.
Definice. Bud I < Of ideél. Jeho konjugovany idedl je I' = {/ | a € I}.

Pozorovdni. Ziejmé mame:

o (a1,...,0p,) =(o),...,al)
o (1J) =1V
° I//:]

Tvrzeni 4.11. Necht I = (o, 3) < O. Potom II' = (Na, Tr(af’), NB), a tedy II' je hlavni idedl.

Dikaz. Pokud o = 0 nebo 8 = 0, tak tvrzeni plati.
At a # 0 # 3. Mame

IT'= (o, B)(, B') = (ad, o', /B, BB") = (N, a8, o' B, NB).
Vsimneéme si, ze Tr(af') = af’ + o/, a tedy (No, Tr(af'), NG) C IT'.

Zbyva dokézat opacnou inkluzi, k niz potfebujeme a8’ € (Na, Tr(af’), Nj).
Bud g = NSDz(Na, Tr(af’), NB), ¢ili (g) = (N, Tr(af’), NB) (viz dukaz lemmatu .

Tedy chceme dokézat, ze aff’ € (g), neboli % € Ok. K tomu staci, ze norma a stopa tohoto prvku
€ Z. Mame:

To(2) = o 4 8 — afte’s _ BeB) ¢ 7, protoze g = NSD(N (), Te(af), NB).
N(a_ﬁ'>:a_ﬁf.w oo’ B8 _ Na N8 c 7
g g g g g g g ’

Tim jsme dokazali, ze a8’ € (9) = (No, Tr(af’), N3).
Symetricky o8 € (Na, Tr(af’), NB), a tedy II' C (Na, Tr(af'), NS).

To, ze 11’ je hlavni idedl, pak vyplyva z lemmatu [4.7] O
Dausledek 4.12. Je-li I = (aq,...,an) < Ok, pak I1' je idedl generovany pruky

Nay, ..., Nay, a vemi proky Tr(c;a’;) pro 1 <i < j <m.

Dikaz. Opakované pouzijeme tvrzeni O

Nyni muzeme dokazat, ze nenulovymi idedly jde kratit.
Tvrzeni 4.13. Budte H,I,J < Oy idedly takové, e H # 0 a HI = HJ. Pak I = J.

Dikaz. Rozlisime dva piipady:

a) H je hlavni, ¢ili H = («),a # 0. Mdme HI = (o)l ={«ai |i € [} ataké HJ = (a)J ={aj | j €
J}.

Ok je obor, a tedy ai = o implikuje ¢ = 5. Tedy I = J.

b) H je obecny idedl. Podle tvrzeni mame HH' = (g) pro néjaké g, pricemz g # 0, protoze
H,H' # 0 (tvrzeni [4.8). Tedy

cast a)

HI=HJ= HH'I=HH'J = (¢)] = (9)J I=J 0O

vvvvv

Diikaz vety[£.10, ,<“: AL I D J. Pak I’ > JI'. Podle tvrzeni existuje g takové, ze II' = (g).
Méme tedy (g) D JI'. Podle tvrzeni[1.9 pak (g) | JI', tedy existuje idedl H takovy, ze JI' = (g)H =
IT'H. Podle tvrzeni muzeme zkratit I, ¢imz dostaneme J = I[H, ¢ili I | J. O
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Poznamenejme, ze zatimco véta plati obecné (a je klicem k dukazu jednoznaéné faktorizace na
prvoidedly ve vété 4.17)), tvrzeni je specifické jen pro kvadratickd télesa. Obecné se v dukazu
veéty pracuje s ,lomenymi idedly“ a ,anihilatory*.

Dusledek 4.14. Méjme prvoidedl P < Ok a idedly I, J < Og. Pokud P | I.J, pak P | I nebo P | J.

Dikaz. P | IJEP 517 PS5 T nebo P> JEV P | T nebo P | J. O

4.6 Norma idealu

Stale bud K = Q(v/D) pro bezétvercové D # 0, 1.
Definice. Bud I idedl v Ok. Norma idedlu I je celé ¢islo NI > 0 takové, ze II' = (N1I).
Toto celé &islo existuje podle tvrzeni [4.11] a je jednoznatné (pro m,n € Z z (m) = (n) plyne m | n a
n | m v Z podle disledku [4.2h)), a tedy definice ddv4 smysl.
Pozorovant.

e N(0)=0

e [ =0 & NI=1

Dikaz. ,«<=* (1) =1I'" C IOk =1 =1 = Ok.

e N(IJ)=NI-NJ

e[| J=NI|NJ

e Pokud I | JaJ#0,J#1, pak NI < NJ.

e Pokud I = () je hlavni, pak NI = |Na/.
Diikaz. (NI) =11 = (a)(/) = (ad) = (Na)

Priklad. At K = Q(v/—14).
Pro I = (3,1+ +/—14) mame

NI =NSD(N3,Tr(3- (1 —+/—14)), N(1 4+ +/—14)) = NSD(9, 6,15) = 3.
Pro J = (1 ++/—14,1 — y/—14) mame
NJ = NSD(15, Tr ((1 + v—14)%) ,15) = NSD(15, —26) = 1.
Tedy J = Ok.
Lemma 4.15. Je-li I < Ok nenulovy idedl, pak faktorokruh Ok /T je konecns.
Diikaz. Bud n = NI. Mame surjekci

Ok /(n) = Ok /11 - Ok /1
a+Il'—sa+1

Toto zobrazeni je dobie definované, protoze 1" C I.

Staci tedy dokézat, ze Ok / (n) je konecné.

Uvazujme to jako aditivni grupu. O (+) ~ Z*(+) podle véty [4.3] Pak (n) odpovidd (nZ)?, a tedy
méme izomorfismy aditivnich grup Ok / (n) =~ z? / (nZ)?* = (Z/ nZ)Z, jez ma n? prvki. H

Poznamenejme, ze faktorokruh Ok /I mé ve skute¢nosti presné NI prvku (coz v obecném ¢iselném
télese slouzi k definici normy ideélu).
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4.7 Prvoidealy a faktorizace
Bud K = Q(vD), D # 0,1 bezétvercové.

Tvrzeni 4.16. Bud P < Oy idedl. Ndsledugjici tvrzent jsou ekvivalentni:

a) P je nenulovy prvoidedl,

b) P je mazimdlni idedl,

c) P je vlastni idedl a plati: Pokud P = 1J pro néjaké idedly I, J < Ok, pak I = Ok nebo J = Ok.

Dikaz. b) = a) je jasné.
¢) = b): At P C I. K dikazu maximality chceme dokdzat, ze I = P nebo I = Ok.

Véta implikuje I | P, ¢ili P = IJ pro néjaké J. Podle ¢) pak méme I = Ok nebo J = O.
Pokud J = Ok, pak P=1J = 1.

a) = c): At P=1J. Pak P D IJ, atedy P D I nebo P D J z definice prvoideélu, bino P D I.
Podle véty pak mame P | I.

Zaroven ale I | P, protoze P = IJ. Dohromady tedy mame P D I D P (podle véty , cii P =1,
a tedy POg = P = PJ, coz podle tvrzeni [4.13] implikuje J = Ok.

Tim je tvrzeni dokazané, ale pro zajimavost si ukazme jesté jednu implikaci.

a) = b): P prvoideal implikuje, ze Ok /p je obor. Chceme, ze Ok /p je téleso, protoze pak je P
maximalni ideal. Podle lemmatu vime, ze Ok /p je konecné.

Lemmatko. Kazdy konecny obor je téleso.

Diikaz. Bud R konetny obor a a € R, o # 0.

Uvazujme hlavni idedl (o) = {ar | r € R} C R.

Plati, ze ar = ar’ < r =1', protoze R je obor (a(r —r') =0=1r—1"=0).

Tedy #(a) = #R. Ale protoze (o) C R, mdme (o) = R > 1, a tedy 36 : af = 1, éli a je
invertibilni. O

Pozndmka. Dokéazali jsme, ze Ok (pro K = Q(v/D)) je Dedekindiv obor, kde obor R je Dedekindiiv,
pokud:

e R je noetherovsky.

e R je celistvé uzavieny: Bud T podilové téleso R. R je celistvé uzavieny, pokud Vo € T plati:
a je celistvy nad R = o € R.

e Kazdy nenulovy prvoidedl je maximalni.

Pozndamka. Okruh celistvych prvkia Ok libovolného ¢iselného télesa K je Dedekinduv.
Jednoznacna faktorizace na prvoidealy plati i v obecném Dedekindové oboru.

Véta 4.17. Bud K = Q(vD), D # 0,1 bezétvercové. Kazdyj nenulovy idedl I < Ok jde rozlozit na
soucin prvoidedli
I=P"...Pf v >0,k,... k €N,

kde Py, ..., P, jsou po dvou ruzné prvoidedly. Tento rozklad je jednoznacny az na poradi.

Diikaz.
FEzistence. Indukei podle N([I):

e N(I)=1. Pak I = Ok a zvolime r = 0.
e N(I) > 1. Rozlisime dva pripady:

— I je prvoideal. Pak mame rozklad I = I*.
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— I nen{ prvoidedl, potom z tvrzeni méme, ze [ = H.J pro néjaké idedly H # Oy, J #
Ok.
Norma je multiplikativni, takze mame NH, NJ < NI, a tedy H,J maji rozklad podle
indukéniho predpokladu.

(Poznamenejme, Ze prestoze jsme udélali dukaz indukei podle normy NI € N| typicky neexistuji
idealy vsech moznych norem.)

Jednoznacnost. AL Pf ... Phr = Q4 ... Qb.
Pak P, | Qil .- Q% a tedy podle dusledku P | Q; pro néjaké j. Podle véty [4.10| pak mame

s )

Py D Q;. Ovsem podle tvrzeni [£.16] jsou Pi, Q; maximalni, takze Py = Q;.

7 tvrzeni |4.13| pak dostaneme PF~t... Pk = Q4 ... Q?*l

e Qﬁs a muzeme pokracovat indukeci. [J

V tvrzen{[L.§|jsme dokézali, ze OHI implikuje gaussovskost, pro OHI tedy mame jednoznaéné rozklady
na soucin prvki, jez jsou silnéjsi, nez rozklady na soucin prvoidealii. Obecné existuji gaussovské obory,
které nejsou OHI, ne vsak v pripadé Og:

Veéta 4.18. Ok je OHI, pravé kdyz je gaussovsky.

Diukaz. ,=*: Tvrzeni[1.8

»,<=": Postupné dokazeme:

(1) Pokud je 7 prvocinitel v Ok, potom je (m) prvoidedl.

Podle lemmatu |1.6[ staci dokazat, ze a5 € (7) implikuje a € (7) nebo 5 € (7).

Necht a3 € (7). Pak 7 | a3, a protoZe je m prvocinitel, madme 7 | a nebo 7 | 5. To ale znamen4d, Ze
a € (m) nebo S € ().

(2) Kazdy prvoideal P < Ok je hlavni.

P = (0) zfejmé je hlavni; necht P # (0).

Potom P déli (n) pro néjaké n € Z (napiiklad muzeme vzit n = N P). Uvazujme rozklad ¢isla n na
prvocinitele v Og: n || 7bt - - ke,

Méme P | (n) = ()" -+ (m,.)k, a tedy P | (7;) pro n&jaké j podle dusledku [4.14]

Podle (1) mdme, ze (m;) je nenulovy prvoidedl, a tedy maximdln{ idedl podle tvrzenf [4.16] Zéroven
P D (m;) podle vety |4.10, a tedy P = (;) je hlavni idedl

(3) Kazdy idedl je hlavni.

1B pla . pre @ gk (Y = (b ke, 0

4.8 Popis prvoidealua

Bud K = Q(\/E), D # 0,1 bezctvercové. Cheeme explicitné popsat, jak vypadaji prvoidedly v Og.
Napriiklad vime, ze:
Priklad. V Z[i] je kazdy idedl hlavni a jsou tii typy prvoidedlu, které dostaneme rozkladem prvocisel
peN:

e (2) = (1+14)?% kde (1+1) je prvoideal,

e pro prvocislo p =3 (mod 4) je (p) prvoidedl,

e pro prvocislo p = 1 (mod 4) existuje jednoznaéné (az na potradi) vyjadieni p = a®>+b?s a,b € N

a odpovidajici rozklad (p) = (a + bi)(a — bi), kde (a + bi), (a — bi) jsou ruzné prvoidedly.

Napiiklad (5) = (2 +14)(2 — 1), (13) = (3 + 24)(3 — 24).

Podobné tii moznosti nastanou obecné, jak za chvili dokazeme.
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Lemma 4.19. Bud P nenulovy prvoidedl v O . Pak

a) 3! prvocislo p e N: P | (p).

b) N(P) = p nebo p°.

c) Je-li I idedl v Ok takovy, Ze N(I) = p je prvocislo, pak je I prvoidedl.

Diikaz.

a) Af n = N(P) a uvazujme prvoéiselny rozklad n = pi' - - pkr v Z.

Pak P | PP' = (N(P)) = (p1)" -+ (p,)*, a tedy P | (p;) pro néjaké j. Zbyva dokdzat jednoznacnost.
At P | (p),(q), kde p # ¢ jsou prvocisla v Z. Podle Bézoutovy rovnosti existuji a,b € Z takova, ze
ap + bg = 1. Pak ale P | (ap + bq) = (1) = Ok, coz je spor s tim, ze P je prvoidedl.

b) P | (p) = N(P) | N((p)) = p*. Tedy N(P) muze byt 1,p nebo p?, ale N(P) = 1 nejde, protoze
P # Ok.

c) At I neni prvoidedl, ¢ili podle tvrzeni mame I = AB pro vlastni idedly A, B. Pak ale
p=NI=NA-NB, atedy NA nebo NB se rovna 1, coz implikuje A = Ok nebo B = Ok. m

Véta 4.20. At Ok = Z|w], kde

w—{\/ﬁ {mZ—D pro D =2,3 (mod 4)

ma minimalni polynom f(x) =
%5 oy i@ ?—z+=2 pro D=1 (mod 4)

Pokud je p € Z prvoéislo, potom rozklad (p) na prvoidedly v O odpovidd rozkladu polynomu (f(z)
mod p) € F,[z] na soucin ireducibilnich polynomai.
Muzou nastat tri pripady:

a) f(x)

b) f(x) = (x — ¢)(x — d) mod p pro néjakd ¢ Z d mod p. Potom (p) = PP’ pro prvoidedly P #
P’ N(P)= N(P') =p.

) ()

Dikaz. Méme

mod p je ireducibilni. Potom (p) je prvoidedl s normou p*.

(x —¢)® mod p pro néjaké c. Potom (p) = P? pro prvoidedl P takovy, Ze N(P) = p.

O = Z[w] ~ Zlzl/( f(2))
a+bw— a+ bx

Orc/ ()= 221/ (p, p(a)) = Folt)/ (1 @)
(a4 bw) mod p — (e mod p)+ (b mod p)x

Rozlisme, jak vypads Fplz] / (f(z)) v nasich trech pripadech:

a) f(x) mod p je ireducibilni. Pak ]Fp[ﬂ/(f(x)) je teleso.

b) f(x) = (x — ¢)(x —d) mod p pro ¢ Zd mod p. Podle ¢inské zbytkové véty pak mame
Folel/ (£ () 2 Foltl/ (z — ) x Foll/(z — @) ~ F, x F,.

Neni to tedy téleso a neobsahuje zadny nilpotent, coz je prvek u # 0 takovy, ze u* = 0 pro néjaké k.
c) f(x) = (x — ¢)* mod p. Potom Fp[-f]/(;g — ¢)? nenf téleso a obsahuje nilpotent (x — ¢), protoze

(r—¢)*=0 mod (z — ¢)*

Podobné uvazujme, jak vypada Ok / (p)- Diky izomorfismu Ok/ (p) = Fplz] / (f(z)) musi odpovidat
pripadum vyse:
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a) Ok je téleso. Pak je maximalni idedl, a tedy podle tvrzeni |4.16| je rvoideal.
) UK /(p) ] p)i Y p je (p) p

b,c) Ox/ (p) nenf téleso, a tedy (p) neni prvoideal.

Pak (p) = PI pro vlastni idedly P,I < Okx. Mdme N(p) = p* = N(P)-N(I), atedy N(P) = N(I) =
p. Podle lemmatu MC) jsou pak P, I prvoidedly.

Zaroven z definice normy mame (p) = (N(P)) = PP, tudiz P’ = I diky jednozna¢né faktorizaci
AI7

Zbyva rozlisit dva ptipady:

- Pokud P = P', potom Ok / (p) = Ok / p2 obsahuje nenulovy nilpotent, a to obraz libovolného prvku
a € P\ P? (mdme totiz a ¢ P? a a® € P?). Jedn4 se tedy o piipad c).

- Pokud P # P’, potom P, P’ jsou riizné maximalni ideély, a tedy komaximalni, takze Ok / (p) =
Ok /pp! o Ok /p x Ok /p/, kde Ok / p,Ok/ p jsou télesa, protoze P, P’ jsou maximalni idedly.
Tedy Ok / (p) neobsahuje nilpotenty. Jedna se tedy o pripad b).

Ovéreni norem je trivialni. O
Timto zpusobem muzeme i explicitné urcit, jak rozklad na prvoidedly vypada:

Véta 4.21. Bud p € N prvocislo takové, Ze (p) nend prvoidedl v O . Potom f(z) = (z — ¢)(z — d)
mod p (pricemz muze byt ¢ = d mod p) a plati (p) = (p,w — ¢)(p,w — d).

Diikaz. Podle véty méame (p) = PP a f(x) = (z — ¢)(x — d) mod p.
Bud I = (p,w — ¢). Potom I = (p,w —¢) D (p), a tedy I | (p) = PP’. Plati w — ¢ & (p) (cviceni), a
tedy I # (p). Tedy I = P nebo I = P’ nebo I = Ok; chceme dokazat, ze I # Ok, ¢ili ze N(I) # 1.
Podle tvrzeni mame N (I) = NSD(N(p), Tr(p(w — ¢)), N(w — ¢)). Spoc¢téme tyto hodnoty:

o N(p) =p?

o Tr(p(w—rc))=pTr(w—rc)

e Nw—c¢)=(w—-¢)(lw—¢) =(c—w)(c—w') = f(c) =0 mod p.
Z toho plyne, ze viechna tato ¢isla jsou délitelnd p, a tedy p | N(I) # 1. Tudiz I # Ok, atedy I = P
nebo P’ je prvoidedl.
Podobné mame, ze (p,w — d) = P nebo P’ je prvoideal.
Zaroven mame P = P < ¢ =d mod p < (p,w —¢) = (p,w — d). V kazdém piipadé dostaneme
(p) = PP'= (p,w —c)(p,w — d). O

Veéty a ndm umoznuji najit rozklad libovolného idedlu I v Ok na prvoidesly, napiiklad
takto:

1. Rozloz N(I) na soucin prvocisel N(I) = pi* ... pkr v Z.

2. Kazdé (p;) rozloz na soucin prvoidedlia v Ok.

3. Tim dostaneme rozklad idealu (N(I)) = P* --- P’ na soucin prvoidealii v Ok.

4. Zaroven mame [ | II' = (N(I)), a tedy I = P/"™ --- P pro néjakd 0 < m; < ¢,.

5. Najdi spravné hodnoty m;: prinejhorsim jde vyzkouSet vSechny mozné kombinace, ale uvazovani
norem idedlu hodné pomuze; v zasadé jde o to vzdy spravné vybrat mezi P; a P/.

4.9 Priklady v K = Q(v/—14)

V této sekci bud K = Q(v/—14), takze O = Z[/—14].
Priklad. Jak hledat prvoidealy?
e Zajima nas 2% + 14 mod p, tedy 22 = —14 mod p
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e f(x) mod p reducibilni < —14 je kvadraticky zbytek modulo p (pro p { 14).
e p=22>=-14 (mod 2) = x =0 (mod 2) (0 je dvojndsobny koien)
(2) = P pro P, = (2,V/~14)
e p=3,2°=-14=1 (mod 3) =z = &1
(3) = Py- P pro Py = (3,v/—14 + 1)
e p=52>=—-14=1 (mod 5) = z = +1
(5) = P5 - Ps' pro Ps = (5,v/—14 + 1)
i p:7,(7):P72 proP7=(7,\/—_14)
e p=11,22 = —14 =8 (mod 11), 8 neni kvadraticky zbytek modulo 11 = (11) je prvoidedl
e p=13,22=-14= -1 (mod 13) = 2z = 45

(13) = Pr3 - P{3 pro Pz = (13,v/~14 +5)

Priklad. Rozlozte (1 4 v/—14) na souéin prvoidedlua
Nl+yv—Td)=1+14=15=3-5

Plati: 1 ++/—14 € P37 Ano

Také 1+ v/—14 € Py. Tedy (1 + /—14) = P, - P,

Priklad. Rozlozte (2 + 3v/—14)

N(@2+3y/—14)=4+9-14=130=2-5-13

24+3v-1l4eh

24 3y—T4€ Ps? 243y—Td—3(v/—1d+1)=—1¢ Ps = 2+3y/—14 ¢ P
ep

2+ 3y/—14 — 3(v/—Td+5) = —13 € Ppa, tedy 2 + 3v/—14 € Py

(2+3y—14) = P, P - Py

Priklad. Rozlozte (54 2v/—14).

N(5+2y/—14) =25+ 4-14 = 25 + 56 = 81 = 3%.

Kdyby Ps, P5' | (54 2v/—14), potom by (3) | (5 + 2y/—14), to by znamenalo 3 | 5+ 2y/—14 v Ok,
ale to neni pravda.

Tedy jen jedno z Ps, P§ déli (5 + 2v/—14)

5+2y—14—2(V—1d+1) =3 € Py, tedy P; | (5+ 2v/—14) a z toho (5 + 2v/—14) = P}

Priklad. Rozlozte (1 + +/—14,5+ 2¢/—14)
(14 +/—1d) = P; - Ps, (5 + 2/—14) = P4
Tedy (14 v—14,5 + 2y/—14) = P



5. Zadani cviceni

Ve verzi ze zimniho semestru 2023,/2024 podle Matéje Dolezédlka. V dalsi kapitole nasleduji (¢dstecnd)
feSeni.

5.1 Cviceni 1

idealy, idealové operace, prvoidedly, maximalni idedly

1. Dokaz, ze sjednoceni fetézce (libovolné mnoha) idedla Iy C I, C I3 C --- je idedl.

2. Proidedly I, J definujme I + J :={a+0b|a € I,b € J}. Dokaz, ze I + J je nejmensi idedl v R,
ktery obsahuje I a J.

3. Bud R okruh a M idedl v R. DokaZ:
a) M je maximalni, pravé kdyz pro vSechna a € R\ M plati R = M + aR.
b) Pokud M je maximdlni a a € R\ M, pak existuji m € M a r € R takova, ze 1 = m + ar.

4. Meéjme ideély I, J, K okruhu R. Dokaz, ze IJ C INJ a I(J+ K) = IJ + I K. Najdi ptiklad,
kdy IJ #1NJ.

5. Urci: Qlal/(z+2), Qla]/(?—2), Qlal/(2? 1), Rla)/(a®—2), Zla]/(* —2).

6. Dokaz, ze operace na faktorokruhu jsou definované korektné a ze jde o okruh (a dokaz ostatni
véci z prednasky, které jsme nechali jako cviceni).

7. Dokaz 3. vétu o izomorfismu: Je-li R okruh, I < R idedl a S C R podokruh, pak je S + I
podokruh v R a plati (S + 1)/ ~ S/(Sﬂ])-

8. Uvazujme okruh Z a uvazujme v ném idedly I = (168) a J = (288).
a) Jak vypadaji vSechny maximalni idedly a prvoidedly v Z?
b) Urci I+ J,IJ, INJ, I*+J.
c¢) Najdi vechny prvoidedly, které obsahuji ideal I, J, I.J, I N J, resp. J>.

9. Bud R obor hlavnich idedlt a a,b € R.
a) Urci (a)(b), (a) + (b), (a) N (b).
b) Jak vypadaji vSechny maximélni idedly a prvoidedly v R?
c) Dokaz, ze faktor R podle nenulového prvoidedlu je téleso.

10. Pro podmnoziny A, B okruhu R definujme A ® B := {ab | a € A,b € B} (pozor, toto
neodpovidd ndsoben{ idedlu). Bud' I idedl v R. Dokaz, ze (a + 1) ® (b+ I) C ab+ I. Plati opacna
inkluze?

11. Uvazujme obor hlavnich idedli Q[z] a idedly [ = (2® + 22 +2x +2) a J = (23 — 222 + 22 — 4).
a) Utci I+ J, 1J, INJ, I + J°,
b) Které faktory modulo hlavni idedl z bodu a) jsou obory?
c¢) Najdi viechny prvoidedly, které obsahuji idedl I, J, I.J, I N J, resp. J>.

56
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12. Bud R noetherovsky okruh a I < R idedl. Dokaz, Zze R/I je také noetherovsky.

13. Je dan okruh R, v némz pro kazdé x € R existuje celé ¢islo n > 2 tak, ze 2™ = x. Dokaz, ze
kazdy prvoidedl v R je maximalni.

Hinty
5. 1. véta o izomorfismu + nekdy Cinské zbytkové.
7. Projekce m: R — R/I a jeji zizeni na ¢: S — R/I. 1. véta o izomorfismu pro ¢.
10. Neplati. Zvol R = Z a prvocislo v ab + 1.
12. Idedly v R/I jsou piesné tvaru J/I pro J < R, J D I.
13. Najdi inverz ve faktorokruhu.

5.2 Cviceni 2

Gaussovo lemma, Cinska zbytkova véta, vyuziti Zornova lemmatu

1. Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Pro kazdy ireducibilni polynom f € Tlx]
existuje u € T\{0} takové, ze uf je ireducibilni prvek R[z].

2. Bud K téleso. Pak K[z,y] i K[z, 22, ...] (nekonetné mnoho proménnych) jsou gaussovské, ale
K|z, y] neni obor hlavnich idedlu (ale je noetherovsky) a K[z, 2s,...]| neni noetherovsky ani obor
hlavnich idealu.

3. Popis viechny idedly v okruhu Z/(150) a charakterizuj, které dvojice z nich jsou komaximalni.

4. Bud R okruh. Pomoci Zornova lemmatu dokaz, Ze kazdy vlastni idedl je obsaZeny v néjakém
maximalnim idealu.

5. Pouzij ditkaz Cinské zbytkové véty (zejména krok, kdy 1 = ay + ag) ke konstrukei explicitniho
izomorfismu Z/(n) x Z/(m) ~ Z/(mn) pro n = 16,m = 35. Jaké znadmé vété krok ze zavorky
odpovida?

6. Uveédom si, ze v usporadané mnoziné A muze existovat i nespocetny fetézec B, na jehoz inde-
xovani nestaci prirozend ¢isla. Najdi par prikladu takové situace. (Neni v tom zadny chyték, jen by
si ¢lovék nemél utvorit predstavu, Ze v Zornovi staci vyfesit Fetézce indexované prirozenymi ¢isly.)

7. Nahlédni, ze je-li ¢ : R — S homomorfismus okruhu, pak vztahy ¢ (r) := ¢(r) pror € R a
() := x spliuje pravé jeden homomorfismus ¢ : R[x] — S[z|. Navic je ¢ injektivni/surjektivni,
prave kdyz ¢ je injektivni/surjektivni.

8. Afje Rokruhali,...,I, podvou komaximaln{ idedly v R. Uvédom si, ze z CZV méme specidlné
izomorfismus multiplikativnich grup (R/(I; - - I,))" ~ (R/I;)" x -+ x (R/1I,)”. Jako aplikaci tohoto
faktu si rozmysli, Ze pro lichd prvocisla p # ¢ nemuze byt grupa (Z/(pq))™ cyklicka.

9. Dokaz Zornovym lemmatem: ve vektorovém prostoru lze libovolnou linedrné nezavislou mnozinu
rozsitit na bazi.

10. Bud (M, <) ¢dstecné usporddand mnozina. Dokaz pomoci Zornova lemmatu, ze usporddani <
jde rozsitit na linearni uspotradani, ¢ili ze existuje usporadani < na M, které je linedrni a spliuje:
x <y = x Xy pro vSechna x,y € M.

11. Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Mé&jme nekonstantni primitivni polynom
f € R[z]. Pak f je ireducibilni v T'[z], pravé kdyz je ireducibilni v R[z].

12. * Bud F kone¢né téleso. Nahlédni, ze libovolné zobrazeni g : F' — F lze zapsat polynomemn.
13. * (Eisensteinovo kritérium) Mé&jme primitivni polynom f = a,z™+---+a1x+ag s celociselnymi
koeficienty a prvocislo p. Dokaz, Zze pokud p { a,, p | a; pro i = 0,1,...,n — 1 a p* { ag, pak je f
ireducibilni nad Z. Zkus se zamyslet nad zobecnénim pro obecny obor integrity R namisto Z.
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14. * Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze pokud v okruhu R existuje vlastni ideal, ktery neni
konec¢né generovany, pak v ném také existuje prvoideal, ktery neni konecné generovany.

Hinty
12. Cinsks zbytkova véta v F [x]. Linedrn{ polynomy ddvaji{ maximdln{ idedly. (Alternativné Lagrangeova interpo-
lace.)
13. Predpoklddej pro spor f = gh, zobraz celou situaci projekei Z[z] — Z,[x] a vyuzij jednoznaénych rozkladu.

5.3 Cviceni 3

korenova a rozkladova nadtélesa, algebraicky uzavér, Galoisova grupa, separabilita

1. Bud « algebraicky prvek nad télesem T'. Pak [T(«) : T] = degmq .

2. Pro téleso T' a polynom f(x) ur¢i vSechna mozné kotenova nadtélesa pro f nad T, rozkladové
nadtéleso pro f nad 7', stupné rozsiteni vsech téchto téles a také jejich Galoisovy grupy nad 7"

a) flx)=2>+3, T=R, b) flr)=22-1,T=Q, *c) flx)=2*-2,T=Q.
3. Méjme télesa T' C U C V. Je-li V algebraické nad U a U algebraické nad T, pak je také V'
algebraické nad T'.

4. Bud U D T rozsifeni téles a o € U kofen néjakého separabilniho f € T[x]. Potom uz je «
separabilni nad 7T

5. Rozsiteni téles konecného stupné je nutné algebraické.

6. Meéjme rozsifeni téles V DU D T. Pak [V : T)|=[V : U] - [U : T).

7. Bud T C U algebraické rozsiteni téles a U C K (ne nutné algebraické). Pak K je algebraicky
uzaver U, prave kdyz K je algebraicky uzaveér T

8. Bud ¢ : K — R homomorfismus okruhii. Pfipomen si, Ze kdyZz K je téleso, musi ¢ byt prosté.
9. Pro téleso T' a polynom f(z) uréi vSechna mozné kofenové nadtélesa pro f nad T, rozkladové

nadtéleso pro f nad T, stupné rozsiteni vSech téchto téles a (piipadné) také jejich Galoisovy grupy

nad 7"
a) flx) =2 +1, T =Q, *e) f(x) =2*+ 1, T =Zy,

b)f(l’):ZA—l,T:Q, **d)f(l’)zl'n—l,T:@?nEN

10. Budte S D T télesa, S algebraicky uzaviené a U = {«a € S | « algebraické nad T'}. Pak je U
algebraicky uzdver T (tvrzeni 2.§] ze skript)

11. Budte T, U télesa charakteristiky 0. Pak Q C T,U a kazdy homomorfismus ¢ : T — U je
Q-homomorfismem. (V charakteristice p mé stejnou vlastnost téleso Z,,.)

12. Prvek a je algebraicky nad télesem T, prave kdyz T'(«) = Tla].

13. * Z4dné konecné téleso neni algebraicky uzaviené.

14. * Bud p prvocislo, T = Z,(y) a U = T(¢/y). Urci [U : T, [U : T], a Gal(U/T).

15. * Algebraicky uzavér nekonecného télesa T' md stejnou mohutnost jako 7.

Hinty
4. Mea,T ‘ f
11. Homomorfismus musi nechdvat na misté celé podtéleso generované jednickou (tzv. prvotéleso).
12. Z minimdalniho polynomu vyrobis inverz (a naopak).
13. Zacni s polynomem, jehoz kofeny jsou vSechny prvky.
14. 2P —y € Zy[y[x] je ireducibilni z Eisensteina, ale mé jen jeden p-nasobny kofen.
15. Rozmysli si, ze #7T[x] = #7T, takze kdyz (v jednom kroku) pfiddme kofeny vSech polynomu, mohutnost se
zachova.



5.4. CVICENI 4 59

5.4 Cviceni 4

rozsiteni separabilni, norméalni, jednoducha a Galoisova

1. Bud U D T rozsifeni koneéného stupné. Dokaz, ze je Galoisovo, pravé kdyz [U : T] =
# Gal(U/T).

2. (zachovévani a skladén{ vyznacnych vlastnost{) Budte V' O U D T rozsireni téles. Vis-li, ze
rozSiteni V' O T ma vlastnost X, rozhodni, zda nutné musi i V2 U ¢ U D T mit vlastnost X.
Vis-li, ze obé V D U, U D T maji vlastnost X, rozhodni, zda ji nutné musi mit i V" > T

a) X = kone¢ného stupné,

b) X = algebraické,
c) X = separabilni,
d) X = normaélni,
e) X = Galoisovo.
3. Rozhodni o nésledujicich rozsifenich, které z vyznacénych vlastnosti z dilohy [2] maji a které ne:
a) COR, b) Q(v/2) D Q, *c) Zy(x) D Zy, *d) Q D Q.
4. Bud V D T Galoisovo rozsifeni a V' O U D T. Dokaz, ze [U : T] = %

5. Bud f € T[z] polynom s rozkladem na navzijem neasociované ireducibilni polynomy f =
fi-++ fr. Uvazujme Galoisovu grupu rozkladového nadtélesa f nad T jako grupu permutaci na
mnoziné kotenu f. Nahlédni, ze kazda z téchto permutaci musi mit alespon k cyklu.

6. (opakovani z piednasky) Bud U téleso, G < Aut(U) podgrupa a T C U podtéleso. Potom plati
Gal(U/ Fix(U,G)) D G a Fix(U,Gal(U/T)) D T.

7. Budiz U D T separabilni rozsiteni koneé¢ného stupné. Nahlédni, ze existuje téleso V' takové, ze
UcCV,[V:T|<([U:T))!arozsiteni V O T je Galoisovo.

8. Podle tvrzeni 2.20] je-li U D T algebraické rozsifeni, pak uz musi kazdy T-homomorfismus
¢ : U — U byt dokonce T-automorfismus. Rozmysli si, Ze algebrai¢nost je nutnd — pro T = Z,,
U = T(x) (téleso racionédlnich funkeci) najdi 7-homomorfismus ¢ : U — U, ktery neni
T-automorfismus.

9. Bud T téleso s charT # 2 a a,b € T prvky s v/a, Vb, Vab ¢ T. Pak [T(y/a,vb) : T] = 4.
* Mizes zkusit dokazat Gal(T(v/a, vb)/T) ~ Zy x Zs.

10. Rozsifeni U D T je normdlni, prave kdyz existuje mnozina M C T'[x] takové, ze U je rozkladové
nadtéleso mnoziny M nad T

11. * (existence separabilniho uzavéru) Bud U D T rozsifeni téles. Vsechny prvky a € U, jez jsou
separabilni nad 7', tvoii podtéleso U.

12. * Bud p prvocislo, U = Z,(z,y), T = Z,(2?,y?). Dokaz, ze rozsiteni U D T neni jednoduché.

Hinty
4. Staéf zkombinovat [2}e) a[i].
7. Ma&s jednoduché rozsiteni, rozloz minimalni polynom.
11. Uvédom si, ze libovolné dva separabilni prvky nageneruji separabilni rozsifeni.
12. Pokud U = T'(r), nahlédni r? € T a vyvod spor pomoci stupi.
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5.5 Cviceni 5

pocitani Galoisovych grup, Galoisova korespondence

Na tomto cvi¢eni pro nas urcit Galoisovu grupu znamend najit néjakou ,zndmou“ grupu, které je
izomorfni, a rozmyslet si, jak jednotlivé automorfismy pusobi. Znamé grupy jsou tieba Z,, Ds,, S,
nebo souc¢iny znamych grup.

1. Uréi Galoisovu grupu 7' D Q a vSechna télesa U, T' D U D Q, jestlize

a) T =Q(i,v?2), b) T = rozkladové nadtéleso z* — 2 nad
Q.

2. Pro rozsiteni téles U D T urci [U : T spolu s bazi U jako vektorového prostoru nad 7', rozhodni,
zda jde o Galoisovo rozsiteni, a pokud ano, urci také vSechna télesa V., U DV D T, jestlize

a) U=Q(V2,e™/3), T =Q, c) U=Q(V2,V3,V5), T=Q,
b) U=Q(V3), T=0Q d)U:Q<\/1+\/§),T:Q.

3. Bud U rozkladové nadtéleso polynomu f nad télesem T. Urci U, [U : T|, bazi U nad T a
Gal(U/T) (muzes se taky zamyslet nad télesy V, U D V D T, ale mnohdy vypadaji dost osklive),
jestlize

a) f=a?=5T=0Q, 0) f=(a? ~3)(a* —5), T = Q(v2),

b) f=a%—2 T =Q(e*/3), *d) f=(22-1)2-2,T=0Q.

4. Meéjme télesa VO U D T takova, ze jak V' DO T, tak U D T jsou norméalni rozsiteni. Pak
Gal(V/U) «Gal(V/T) a Gal(V/T)/ Gal(V/U) ~ Gal(U/T).

5. Uvazujme cyklotomické télesa.
a) Pripomeii si, ze Gal (Q(e*™/™)/Q) ~ Zx. Predpoklédej, ze uz vis [Q(e*™/") : Q] = ¢(n).
b) Bud U rozkladové nadtéleso x?° — 1 nad Q(¢). Uréi Gal(U/Q(i)) a vSechna mezitélesa V,
U DV DQ®).
c) * Bud U kofenové nadtéleso 22 + 22 — 2z — 1 nad Q. Urci Gal(U/Q).

6. Mejme rozsiteni U D Q konecéného stupné, které ale neni norméalni. Zamysli se, jestli presto
nedovedeme néjak pomoci Galoisovy korespondence najit vSechna télesa V, U D V D Q. Obecnéji
uvazuj totéz pro rozsiteni U D T, jez je separabilni a koneé¢ného stupné, ale neni normélni.

7. * Bud U rozkladové nadtéleso polynomu f nad télesem T. Urci U, [U : T|, bazi U nad T a
Gal(U/T) a vsechna télesa V., U DV D T, jestlize

a) f=a®—5,T =12, o) f=at —z, T =17,
b) f=a'—-3,T=17Zs,

8. ** Nahlédni, ze pokud Gal(T/Q) ~ A4, pak neexistuje zadné téleso U, T' D U D Q se stupném
[U : Q] = 2. Pokud si véifs, zkus dokdzat, Ze rozkladové nadtéleso f = x? + 8z + 12 nad Q je
prikladem takového T'. (Mné se to zatim nepovedlo dokazat, ale podle duvéryhodného zdroje by to
méla byt pravda.)

Hinty
5. b) Divej se na Gal(U/Q(7)) uvniti Gal(U/Q), jeji strukturu znds. c¢) Divej se v sedmém cyklotomickém télese.
6. Nestaci se na vSechno podivat uvniti vétsiho rozsiteni, které je Galoisovo?
7. a), b) Jaké ma Zr/Z; tteti/ctvrté odmocniny z jednicky? c) Trik: mnozina kofeni je uzaviend na s¢itani i
nasobeni.
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5.6 Cviceni 6

algebraické mnoziny, Hilbertova véta o nulach, radikaly

1. Rozhodni, které z nasledujicich mnozin jsou algebraické:
a) {(t,t*,t*) e K*? |t € K}, d) * Z? jako podmnozina R?,
b) {(cost,sint) € R? | t € R}, e) *{(t,sint) € R* | t € R}.
¢) Z jako podmnozina R,

2. (protiptiklad Hilbertovy véty bez algebraické uzavienosti) Najdi v R]z| maximélni ideél, ktery
neobsahuje zadny linearni polynom.

3. Jacobsoniv radikdl okruhu R definujeme jako J(R) := (1< z maximami M- Nahlédni, ze a €
J(R), prave kdyz je 1 — ar jednotka pro kazdé r € R.

4. Urci v oboru celych ¢isel Z

a) \/(0), J(Z),

b) v/(25), v/(125), 1/(50), 1/(100), \/(IL; pi") pro po dvou rizna prvocisla p;.
Dale urci

&) J(Z/(100)),

d) * kdy je (Z/(n))/j(z/(n)) téleso.

5. V oboru (C[a:] polynomﬁ nad komplexnl'mi cisly
a) spocitej /(0 j ), —3)5(z — D4 (a3 +2), /(26 — 2t — a2 + 1),
) dokaz, Ze \/(p) = (xsp57 kde p € Clz].

6. Pracujme nad K = C:
a) Dokaz, ze I[(V(2? —y)) = (#* — y) a Ze algebraickd mnozina V (2? — y) C C? je ireducibilni.
b) Uréi mnozinu V (y* — 22, y* — 2%9y* + 2y* — 23) C C? a rozloZ ji na ireducibilni komponenty.
c) * Rozloz V(2? + y* — 1,2% — 22 — 1) C C? na ireducibiln{ komponenty.

7. Je-li K konecné téleso, pak je kazda podmnozina v K™ algebraicka.
8. Nahlédni, ze pro idedl I < R je v/I roven n='(1/0/I), kde 7 : R — R/I je pfirozend projekce.

9. Bud K nekonetné téleso a V' = {(t,#*,¢°,...,t") | t € K} C K" Urci I(V) (s dikazem!) a na
zékladé ulohy z DU (V ireducibilni <= (V) prvoideal) vyvod, ze V je ireducibilni.

10. Rozmysli si nasledujici charakterizace idealit pomoci faktorokruhti: I < R je
e maximdlni, pravé kdyz jsou vSechny nenulové prvky R/I invertibilni,
e prvoidedl, pravé kdyz je soucin nenulovych prvka v R/I vzdy nenulovy,
e radikdlovy, pravé kdyz je mocnina nenulového prvku v R/I vzdy nenulova.

11. Dokaz, ze f(z,y) = y* + 2*(x — 1)? € R[z, y| je ireducibilni polynom, ale mnozina V(f) C R?
je reducibilni.

Hinty
7. Jednobodové mnoziny jsou vzdy algebraické.
9. Pieved vie na jednu proménnou.
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5.7 Cviceni 7

Algebraické teorie ¢isel

1. Najdi vSechny jednotky v (’)Q(@) pro D = -2 -3, 7.
* Pokud uz jsi nékdy vidél(a) Pellovu rovnici, zkus i D = 2, 5.

2. Ireducibilni prvky pro K = Q(v/—14):
a) Pokud ma prvek a € Ok normu p, coz je prvocislo v Z, pak je a ireducibilni v Ok.
b) Najdi néjaky ireducibilni prvek v Z[v/—14] s prvociselnou normou.
c) Dokaz, ze 3 a 1+ y/—14 jsou ireducibilni.
d) Dokaz, ze 3-3-3-3 = (54 2v/—14)(5 — 24/—14) jsou dva ruzné ireducibilni rozklady.

3. Hlavni idedly pro K = Q(v/—14):

a) Dokaz, ze (17 4 2v/—14,20 + v/—14) = (3 — /—14) je hlavni ideél v Z[/—14].

b) (2,+/—14) neni hlavni idedl v Z[v/—14].

c) Dokaz, ze (2 4+ +/—14,7 + 2y/—14) = (3,1 — v/—14) a ze jde o vlastni idedl, ktery neni hlavni.
4. Nésobeni idedlt pro K = Q(v/—14):

a) (5+v/—14,2 + v—14)(4 + v/—14,2 — /—14) = (6,3v/—14).

b) Bud I = (3,14 +/—14). Pak II' = (3), I neni hlavni a [ # I'.

¢) Bud J = (5,1++/—14). Pak (15) = IJI'J'. Vyuzij toho k nalezen{ dvou ruznych ireducibilnich

rozkladu 15.

d) * I, J jsou prvoidedly.

5. Bud G podgrupa aditivni grupy Z", kde n € N. Dokaz, ze G ~ Z™ pro né&jaké m, 0 < m < n.

Jako dusledek nahlédni, ze libovolny idedl v Ok lze zapsat nanejvys dvéma generdtory.

6. Bud K = Q(vD) a w = VD, resp. Y2 pro D = 2,3, resp. 1 (mod 4). Pro m € Z a
a=a+bw € Ok dokaz, ze m | a v Ok, pravé kdyz m | a,b v Z. Nahlédni, ze pro D = 1 (mod 4)
nemusi totéz platit pro m | a + WD, a,b e Z.
7. Vytes diofantické rovnice 2% + 1 =%, 2? + 3 =y a 2? + 4 = .
8. Dokaz, ze Oy /p) = ZIV'D], resp. Z[*YP] pro D = 2,3, resp. 1 (mod 4).
9. Bud K = Q(vD). Je-li P < Ok nenulovy prvoidedl a o € O, potom o™’ = o (mod P).
10. Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Je-li u € T celistvé nad R, pak u € R.
11. * Je ddno prvocislo p > 5 a ptirozené k takové, ze p | k* + 5. DokaZz, Ze existuji pfirozend m, n
splnujici p? = m? + 5n?. Predpokladej, ze vis, Ze tiidova grupa Z[v/—5] je dvouprvkova.
12. ** Zkus si rozmyslet, ze kdyz D = 1 (mod 4), pak Z[v/D] nikdy nemiize byt gaussovsky obor.
Hinty
8. Divej se, kdy méa minimélni polynom celociselné koeficienty.
10. Véta o racionalnim kofeni.

11. Najdi (prvo)idedl s normou p. Co potom tiidové grupa iikd o jeho druhé mocniné?
12. Uloha poukazuje na néco, co Z[v/D] nema.
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6. ReSeni cviceni
Ve verzi ze zimniho semestru 2023/2024 podle Matéje Dolezélka.

6.1 Cviceni 1

idedly, idedlové operace, prvoidedly, maximalni idedly

1. Dokaz, ze sjednoceni fetézce (libovolné mnoha) idedlu Iy C Iy C I3 C - -+ je idedl.

Reseni. Bud okruh R a zkoumané sjednoceni I. Pro a,b € I, r € R méame dokézat a £ b € I,
ra € 1. Z definice sjednoceni musi pro néjaké indexy byt a € Iy, b € I,. Pro m = max {k, ¢} pak uz
a,b € I,,, takze definici idedlu a £ biralezi v I, C I.

2. Proidedly I, J definujme I + J :={a+0b|a € I,b € J}. Dokaz, ze I + J je nejmensi idedl v R,
ktery obsahuje I a J.

Reseni. I+ J je idedl: soucet generickych prvkia z I + J je

(&1 + bl) + ((12 + bg) = (al + CZQ) + (bl + bg) .
—_——  ——
el eJ
Obdobné r(a+b) =ra+rbe I + J. Déle I + J trividlné obsahuje I i J. Naopak kdyz néjaky idedl
K obsahuje I i J, musi uzavienosti na s¢itani obsahovat vSechna a 4 b, tedy obsahovat I + J.

3. Bud R okruh a M idedl v R. Dokai:
a) M je maximdlni, pravé kdyz pro vsechna a € R\ M plati R = M + aR.
b) Pokud M je maximélni a a € R\ M, pak existuji m € M a r € R takova, ze 1 = m + ar.

Reseni. a) M + aR je ideal ostie vétsi nez M (mé navic prvek a), z maximality uz to tedy musf
byt celé R. Opatnym smérem, kdyz M C I C R, volbou a € I\ M dostaneme R = M + aR C I,
takze I = R, coz dd maximalitu M.

b) Idedl na levé strané R = M + aR obsahuje jednicku, takze i napravo ji lze tvarem m + ar
vyjadrit.
4. Mgjme idedly I, J, K okruhu R. Dokaz, ze IJ C INJ a I(J+ K) = IJ + I K. Najdi ptiklad,
kdy IJ #1NJ.

Reseni. Idedly jsou uzaviené na nasobeni, takze pro a € I, b € J je specidlné ab € I. Ideél 1.J je
tvoren soucty takovych soucinu, takze I.J C I. ijlné analogicky IJ C J, takze IJ C I N J.

Pro I(J 4+ K) = IJ + I K dokazme obé inkluze, uvazujeme a € I, b € J, ¢ € K. Nalevo je soucet
soucinu tvaru a(b+c), napravo néjaky soucet soucinu ab plus soucet souc¢inu ac. Souciny tvaru a(b+-c)
umime roznasobit a interpretovat jako prvky idealu napravo — to je inkluze ,C“. Pro opacnou inkluzi
muzeme kazdé ab prepsat na a(b+ 0) a kazdé ac na a(0 + ¢), ¢imz vyrédbime tvary z levé strany — to
je inkluze ,D*.

Prol=J=2)vZijll=(4)#2)=INJ.

5. Urék: Qlz]/(x +2), Qlz]/(2*-2), Qla]/(z*—1), R[z]/(z*-2), Z[x]/(z*-2).

63
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Reseni. Vyjde po fadé Q, Q[v2], Q x Q, R x R a Z[/2]. Strategie: modulen{ ireducibilnim po-
lynomem = ptidani kofene; soucin ruznych ireducibilnich polynomi rozlameme Cinskou zbytkovou
vétou. Napi. pro Q[z]/(z? — 2) posleme homomorfismus

Qlz] — Q[V2],
f f(V2).

Obraz je celé Q[v/2] (predobrazem kazdého a + bv/2 je tieba bz + a), jadro je (2 — 2) (minimdlni
polynom v/2). 1. véta o izomorfismu da vysledek. Pro Q[z]/(2? — 1) musime nejdifv rozlozit na
Q[z]/(x —1) x Q[z]/(x 4 1) (Cinské zbytkova véta), oba ¢initelé jsou pak izomorfni Q. (Alternativné
rovnou posleme homomorfismus Q[z] — Q x Q, f — (f(1), f(—1)), ovéiime, Ze je na, a zpozorujeme,
7e jadro bude (2% —1).)

Specidlné u Z[z]/(x? — 2) muze byt technicky oSemetnéjsi spravné zformulovat, ze jddro je presné
(2? — 2), kde oproti pifkladu nad Q generujeme idedl ve smyslu okruhu Z[z|. Pokud totiz mame
vlastnosti minimélnich polynomu zformulované a dokdzané jen nad télesy (jako tfeba v druhdcké
Algebfe), nemusi byt hned jasné, zda je polynom f € Z[z] nulujici se v v/2, ktery v disledku
toho mus{ byt ndsobkem z? — 2 ve smyslu okruhu Q|xz], také nasobkem z? — 2 ve smyslu okruhu
Z[z]. Tuto obtiz lze odstranit vice zpusoby: napt. se lze odkdzat na Gaussovo lemma — primitivni
celo¢iselny polynom déli jiny celoc¢iselny polynom ve smyslu Q[x], pak uz je podil nutné lezi v Z[z].
Druhou moznosti je rucné si rozmyslet, ze kdyz minimélni polynom bereme monicky a zaroven bude
celociselny, vie bude fungovat jak ma: podivame se na f € Z[z] spliujicf f(v/2) = 0 modulo 22 — 2,
postupné vzdy z* nahradime za 22%72, az zbude linedrni celoéiselny polynom nulujici se v /2, a
takovym je jen 0.

6. Dokaz, ze operace na faktorokruhu jsou definované korektné a ze jde o okruh (a dokaz ostatni
véci z prednéasky, které jsme nechali jako cviceni).

Reseni. R okruh, I ideél, a,b € R. Chceme ovéfit, ze pro z € a + I, y € b+ I bude fungovat
r+y € (a+b)+ I aobdobné zy € ab+ I. K tomu vyjadiime = = a + i1, y = b + iy a s pomoci
uzavienosti idealu na s¢itani a na nasobeni prvkem okruhu mame

r+y=a+i+b+iy = (a+0b)+ (iy +1a),
I
€

Ty = (a + 21)(b —+ Zg) =ab + (aig + b’Ll + ilig) .

[

-~
el

7. Dokaz 3. vétu o izomorfismu: Je-li R okruh, I < R idedl a S C R podokruh, pak je S + I
podokruh v R a plati (S+1)/f ~ S/(SHI)-

Reseni. Ze S + I je podokruh, se rutinné oveid (mé jednicku, je uzavieny na s¢itani i ndsobeni).
Déle sméfujme k pouziti 1. véty o izomorfismu. Projekce 7: R — R/I, r — r + I je surjektivni
homomorfismus. Zuzme ho na podokruh S a pojmenujme . Aby ¢(s) = s+ I bylo 0, musi s € I,
takze Ker p = S N 1. V obrazu se objevi ptesné zbytkové tridy tvaru s 4 I, takze Im ¢ = (S + I)/[
(jedna inkluze je zfejmé, pro tu druhou si uvédom, ze cokoliv tvaru s+ ¢+ I je jednoduse totéz jako
s+ 1). 1. véta o izomorfismu pak dava vysledek.

8. Uvazujme okruh Z a uvazujme v ném idedly I = (168) a J = (288).
a) Jak vypadaji vSechny maximdlni ideédly a prvoidedly v Z?
b) Urci I+ J,IJ, INJ, I*+J.
c¢) Najdi vechny prvoidedly, které obsahuji ideal I, J, I.J, I N J, resp. J2.

Reseni. a) Hlavni idedly generované prvoéisly (prvoidedlem je navic jeste (0)).
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b) Viz ¢ast a) v nasledujicim cviceni, vyjde I + J = (24), I[J = (48384), I NJ = (2016), I* + J =
(288).

c¢) Prvoidedly obsahujici (z) pro  # 0 odpovidaji prvocislum délicim x. Staci tedy pouzit 168 =
23.3 -7, 288 = 25 . 32 a vidy vzit prvocisla z rozkladu.

9. Bud R obor hlavnich idedli a a,b € R.

a) Uréi (a)(b), (a) + (b), (a) N (D).

b) Jak vypadaji vSechny maximélni idedly a prvoidedly v R?

c) Dokaz, ze faktor R podle nenulového prvoidedlu je téleso.

Resent. a) (a)(b) = (ab), (a) + (b) = (NSD(a, b)), (a) N (b) = (nsn(a,b)).

b) Jsou to presné hlavni idedly generované ireducibilnimi prvky/prvociniteli (v OHI je ireducibilni
= prvocinitel); prvoidedlem je navic jesté (0). V dusledku c) jsou nenulové prvoidedly automaticky
maximalni.

¢) Bud (p) nenulovy prvoidedl, pak je p ireducibilni. Chceme, aby libovolny nenulovy prvek v R/(p)
mél inverz. Pro a ¢ (p) je ale (a) + (p) = (NSD(a,p)) = (1), takze xa + yp = 1 pro néjaka x, y. Pak
ale za =1 (mod p).

10. Pro podmnoziny A, B okruhu R definujme A ® B := {ab | a € A,b € B} (pozor, toto
neodpovidd ndsoben{ idedlu). Bud' I idedl v R. Dokaz, ze (a + 1) ® (b+ I) C ab+ I. Plati opacna
inkluze?

Reseni. Dokazovang inkluze je prosté to, ze nésobeni prvkia ve faktorokruhu modulo I funguje.
Opaé¢nd inkluze neplati: napf. 2 - 2 4+ 5Z obsahuje 19, ale (2 4+ 5Z) ® (2 + 5Z) nikoliv (délitelé +1,
+19 ¢éisla 19 nejsou kongruentni s 2 modulo 5).

11. Uvazujme obor hlavnich idedlu Q[z] a idedly I = (z* + 2%+ 22+ 2) a J = (2® — 22% + 2x — 4).
a) Uréi T+ J, IJ, INJ, I? + J3.
b) Které faktory modulo hlavni idedl z bodu a) jsou obory?
c¢) Najdi viechny prvoidedly, které obsahuji idedl I, J, I.J, I N J, resp. J>.

Reseni. Faktorizujme polynomy:
Pt 20 +2=(z+1)(2*+2), 2 —22"+20—4=(v—2)(a*+2).

Snadno tedy v a) ur¢ime potiebnd NSD a nsn:

[+J=(a242), 17 = (2% + 2%+ 20+ 2) - (¢ = 20% + 20 - 1)),

InJ= ((:c—i— 1)z — 2)(a? +2)), 2y g3 = ((x2+2)2).

b) Faktor je obor, pokud modulime prvoidedlem, coz zde odpovidd ireducibilnimu polynomu. Tedy
pouze I + J, ostatni mame zapsany jako souc¢iny vice polynomu.
c¢) Opét vezmeme vsechny hlavni idedly generované ireducibilnimi polynomy z rozkladu.

12. Bud R noetherovsky okruh a I < R idedl. Dokaz, ze R/I je také noetherovsky.
Resend. Pro spor nebud R/I noetherovsky. Idedly v R/I jsou piesné tvaru J/I pro J < R, J D I,
takze pro nenoetherovskost R/I musime mit nekonecny rostouci retézec

NG /TG /TG

Pak jealei J; € Jy, € J3 € --- nekonecny rostouci fetézec idealt v R — spor.

13. Je dan okruh R, v némz pro kazdé x € R existuje celé ¢islo n > 2 tak, ze " = x. Dokaz, ze
kazdy prvoidedl v R je maximalni.
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Reseni. Bud P < R prvoidedl a divejme se na R/P. Chceme ukdzat, Ze je to téleso, takze budiz
xr + P € R/P libovolné nenulové a najdéme k nému inverz. Puvodni reprezentant x € R splioval ze
zadani, ze pro jisté n > 2 plati 2™ = x. Toto zustane v platnosti i v R/P a z predpokladu, ze P je
prvoideal, muzeme prvkem x + P # 0 + P délit, takze

(x+P)"=a"+P=x+P,
(x+P)-(x+P)"?=1+P.

Kazdy nenulovy prvek R/P tedy mé inverz, tedy R/P je téleso, tedy P je maximélni ideal.

6.2 Cviceni 2

Gaussovo lemma, Cinska zbytkova véta, vyuziti Zornova lemmatu

1. Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Pro kazdy ireducibilni{ polynom f € T|[z]
existuje u € T\{0} takové, ze uf je ireducibilni prvek R[z].

Reseni. Berme u := Hp p~) Tento soucin dava smysl, protoze jen koneéné mnoho prvociniteli p
muze dat nenulovy obsah polynomu, jelikoz v kazdém jmenovateli kazdého koeficientu se ticastni jen
kone¢né mnoho prvociniteli. Pak dostaneme c,(uf) = v,(u) +¢,(f) = 0 pro kazdé p, takze uf € R|x]
je primitivni. Jelikoz je zéroven ireducibilni v T'[z], je podle Gaussova lemmatu ireducibilni v R[z].

2. Bud K téleso. Pak K[z,y] i K[x1,Zs,...] (nekonetné mnoho proménnych) jsou gaussovské, ale
K|[z,y] neni obor hlavnich ideédlu (ale je noetherovsky) a K[z, s, ...| neni noetherovsky ani obor
hlavnich idealu.

Reseni. 7 Gaussova lemmatu plati ,R gaussovsky = R[z] gaussovsky“. Vime, ze K[z je OHI,
takze gaussovsky, takze i K|z, y] ~ Klz|[y] je gaussovsky.

Podobné je gaussovsky i kazdy K|xy,...,z,]|. Toho vyuzijeme pro K|zy,...], kazdy jeho prvek f
pouzivé jen konetné mnoho proménnych, takze sam lezi v néjakém Kz, ..., x,]. To je gaussovské,
takze tu mame jednoznacny rozklad. Navic vime, ze nemuze fungovat zadny rozklad, ktery by pouzil
nékterou dalsi proménnou — méli bychom vuci ni uz nutné kladny stupen, kdezto f ma vuci z;, 7 > n
nulovy stupen. Jednoznaény rozklad f v K|xy, ..., x,] tak zustdva jednoznaény v Klzy,...].

K[z, y] neni OHI, protoze (z,y), tj. idedl generovany prvky x a y, nemuze byt hlavni. Kdyby totiz
(z,y) = (f) pro n&jaké f € Klx,y|, muselo by byt f | x, takze deg,(f) < deg,(x) = 0, tedy f je
konstantni vzhledem k y. Zcela analogicky je ale f konstantni vuci x. Je to tedy konstanta f € K,
coZ je spor, protoze v (x,y) zadné konstanty nelezi (kazdy ¢len obsahuje x nebo y v kladné mocniné).
Tim spiSe uz ani K[z, s, ...| nemuze byt OHI.

Noetherovskost: Hilbertova véta o bazi fika ,, R noetherovsky == R[z| noetherovsky“. T¢leso K
je trividlné noetherovské (md jen dva idedly), tedy K[z| je noetherovsky, tedy Klz,y| ~ K[z][y] je
noetherovsky. Naopak K|[xi, s, ...]| neni noetherovsky, protoze mame fetézec idedlu

(1) € (21,22) € (1, 22,23) -+ € (T1,...,2p) -+~

3. Popis vSechny idedly v okruhu Z/(150) a charakterizuj, které dvojice z nich jsou komaximé&lni.

Resent. Idedly v Z/(150) jsou tvaru I/(150), kde I jsou idealy (150) C I < Z. Protoze Z je OHI,
jsou tato I piesné tvaru (d) pro d | 150 = 2 - 3 - 5%. Dva takové I;/(150), I/(150) jsou komaximaln,
pravé kdyz jsou [, Iy komaximdlni v Z, coz nastava tehdy, kdyz jsou jejich generdtory (I; = (dy),
I, = (dy)) nesoudélné — tedy napi. (2)/(150) a (3)/(150) nebo (6)/(150) a (25)/(150).

4. Bud R okruh. Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze kazdy vlastni idedl je obsaZzeny v néjakém
maximalnim idedlu.
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Reseni. Bud dan ideal I < R. Uvazme
A = {idedl J | I C J < R}

usporadané inkluzi. Zjevné I € A, takze tato ¢astecné usporadand mnozina je neprazdna. Kdykoliv
je B C A neprézdny fetézec, polozme J = U B. To je idedl (viz prvni cviceni) a zjevné obsahuje I.
Kdyby nebyl vlastni, pak by obsahoval 1, takze by 1 musela lezet uz v néjakém J € B, coz nelze.
Tedy J € A (a prazdny fetézec ma horni mez I). Tim jsou ovéfeny podminky Zornova lemmatu,
tedy méame v A néjaké maximalni M.

Tvrdime, ze je to maximalni ideal. Kdyby nebyl, pak existuje néjaky ideal I', ze M C I' C R.
Jenze potom by I’ byl vlastni a obsahoval I, takze I’ € A, coz je spor s maximalitou M. Takze M
je skutecné maximalni idedl obsahujici .

5. Pouzij ditkaz Cinské zbytkové véty (zejména krok, kdy 1 = ay + ag) ke konstrukei explicitniho
izomorfismu Z/(n) x Z/(m) ~ Z/(mn) pro n = 16,m = 35. Jaké znamé vété krok ze zavorky
odpovida?

Reseni. Jeden smér izomorfismu Z/(mn) — Z/(n) x Z/(m) je trivialni:
24 (mn) = (2 4 (n), 24 (m)).

Abychom nasli opaény izomorfismus (a+(n), b+(m)) — 7774 (mn), potiebujeme 21+ (mn) € Z/(mn)
takové, ze z; — (1,0), a obdobné néjaké z; — (0, 1). K tomu se hodi Bézoutova véta, protoze kdyz
xn +ym = 1, pak staci vzit z; = ym a 2o = an.

Spustime tedy rozsiteny Eukleiduv algoritmus na n = 16 a m = 35:

35 1 0
6] 0 1
2 3] 1 —2
5 1)-5 11

Tudiz 11 - 16 + (—5) - 35 = 1. Vezmeme tedy z; = (—5) - 35 = —175, 25 = 11 - 16 = 176, coz dava
explicitni izomorfismus

Z)(n) X Z[(m) — Z/(mn),
(a+ (n),b+ (m)) — —175a + 176b + (mn).

(Bézoutovy koeficienty viibec nejsou jednoznacné, takze jako celd ¢isla bychom zde mohli zvolit i jina
¢isla, nicméné jejich zbytkové tiidy mod (mn) by mély byt stéle stejné.)

6. Uveédom si, ze v usporadané mnoziné A muze existovat i nespocetny fetézec B, na jehoz inde-
xovéani nestaci prirozend ¢isla. Najdi par prikladu takové situace. (Neni v tom zadny chytak, jen by
si ¢lovék nemél utvorit predstavu, Ze v Zornovi staci vyfesit Fetézce indexované prirozenymi ¢isly.)
Reseni. Tieba redlnd éisla s jakymkoliv uspofddanim, nebo potenéni mnozina R uspoiddand inkluzi,
nebo cokoliv jina¢tho. Gurmani si téz mohou predstavit svij oblibeny obludné veliky kardindl ¢i
ordinal.

7. Nahlédni, ze je-li ¢ : R — S homomorfismus okruhu, pak vztahy (r) := ¢(r) pror € R a
() := x spliiuje pravé jeden homomorfismus ¢ : R[x] — S[z]. Navic je ¢ injektivni/surjektivni,
prave kdyz ¢ je injektivni/surjektivni.

Reseni. Pro obecné f = Z?:o r;x' € R[x] polozme prosteé
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Ze 1) respektuje séitani je pifmocaré, nasobenf je o néco méné pifmocaré, ale stale snadné (koeficienty
sou¢inu polynomu jsou néjaké vyrazy obnasSejici nasobeni a s¢itani, coz homomorfismus ¢ oboji
zachovava). Jelikoz jen aplikujeme ¢ ,po koeficientech®, zachovéni injektivity/surjektivity je taky
jasné.

8. Afje Rokruhali,...,I, podvou komaximaln{ idedly v R. Uvédom si, ze z CZV méme speciglné
izomorfismus multiplikativnich grup (R/(I; - 1,,))" ~ (R/I;)" x -+ x (R/1I,)”. Jako aplikaci tohoto
faktu si rozmysli, Ze pro lichd prvocisla p # ¢ nemuze byt grupa (Z/(pq))™ cyklicka.

Reseni. Okruhova struktura uz v sobé obsahuje strukturu multiplikativni grupy, takze jejich izo-
morfismus je jen zeslabenim plné CZV. Nésledné fad (a,b) € Z; x Z; je nejmensim spolecnym
nasobkem tadu a a b. Kvuli ged(p — 1,¢ — 1) > 2 pak tdd nemuze dosdhnout (p — 1)(q — 1).

9. Dokaz Zornovym lemmatem: ve vektorovém prostoru lze libovolnou linedrné nezavislou mnozinu
rozsitit na bazi.

Reseni. Uvazuj linearné nezavislé nadmnoziny dané mnoziny usporadané inkluzi a pouzij Zornovo
lemma. Maximalni mezi nimi musi byt i generujici, jinak by nebyla maximalni.

10. Bud (M, <) ¢dstecné usporddand mnozina. Dokaz pomoc{ Zornova lemmatu, ze usporddani <
jde rozsitit na linearni uspotradani, ¢ili ze existuje usporadani < na M, které je linedrni a spliuje:
x <y = x Xy pro vSechna z,y € M.

Reseni. Céstecné uspofadani je relace, tj. néjakd podmnozina M x M, takze je samotné muzeme
usporadavat inkluzi. Méjme tedy

A = {=2D < | =X je éastecné usporadani mnoziny M} .

Podobné jako v predchozich ukézkach ovérime podminky Zornova lemmatu; horni zdvorou tetézce
je vzdy jeho sjednoceni. Pak mdme v A néjaké maximdlni <. Pro spor necht neni linedrni, tedy
necht je v ném néjakd neporovnatelnd dvojice x, y, tedy ani (z,y), ani (y, ) neni prvek <. Pak si
muzeme vybrat, aby y bylo vétsi nez x, a pridat tento vztah spolu se vsemi okamzitymi dusledky z
tranzitivity. Formalné feceno, vezmeme

%:zﬁU{(a,bHa,bGM, a<z, y<b}

a tvrdime, Ze to je opét castecné usporadani, coz bude spor s maximalitou <.

e Reflexivita: jasnd, viechny dvojice (m, m) uz v < byly.

e Antisymetrie: aby neplatila, muselo by uz diive v < lezet néjaké (b, a). Pak by ale diky y b <
a < x musely byt y a x porovnatelné, coz je spor.

e Tranzitivita: aby neplatila, musime mit n¢jaké k, ¢, m € M tak, ze k < ¢, ¢ < m, ale nikoliv
k < m. Pokud budeme pouzivat jen porovnani, ktera uz byla v <, nic se nezmenilo, takze
BUNO uvazujme, 7e (k,0) € e jedna z dvojic tvaru (a,b), co jsme prldah tedy k<x ay /.
Odkud pochéazi dvojice (¢,m) € <7 Pokud uz bylo ¢ <'m, pak méame jednoduse y < ¢ < m,
takze y < m, takze i (k,m) bude jedna z dvojic, které jsme pridali do Q. Naopak pokud by
méla (¢, m) byt jedna z dvojic, co jsme pridali, znamend to ¢ < x a y <m. Ale uz jsme méli i
y <L, takze dohromady y < ¢ <z, coz znamend, ze x, y byly porovnatelné.

11. Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Méjme nekonstantni primitivni polynom
f € R[z]. Pak f je ireducibilni v T'[z], pravé kdyz je ireducibilni v R][z].

Reseni. Viz Tvrzeni ) ve skriptech.
12. * Bud F konecné téleso. Nahlédni, Ze libovolné zobrazeni g : ' — F lze zapsat polynomem.

Regeni. Polynomy z —a pro a € F jsou vzdjemné nesoudélné. Muzeme tedy pouzit Cinskou zbytko-
vou vétu: kdyz polozime kongruence f = g(a) (mod x—a), bude existovat polynom, ktery je vsechny
spliuje. Jenze f = f(a) (mod x — a), takze takovy polynom se bude ve viech bodech shodovat s g.
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13. * (Eisensteinovo kritérium) Méjme primitivni polynom f = a,x"+- - -+ ayx+ag s celoéiselnymi
koeficienty a prvocislo p. Dokaz, Zze pokud p { a,, p | a; proi = 0,1,...,n — 1 a p* { ag, pak je f
ireducibilni nad Z. Zkus se zamyslet nad zobecnénim pro obecny obor integrity R namisto Z.

Reseni. Pro spor je f reducibilni, tedy f = gh. Pak musi ¢ i h byt primitivn{, takze pro reducibilitu
musi byt nekonstantni. VSe zmodulime p, obrazy nasich polynomi (v Z,[z]) budeme znacit vinkou.
Pak f = gh. Jenze ze zadén{ je f = a,z". Vime, ze Z »[z] je eukleidovsky, tedy i OHI, tedy i gaus-
sovsky, takze z jednozna¢nych rozkladu musi byt g = bk:pk, h = cpz!, kde k+¢ = n. Z nekonstantnosti
déle k,¢ > 1. Pak ale p délilo oba absolutni ¢leny v ¢ i h, takze ap musi byt ndsobek p? — to je spor.

14. * Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze pokud v okruhu R existuje vlastni ideal, ktery neni
konec¢né generovany, pak v ném také existuje prvoideal, ktery neni konecné generovany.

Resend. Standardné pomoci Zornova lemmatu zkonstruujeme idedl, ktery je maximalni mezi témi
1dedly, jeZ nejsou konecné generované, nazvéme ho P. Poté zbyva dokazat, ze tento idedl je prvoidedl.
K tomu je potteba postupovat sporem a vyuzit toho, ze kazdy vétsi idedl uz musi byt konecné
generovany. Zde je osnova dikazu postupujici podle této (https://math.stackexchange.com/a/146899)
odpovédi na stackexchangi — dorozmysleni jednotlivych kroku je ponechéno ¢tenari:

1) Kdyz pro spor P nebude prvoidedl, vezmi x,y € R takové, ze zy € P, ale x,y ¢ P.

2) P+ (y) je nad P, takze uz je konecné generovany: P + (y) = (p1 + 719, ..., pn + ray), kde
pi € P, r; € R.

3) Py:={s € R|sye P} jeideal a lezi nad P, takze opét P, = (s1,...,5m).

4) Vezml libovolné p € P, vyjadri ho jako prvek P + (y) pomoci generdtoru.

5) Piislusnou linedarni kombinaci 1, ..., 7, vyjadii jako prvek P, pomoci generatoru.
6) P=(p1,--yPn,S1Y,- -+, SmY), SPOL.

6.3 Cviceni 3

korenova a rozkladova nadtélesa, algebraicky uzavér, Galoisova grupa, separabilita

1. Bud « algebraicky prvek nad télesem T'. Pak [T'(«) : T] = degmq .

Reseni. Bud n := degmgr. Tvrdim, 7e 1,a,...,a""! je baze T(a) jako vektorového prostoru nad
T. Ze je to generujici mnozina: staci nagenerovat libovolnou mocninu a*. Pro k < n — 1 to umime
trivialné. Minimalni polynom tika, ze
o™ + (néjaka linearni kombinace 1,...,a" ') = 0,

takZze o™ = né&jakd linedrni kombinace 1,...,a" !, takze kazdou vyssi mocninu o dovedeme piepsat
na linearni kombinaci mensich — dostateénym opakovanim ziskdme linedrn{ kombinace 1, ...,a" . Ze
je to linearné nezdvisld mnozina: T-linearn{ kombinace 1, ..., a" ! je jen hodnota né&jakého polynomu
stupné < n — 1 v a. Pokud je to netrividlni kombinace (ne samé nuly), pak je to nenulovy polynom,
takze z minimality m, r nemuze mit a jako kofen.

2. Pro téleso T a polynom f(z) ur¢i vsechna mozna kofenova nadtélesa pro f nad T, rozkladové
nadtéleso pro f nad T', stupné rozsiteni vsech téchto téles a také jejich Galoisovy grupy nad 7'
a) f(x)=22+3, T =R, b) f(z)=2*—-1,T =Q, ) fla)=2-2, T =Q.
Resend.
a) Kofeny 22 + 3 jsou ++/—3. Mame R(y/—3) = R(—+y/—3) = C, takze C je kofenové nadtéleso
a rovnou i rozkladové nadtéleso. 22 + 3 je kvadraticky a nemd v R kofen, takze je ireducibilni.
C D R pak jako kotenové nadtéleso kvadratického ireducibilniho polynomu ma stupen 2.
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Gal(C/R) je dvouprvkova: jednim automorfismem je identita, druhym komplexni sdruzeni z —
Z. Ze se jedna o automorfismy: u id je to trividlni, u komplexniho sdruzeni vime napf. z algebry,
ze respektuje scitani i nasobeni, realna ¢isla fixuje a navic je to bijekce, tedy skutecné je to
R-automorfismus télesa C. Ze dalsi automorfismy neexistuji: vime, ze v rozsffeni stupné 2 se
musi Galoisova grupa injektivné vnorovat do Ss. To je ale dvouprvkova grupa, takze vic nez
dva prvky v Gal(C/R) mit nemuzeme.

b) f ma koteny +1, coz jsou oba prvky Q. Kofenovym i rozkladovym nadtélesem je tak pouze Q
samo, stupen rozsiteni je 1 a Galoisova grupa je trivialni.

c) Tato ¢ast uz je tézsi a sndze se bude tesit s pokrocilejsimi néstroji z prednéasky. Tedy bez dukazu:
kofenové nadtélesa jsou tii — Q(/2), Q(e3" V2), Q(e = ¥/2). Kazdé je stupné 3 (korenové
rozsiteni ireducibilniho polynomu stupné 3), ale Galoisovy grupy maji trividlni. Rozkladové
nadtéleso je Q(e%, V/2) a mé stupen Sest. Jeho Galoisova grupa je Sestiprvkova a izomorfni Ss.

Lze ji nagenerovat dvema prvky, z nichz jeden fixuje /2 a komplexné sdruzuje e na e_?i,

zatimco druhy fixuje e % a rotuje v/2 na 5 2.

3. Méjme telesa T' C U C V. Je-li V algebraické nad U a U algebraické nad T, pak je také V'
algebraické nad T'.

Reseni. Nejprve baby verze, kdyz se zaroven jednd o kone¢nd rozsiteni (kone¢né rozsifeni je nutné
algebraické — viz ) Pak prosté muzeme fici, ze

V.T)=[V:U]-[U:T|

je konecné, tedy V D T je algebraické.
Nyni dospéla verze s potencialné nekonecnymi rozsitenimi. Berme o € V' a ukazme, Ze je algebraické
nad 7T'. Vime, ze je algebraické nad U, takze je kofenem néjakého

f=upx" + -+ uwx 4+ ug € Ulz].

Zjevné je potom tedy « také algebraické nad T'(u,,...,us, ug). Pak je T(a,up, ..., uy) algebraické

nad T(uy, ..., up), coz je algebraické nad T' (bo je to podtéleso U). Toto jsou uz ale urcité konecnda
rozsiteni, takze z baby verze je T'(a, uy, ..., up) algebraické rozsiteni T', takze « je algebraické nad
T.

4. Bud U D T rozsireni téles a a € U kofen néjakého separabilniho f € T[x]. Potom uz je «
Separabilni nad 7.

Res Mo | f. Nyni kdyby ma7 mél v T ndsobny kofen, mél by ho délitelnosti i f, spor.
5. Roszsiteni téles konecného stupné je nutné algebraické.

Reseni. Bud [U : T| < oo. Pak ale pro kazdé a € U mame T'(a) C U, takze
[T(a): T <[U:T) <o

coz znamena, ze a je algebraické nad T'.
6. Meéjme rozsifeni téles V DU DT. Pak [V : T = [V : U] -[U : T).

Resend. Bud n := [U : T], m := [V : U]. Déle zvolme {u;}}_, bazi U jako vektorového prostoru
nad 7" a {v;}7_, bdzi V jako Vektoroveho prostoru nad U. T vrdlm ze {ulv]}z 1n Je baze V jako
—1

-----

vektorového prostoru nad T'. Ze je generujici: libovolné v € V' nejdifv vyJadrlme Jako

m
Z U
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kde «a; jsou koeficienty nalezici U. Kazdy z nich proto muzeme vyjadrit jako

n
Q= E Bijui,
i=1

takze nasledné mame

n m
v = E E Bi,j * U5
i=1 j=1
Ze je nezavisla: necht je
n m
0=> "> Bij-wv
i=1 j=1
a ukazme, ze vSechna f;; musi byt nulovd. V sumé muzeme posbirat a; := Y ", f;u; € U, pak
méme 0 = Y7 | a;v;, coz z linedrn{ nezavislosti baze {v;} znaéi ay = --- = a,, = 0. Obdobné pro
kazdé j =1,...,mznaci 0 =Y " | f; ju; diky linedrni nezavislosti {u,}, ze vsechna f; ; jsou nulova.

7. Bud T C U algebraické rozsiteni téles a U C K (ne nutné algebraické). Pak K je algebraicky
uzaver U, prave kdyz K je algebraicky uzaveér T

Reseni. Byt algebraickym uzdvérem télesa znamend byt jeho algebraickym rozsifenim a zaroven
byt algebraicky uzaviené. Algebraicka uzavienost je jen vlastnost télesa K, ktera nezavisi na tom,
nad kterym mensim télesem se na néj divame. V dusledku [3} je dédle K D T algebraické, pravé kdyz
je K D U algebraické.

8. Bud ¢ : K — R homomorfismus okruhii. Pfipomen si, Ze kdyz K je téleso, musi ¢ byt prosté.

Reseni. Kerp je idedl v K, jenze télesa maji jen dva idedly (nulovy idedl a celé téleso). Pfitom
z definice okruhového homomorfismu je p(1x) = 1g, takze 1 ¢ Ker ¢, tedy Ker ¢ = 0.

9. Pro téleso T' a polynom f(x) uréi vSechna moznd kotenovéa nadtélesa pro f nad T, rozkladové
nadtéleso pro f nad T, stupné rozsifeni vsech téchto téles a (piipadné) také jejich Galoisovy grupy
nad 7"

a) fla) =2 +1, T =Q, *c) fla) =2+ 1, T = Zr,

b) f(z) =2 -1, T =Q, d) f(r) =a2"—-1, T=Q, neN.

Resend. a) kotenové = rozkladové = Q(4), [Q(i) : Q] = 2, Gal(Q(i)/Q) = {id, (z + 2)} ~ Z,.

b) Kofenové muze byt Q(1) = Q(—1) = Q (stupen rozsiteni 1, Galoisova grupa trividlni), nebo
Q(i) = Q(—1), coz uz jsme videéli. Rozkladové je Q(7).

c¢) Koifenové i rozkladové je Z7(i). Co to znamend? Prosté k Z;, kde polynom 2% + 1 nemél koten,
priddme prvek 7, kterému prisoudime vlastnost 2 = —1. Vysledkem je téleso se 72 = 49 prvky.
Stupen rozsiteni je 2, Galoisova grupa dvouprvkova (identita a ,komplexni sdruzeni“ a + bi — a — bi
pro a,b € Zz).

d) Oznaéme ¢, := e . Pak jsou kotenovymi nadtélesy viechna Q(¢7). To je vée obsazeno v Q((y),
coz je tedy rozkladové nadtéleso. (Pro j soudélnd s n muze byt Q(¢2) ruzné od Q(¢,), takze pro
,hodné slozend“ n muzeme dostat spoustu vzajemné neizomorfnich kofenovych rozsiteni.)

Urcit stupné ve vsi obecnosti je tézké: plati (tézkd) véta fikajici, ze minimalni polynom ¢, (tzv.
n-ty cyklotomicky polynom) m4 stupen ¢(n), z ¢ehoz plyne [Q((,) : Q] = ¢(n). Dokonce potom
plati Gal(Q(C)/Q) = (Z/nZ)*.

10. Budte S D T télesa, S algebraicky uzaviené a U = {«a € S | « algebraické nad T'}. Pak je U
algebraicky uzdver T (tvrzeni 2.§] ze skript)

2

Reseni. Dikaz je ve skriptech. ..
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11. Budte T, U télesa charakteristiky 0. Pak Q C T,U a kazdy homomorfismus ¢ : T — U je
Q-homomorfismem. (V charakteristice p mé stejnou vlastnost téleso Z,,.)

Resend. 7 definice homomorfismu musi byt (1) = 1. Pak dostaneme snadno taky ¢(2) = p(141) =
©(1) + (1) = 1+ 1 = 2, takto indukei ziskdme ¢(n) = n pro vSechna pfirozend n. Posléze vime
0 =¢(0) = en+(—n)) = ¢n) + p(—n) = n + p(—n), takze nutné p(—n) = —n. Tud{zZ mame
©(n) = n pro kazdé celé ¢islo n. Pak pro § € Q podobné ziskdme

pzw(p)zw(q-g) Z@(q)-w(§)=q-w(§),

takze ¢ (g) = §. Tedy skutecné ¢ fixuje v8echna racionalni ¢isla.
12. Prvek a je algebraicky nad télesem T, prave kdyz T'(«) = Ta].

Reseni. Bud B € T[a] nenulové. Pak mé minimalni polynom mg nenulovy absolutni élen (jinak
by = | mgr), takze

n
mpr(z) = Z bix',
i=0

1 n

kde by # 0. Potom ale muzeme upravit % = —p 2y bif"!. Podobné naopak z vyjadieni inverzu

ziskame zpatky minimalni polynom.

13. * Z4dné konecné téleso neni algebraicky uzaviené.

Reseni. Meéjme koneéné téleso F a necht n := |F|. Jeho multiplikativni grupa je (n — 1)-prvkova,
z Lagrangeovy véty tak a" ! = 1 pro a € F'\ {0}. Z toho uz domyslime, Ze a™ = a pro kazdé a € F.
Takze polynom z" — x ma za koten kazdy prvek F', coz ale znamend, Ze polynom " — x + 1 nema
v F' zadné koreny — F tak nemuze byt algebraicky uzaviené.

14. * Bud p prvocislo, T' = Z,(y) a U = T(g/y). Urci [U : T, [U : T a Gal(U/T).

Resend. ¢/ je kofenem 2P — y, coz je ireducibilni pouzitim Eisensteinova kritéria nad OHI Z,[y]
(s vypomoci Gaussova lemmatu se ziskd i ireducibilita nad Z,(y)), takze uz se jedna o minimaln{
polynom. Rovnou tedy mame [U : T] = p. Piitom ale 2 —y = (x — ¢/y)? (v charakteristice p je
umocnovani na p homomorfismus), takze tento minimélni polynom mé jen jeden unikatni kofen.
Jakykoliv T-homomorfismus U — T tedy musi ¢y poslat znovu na ¢/y, coz znaci, ze jedinym
takovym T-homomorfismem je identita. Tedy [U : T]; = 1. Vzhledem k [U : Ty > # Gal(U/T) pak
musi Galoisova grupa byt trivialni.

15. * Algebraicky uzavér nekoneéného télesa T' m4 stejnou mohutnost jako 7.

6.4 Cviceni 4

rozsiteni separabilni, norméalni, jednoducha a Galoisova

1. Bud U D T rozsiteni konetného stupné. Dokaz, ze je Galoisovo, pravé kdyz [U : T| =
#Gal(U/T).
Reseni. Polozme sérii nerovnosti:

1

., @
U :T) > [U:T), = # {T-homomorfismy U — T} >

—
~

# {T-automorfismy U — U} =

— 4 Gal(U/T).

(2
> # {T-homomorfismy U — U}
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Jednu z pozdéjsich rovnost{ obstardva Tvrzen{[2.26|ze skript (muzeme pouzit, protoze konecny stuper
implikuje algebrai¢nost). V (1) nastava rovnost, pravé kdyz je U D T separabilni, zatimco v (2)
nastava rovnost, pravé kdyz je U D T normalni. Vzhledem k tomu, ze uz mame dan kone¢ny stupen
rozsiteni, Galoisovskost nastane pravé tehdy, kdyz je rozsiteni i separabilni a normalni, tedy prave
kdyz nastanou rovnosti v (1) a (2), tedy préve kdyz [U : T| = # Gal(U/T).

2.  (zachovavéani a sklddani vyznaénych vlastnosti) Budte V' > U D T rozsifeni téles. Vis-li, ze
rozsiteni V' O T ma vlastnost X, rozhodni, zda nutné musi i V'O U ¢i U D T mit vlastnost X.
Vis-li, ze obé V D U, U D T maji vlastnost X, rozhodni, zda ji nutné musi mit i V O T'.

a) X = kone¢ného stupneé,

b) X = algebraické,

c) X = separabilni,

d) X = normadlni,

e) X = Galoisovo.

Resend.

a) Obé diléi rozsiteni musi byt konecného stupné, naopak pokud obé jsou, pak jei VO T
konecného stupné.

b) Stejné tak jsou obé diléi rozsiteni algebraicka a jejich algebrai¢nost uz implikuje algebrai¢nost
V' O T (viz minulé cviceni).

¢) Obeé diléf rozsiteni musi byt separabilni: a@ € V' je kofenem separabilniho f € T[z], coz je i
€ Ulz]; zato § € U je separabilni nad T ¢isté z § € V. V opacném sméru: pro [V : T] < oo to
snadno plyne pomoci stupnu separability. V obecném pripadé, je-liy € V, pak je separabilni nad
U, tedy kofenem jistého f = a,a™ + - - -+ ajx + ag € Ulzx], takze separabilni nad T'(ay, . . ., ay).
Vime, ze T(ag,...,a,) D T 1 T(v,a0,...,a,) D T(ag,...,a,) jsou separabilni a kone¢nych
stupnu, takze uz je v separabilni nad 7.

d) V' O U musi byt normélni (U-homomorfismus je specialné i T-homomorfismus), U D T ne
nutné (napt. Q(w, v/2) > Q(v/2) D Q). Podobné Q(v/2) > Q(v2) D Q ukazuje, e VO T
nemusi byt normalni, i kdyz V DU i U D T jsou.

e) Jen poskladdme odpovédi z koneéného stupné, separability a normdalnosti. V' O U musi byt
Galoisovo, U D T ne nutné, obracend implikace taky neplati (stejné protipiiklady jako u nor-

mality).
3. Rozhodni o nésledujicich rozsitenich, které z vyznacénych vlastnosti z tlohy 2. maji a které ne:
a) C DR, b) Q(v/2) D Q, *c) Zy(x) D Zy, *d) Q D Q.
Resend.
a) [C: R] = 2, tedy je to rozsifeni konecného stupné, specidlné tak i algebraické. Separabilitu

mame zdarma diky charakteristice 0 a normalni je tfeba diky tomu, ze C je rozkladové nadtéleso
polynomu 22 + 1 nad R. Posléze jde i o Galoisovo rozsiieni.

b) Stupen je 3 < oo, tedy jde urcité o algebraické rozsifeni. Separabilita je zdarma diky charak-
teristice, avsak rozsifeni nenf normalni — polynom 2% — 2 mé v rozsifeni jeden kofen, ale zbylé
dva ne. Posléze tedy rozsiteni nemuze byt ani Galoisovo.

c) Jako vektorovy prostor nad Z, ma uz Z,[zr| nekoneénou dimenzi, coz se muze jediné zvétsit
pfechodem k podilovému télesu Z,(z). Nejednd se tedy o rozsifeni konec¢ného stupné. Déle
prvek = € Z,(x) neni kofenem zadného nenulového polynomu ze Z,ly|, takze se nejedna o
algebraické rozsiteni. V dusledku toho ani nema smysl mluvit o separabilité nebo normélnosti,
tedy ani o Galoisovskosti.

d) Algebraicky uzavér v sobé obsahuje vSechna algebraickd rozsiteni, a ty umime uré¢ité konstru-
ovat libovolné velkd, musi tedy byt [Q : Q] = oco. (Lze si ale rozmyslet, Ze dimenze Q jako
vektorového prostoru nad Q je jen spocetnd, protoze samo Q m4 jen spocetné mnoho prvku.)
Piimo z definice algebraického uzavéru musi jit o algebraické rozsiteni. Potom je zadarmo i
separabilni, protoze charakteristika 0. Normalnost bude taky platit trividlné: kdyz rozbalime
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definici normaélnosti, pak v tomhle piipadé to znamend, zdali kazdy Q-homomorfismus (7-
homomorfismus) Q — Q (zde mysleno U — T') je ve skutecnosti Q — Q (zde mysleno U — U),
coz plati naprosto tautologicky. Rozsiteni tedy je normalni, ale nebude Galoisovo, protoze nema
konecny stupen.

4. Bud V D T Galoisovo rozsiteni a V' O U D T. Dokaz, ze [U : T] = %

Reseni. Podle .e) je 1V D U Galoisovo rozsiteni, takze z |1l dostaneme

#Gal(V/T) V. .T]
#Gal(V/U) [V:U] U+ T].

5. Bud f € Tlz] polynom s rozkladem na navzdjem neasociované ireducibilni polynomy f =
fi-- fr. Uvazujme Galoisovu grupu rozkladového nadtélesa f nad T jako grupu permutaci na
mnoziné kotenu f. Nahlédni, ze kazda z téchto permutaci musi mit alespon k cykla.

Reseni. Jelikoz jsou jednotlivd f; navzéjem neasociovand, jejich mnoziny kofentt A; jsou navzijem
disjunktni (kdyz totiz o € A; N A;, uz to znamend mqr | f;, f;). Pritom ale vime, ze kazdy 7-
automorfismus permutuje koreny stejného ireducibilniho polynomu z T'[z] jen mezi sebou. Takze
kazdy prvek Gal bude permutovat kazdé A; jen uvniti A;. V kazdé A; se ptitom musi vyskytnout
alespon jeden cyklus (je to neprazdnd mnozina), takze celkem pujde o > k cyklu.

6. (opakovani z prednasky) Bud U téleso, G < Aut(U) podgrupa a T C U podtéleso. Potom plati
Gal(U/ Fix(U,G)) D G a Fix(U,Gal(U/T)) D T.

Reseni. Po rozbaleni definic zjevné: napi. Fix(U, Gal(U/T)) je mnozina téch prvkia u € U, Ze
o(u) = u pro kazdé ¢ € Gal(U/T). Ale prvky Galoisovy grupy nechévaji prvky 7' na misté, tedy
@(t) =t pro kazdé t € T', coz uz implikuje 7" C Fix(U, Gal(U/T)).

7. Budiz U D T separabilni rozsiteni koneéného stupné. Nahlédni, ze existuje téleso V' takové, ze
UcCV,[V:T|<([U:T)) arozsiteni V DO T je Galoisovo.

Resend. 7 prednésky je separabilni rozsifenf koneéného stupné jednoduché, méjme tedy U = T(a).
To je kofenové nadtéleso polynomu m, s nad T, uvazujme tedy také jeho rozkladové nadtéleso,
které oznacime V. To je urcité nadtéleso U a je normdlni. Necht n = [U : T| = degmg . Vime,
ze mqr je separabilni, protoze « je separabilni nad T', takze m,r méa n ruznych kofent o; =
a, (g, . .., . VSechny tyto prvky jsou separabilni nad 7', protoze maji tentyz (separabilni) polynom.
Tedy V =T(ay, ..., ay,) vznika priddnim nékolika separabilnich prvku, je to tedy separabilni rozsiteni
T. Dohromady tak uz je i konetného stupné (pfidali jsme koneéné mnoho algebraickych prvki), a
tedy Galoisovo.

Konecné odhadnéme [V : T]. To je totéz, co # Gal(V/T), ale tato grupa se vnofuje do grupy
permutaci na mnoziné {ay, ..., a,}, kterazto ma ¥ad n!. Dokonce tedy muzeme Fict

V1) | (U T]).

8. Podle tvrzeni 2.20] je-li U D T algebraické rozsifeni, pak uz musi kazdy T-homomorfismus
¢ : U — U byt dokonce T-automorfismus. Rozmysli si, Ze algebrai¢nost je nutnd — pro T = Z,,
U = T(z) (téleso raciondlnich funkci) najdi 7-homomorfismus ¢ : U — U, ktery neni
T-automorfismus.

Reseni. Genericky prvek U je tvaru g, f,g9 € Tlz], g # 0. Zavedme homomorfismus

p:U—U,
i

g = g(x?)’
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tedy ,misto x piSeme z2“. Snadno se nahlédne, Ze toto nezévisi na konkrétnim zapsani zlomku g a
jednd se o homomorfismus (dosazovani zachovava operace). Pfitom ale evidentné neni surjektivni:
x € U nikdy nezapiSeme jako podil dvou polynomu obsahujicich jen sudé mocniny z: v rovnici
f(2?) = x - g(2*) md levd strana sudy stupeii, zatimco pravé lichy stuper.

9. Bud T téleso s charT # 2 a a,b € T prvky s /a, Vb, Vab ¢ T. Pak [T(v/a,Vb) : T] =

* Muzes zkusit dokazat Gal(T(v/a, vVb)/T) ~ Zy X Zs.

Reseni. Uvazujme T C T(y/a) C T(\/a,V/b). Pokazdé rozsifujeme o odmocninu néceho, co lezf v
predchozim télese, takze kazdy ze stupnu dvou diléich rozsiteni je bud 2, nebo 1. Abychom ukézali,
Ze oba jsou 2, staci nahlédnout v/a ¢ T a /b ¢ T(y/a). Prvnf nelezeni mame hned ze zadani, pro to
druhé pro spor predpoklddejme, ze Vb = u + vy/a pro n&jakd u,v € T. Upravami pak mame

Vb —vya = u,
b—2v\/@+02a:u2,
20Vab = b+ v’a — u>.

Rozlisme dva pifpady: pokud v = 0, pak jsme vyjddfenim vb = u ve skuteénosti méli vb € T, coz
je spor. V opacném piipadé v # 0 a vzhledem k zadané charakteristice # 2 mame i 2 # 0, takze
ziskdme

b 2, .2
Vah= "I
v

coz je opét spor.

Dohromady tak muselo byt vb ¢ T(y/a), coz uz implikuje [T'(y/a,vb) : T(y/a)] = 2. Tedy
[T(ya,Vb): T] =2-2=4.

10. Rozsifeni U D T je normdlni, prave kdyz existuje mnozina M C T'[x] takové, ze U je rozkladové
nadtéleso mnoziny M nad T
11. * (existence separabilniho uzavéru) Bud U D T rozsifeni téles. Vsechny prvky a € U, jez jsou
separabilni nad 7', tvori podtéleso U.
Reseni. Polozme V := {a € U | « je separabilni nad T'}. Chceme jen ukézat, ze tahle mnozina je
uzaviena na télesové operace. Méjme tedy néjaka o, € V. To jsou separabilni prvky nad T, z
prednasky tedy vime, ze T'(«, 5) D T bude separabilni rozsiteni. Pritom ale vsechny mozné operace
(soucty, souciny, inverzy, ...), co muzeme s «, [3 vyrobit, budou lezet v T'(«, 3), takze taky budou
separabilni, takze budou opét lezet ve V', coz jsme chtéli.
12. * Bud p prvocislo, U = Z,(x,y), T = Z,(2P, y?). Dokaz, ze rozsifeni U D T nen{ jednoduché.
Reseni. Necht pro spor U = T(f/g), kde f,g € Z,[x,y], g # 0. Zapisme

f= Z Cijxiyja

i,j>0
kde koeficienty c¢;; jsou ze Z,. V charakteristice p je umocnovani na p homomorfismus, takze
fp—Zcp (2P)' (yP) € Zp[a®, yP).
1,7>0

Obdobneé ¢? € Z,[z?, y*], takze (f/g)? € T. To znadi, ze [U : T] < p.

Ukazeme, ze stupen rozsiteni je ve skutecnosti vétsi. Plati, ze x ma v T'[z] minimélni polynom
2P — P (notacné to muze byt trochu matouci, ale je to jen aplikace Eisenstein a Gaussova lemmatu,
kterou jsme uz nékolikrat videli — protoze P, a¢ z hlediska notace vypada rozlozitelné, je v Z,[z?, y?]
prvocinitel). Podobné bude mit y nad 7T'(x) minimalni polynom z? — y?, takze dostaneme

U:T] = [T(x,y) : T) = [T(2,y) : T(2)] - [T(x) : T] = p*,

coz je spor s [U : T] < p.



76 KAPITOLA 6. RESENI CVICENI

6.5 Cviceni 5

pocitani Galoisovych grup, Galoisova korespondence

1. Urdéi Galoisovu grupu 7' D Q a vSechna télesa U, T' D U D Q, jestlize

a) T =Q(i,v?2), b) T = rozkladové nadtéleso x® — 2 nad
Q.

Reseni. a) Zjevné mame [T : Q] = [T : Q(v2)][Q(v2) : Q] = 2-2 = 4, navic jde o rozkladové
nadtéleso polynomu (22 — 2)(22 + 1), tedy je normélni, separabiln{ (charakteristika 0) a kone¢ného
stupné, tedy Galoisovo. Hned tedy vime, ze # Gal(T/Q) = 4. Zéroven jakykoliv Q-automorfismus
¢ € Gal(T/Q) mé dvé moznosti kam poslat v/2 a dvé kam poslat 7. Maji-li skuteéné vzniknout 4
automorfismy, musi kazda kombinace téchto dvou moznosti dat validni automorfismus, tedy mame
¢tyti automorfismy tvaru

Oab : T — T,
i (—1)%,

V2 (-1)PV2

pro a,b € Z,. Snadno nahlédneme, ze skladani bude odpovidat s¢itani dvojic (a,b) v grupé Zs x Zs,
tedy Gal(T'/Q) ~ Zy X Zs.

K urceni podtéles prozkoumejme podgrupy Zs X Zo. Zjevné kromé trividlnich Zy x Zg a {(0,0)}
muzeme mit jen dvouprvkové podgrupy, pritom ale vse kromé (0,0) ma 7ad 2, takze kazdy ze tif
nenulovych prvku generuje dvouprvkovou podgrupu. Tedy:

ZQXZQ

N

((1,0)) (1, 1)) ((0,1))

N
{(0,0)}

Aplikujeme nyni Galoisovu korespondenci, pokud zachovame orientaci diagramu, pak u vzniklych
Fixu budeme kreslit vétsi télesa nize. U trividlnich podgrup vime okamzité, ze prislusny Fix musi
byt Q resp. T, zatimco u dvouprvkovych podgrup snadno Fix uréime, nebof fixovani identitou je
trivialni, takze zbyva vzdy jen jedna podminka, napt. Fix(T, (o1 0)) = Fix(T,i + —i) = Q(v/2),
protoze /2 je fixovana a uz generuje rozsffenf stupné 2, coz vime, ze ma vyjit. Podobné dostaneme
i zbylé Fixy:

TN

Q(v2) Q(v2) Qi)

N

Q(i,v2) =T

b) Na pfedchozich cvicenich jsme uz vidéli, ze T = Q(v/2,e?™/3) a ze [T : Q] = 6. Jedna se
o Galoisovo rozsiteni, pritom se ale Sestiprvkovd Gal(T/Q) mé vnotovat do S3 (permutace tii kofent
z3 — 2), takze uz musi byt Gal(T/Q) ~
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S3 ma nasledujici strukturu podgrup: jedinou podgrupou radu 3 je grupa generovana kterymkoliv
ze dvou trojcyklu, coz je shodou okolnosti taky alternujici grupa As. Radu 2 jsou jen podgrupy
generované kazdou ze t¥i transpozic, tyto jsou samoziejmé izomorfni Zs. Schématicky tedy muzeme
kreslit:

S3

b7, \\
\ %ZQ

1

Jak nyni urcit Fixy? Dvouprvkové grupy jsou generované transpozicemi dvou kotent a maji odpovidat
kubickému rozsiteni — do toho ale presné sedi téleso generované tiretim kofenem, ktery transpozice
nechava na misté. Naproti tomu Fix od A3z ma byt kvadratické rozsiteni Q, a vzhledem k tomu, ze
vime, ze m4 byt jen jedno, stacf si viimnout podtélesa Q (e*™/%). Tedy:

T

27rz/3\/_ Q 47ri/3\3/§)

/

2. Pro rozsiteni téles U D T urci [U : T spolu s bazi U jako vektorového prostoru nad 7', rozhodni,
zda jde o Galoisovo rozsiteni, a pokud ano, urci také vSechna télesa V., U DV D T, jestlize

a) U=Q(v2,e), T =Q, ¢) U=Q(V2,v3,V5), T=Q,
b) U=Q(v3), T=Q d)U:Q<\/1+\/§),T:Q.

Reseni.  Uvadim jen Galoisovy grupy a mezitélesa, pokud nejsou piflis komplikovana.

a) Trikové si Ize povsimnout Q(e2™/3) = Q(v/=3), takze U = Q(+/2,v/—3). Podobné jako v a)
vyjde Gal(U/T) ~ Zy x Zs, mezitélesa jsou Q, Q(v/2), Q(v/=3), Q(v/=6), Q(v/2,v/=3).

b) Neni Galoisovo, protoze 3 — 3 ma jesté dalsi dva komplexn{ kofeny, které budou v U C R
chybét.

c¢) Gal(U/T) ~ Z3. Mezitéles bude mnoho; pokud jsem se nepfepocital, tak sedm stupné 2 a sedm
stupné 4 (nad Q):

Q(v2), QW3), QW5), QW6), Q(W10), Q(V15), Q(V30),

Q(V3,V5), Q(V2,v5), Q(V2,v3), Q(V5+6), Q(3,v10), Q(V2,15),
Q(V6,10).

d) Neni Galoisovo. Zjevné je v/1 + v/2 kofenem (22 —1)? — 2, coz muzeme pii substituci = = y + 1
piepsat jako (y*+2y)? — 2 = y* + 4y® + 4y* — 2, co je ireducibiln{ dle Eisensteinova kritéria s p = 2,
tedy uz (22 — 1)2 — 2 musi byt minimalnim polynomem /1 4 /2. Jeho dalsim kofenem je ale také
tteba v/1 — /2 ¢ R, piitom viak U C R, coz uz dosvédéuje, ze U nenf normélni.
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3. Bud U rozkladové nadtéleso polynomu f nad télesem T. Urci U, [U : T|, bazi U nad T a
Gal(U/T) (muzes se taky zamyslet nad télesy V, U D V D T, ale mnohdy vypadaji dost osklive),
jestlize

a) f=22-5T=Q, ¢) f=(*=3)(a%-5), T =Q(V2),
b) f=ua*—2,T=Q(e*m?), *) f=(2-1)2-2T=0Q.

Reseni. a) U =T(V/5), [U:T] =2, Gal(U/T) ~ Z, mezitélesa jsou jen trividlni.

b) U =T(v/2), [U:T] =3, Gal(U/T) ~ Zs, mezitélesa jsou jen trivialni.

¢) [U:T] =4, Gal(U/T) ~ 73, mezitélesa jsou trividlni a T'(v/3), T'(v/15), T(\/5).

d) U =TH/1++2,4), [U:T] =8, Gal(U/T) ~ Dg, mezitélesa vypadaji komplikované, proto si
je dovolim vynechat.

4. Méjme télesa V' O U D T takovd, ze jak V DO T, tak U D T jsou normalni rozsiteni. Pak
Gal(V/U) «Gal(V/T) a Gal(V/T)/ Gal(V/U) ~ Gal(U/T).

Reseni. Predpokladdm navic, ze V O T je Galoisovo rozsifeni (specidlné je pak U D T koneéného
stupné). Uvazim zobrazeni definované restrikei

Gal(V/T) — Gal(U/T),
o= oly-

Nejprve zduvodnim, ze ¢|;; je skutecné T-homomorfismus U — U. T-homomorfismus je jasny. Pak
uréité prinejmensim vime, Ze je to T-homomorfismus U — T. Definici normality je tedy ve skuteénosti
U — U. Je to télesovy homomorfismus, takze i prosté T-linearni zobrazeni. U ma nad 7" konecnou di-
menzi, takze linedrni endomorfismus je prosty, prave kdyz je na, tedy prave kdyz je to automorfismus.
Tim je dokazano, ze ¢|, € Gal(U/T).

Ze restrikce zachové sklddani automorfismu, je ziejmé. Mame tedy homomorfismus grup. Tvrdim,
7e je surjektivni, bud tedy ddno ¢ € Gal(U/T) a najdu jeho vzor. Bud V = T'(a) (Galoisovo rozsiient,
tedy specidlné separabilni kone¢ného stupné). Pak je V' rozkladové nadtéleso polynomu f := mgr
nad 7. Podle tvrzeni ze skript ale umime T-izomorfismus U =: T7 — T5 := U rozsitit na néjaké
¥ mezi rozkladovymi nadtélesy polynomu f resp. ¢(f). Jenze f mé koeficienty z T, takze o(f) = f,
a rozkladové nadtéleso f nad U je urcité V' (je rozkladové uz nad T'). Takze jsme ¢ : U — U rozsitili
na ¢ : V — V', coz jsme chtéli.

Tedy mame surjektivni homomorfismus grup. Co je jeho jadro? |, = idy nastava pravé tehdy,
kdyz ¢ nechavd U na misté, tedy ¢ € Gal(V/U). Jadro je tedy Gal(V/U) < Gal(V/T), coz z této

podgrupy okamzité ¢ini podgrupu normalni a navic mame prvni vétou o izomorfismu
Gal(V/T)/ Gal(V/U) ~ Gal(U/T),

jak jsme chtéli.

5. Uvazujme cyklotomické télesa.
a) Pripomeii si, ze Gal (Q(e?™/™)/Q) ~ Zx. Predpoklédej, ze uz vis [Q(e*™/") : Q] = ¢(n).
b) Bud U rozkladové nadtéleso 22 — 1 nad Q(i). Urci Gal(U/Q(i)) a vSechna mezitélesa V|
U DV DQ»).
c) * Bud U kofenové nadtéleso 22 + 22 — 2z — 1 nad Q. Urci Gal(U/Q).

Reseni. a)Bud ¢ := €™/ Vime, Ze toto je kofenem n-tého cyklotomického polynomu, jehoz kofeny
jsou piesné (¥ pro k € Z*. Z toho jednak plyne, ze Q(¢) je rovnou i rozkladové nadtéleso n-tého
cyklotomického polynomu, takze je to Galoisovo rozsiteni Q. Také ale mame nanejvys ¢(n) moznych
obrazii pro ¢, jmenovité jednotliva ¢*, k € Z, takze vSechna tato k musi ddt automorfismus. Pfi
skladani uvidime

Crmr €M i (M) = (),
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z ¢ehoz je hned uz vidét Gal (Q(e*™/")/Q) ~ ZY.

b) Vime, ze Gal(U/Q) ~ Z3, a Gal(U/Q(7)) je jeji podgrupou. Potfebujeme tedy automorfismus
zadany pomoci ¢ — (¥ k€ {1,3,7,9,11,13,17,19} takovy, ze i — 4. Diky i = ¢’ to znamen4 i* = i,
tedy k¥ = 1 (mod 4), coz ndm ponechd podgrupu tvaru {1,9,13,17} ~ Z; ~ Z, (jelikoz 13* = 9,
mus{ uz 13 mit fad 4). To m4 tedy jen jednu netrividlni podgrupu {1, 9}.

Tvrdim, Ze pifslusny Fix mohu popsat tieba jako Q(i)(¢* + ¢~ — (8 — ¢(~®). K tomu si viimnéme,
7e ( — (¥ = —(71, takze ¢ — (=1)* (7%, z cehoz se

§4+C_4_§8_C_8'_>C_4+C4_C_8_C8

fixuje. Tento vyraz je ve skutecnosti roven v/5 (jde to vykoukat z poznatkti z druhécké Teorie ¢isel o
Gaussovych charakterec, takze jedinym netrividlnim télesem lezicim mezi U a Q(i) je Q(i,v/5).

¢) Oznaéme ¢ := e*™/7 a podivejme se na tlohu uvnitt V := Q(¢). Tvrdim, ze U = Q({ +¢1). Ze
¢ 4 (7! je kofenem f se ovéif dosazenim, stejné tak se ovéii, ze dalsimi dvéma kofeny jsou (2 + ¢ 2
a ¢+ (3. Snadno taky vyjddiime, ze tyto uz lezi v Q(¢ + (1) skrze

CHP=C+CNY -2 CHP =+ =3¢+ .

Potom uz vidime, ze mame Galoisovo rozsiteni (rozkladové nadtéleso) stupné 3 (je to zaroven
kotenové a f je ireducibilni, napf. vyzkousenim vSech moznosti z véty o racionalnim kofeni), takze uz
musi byt Gal(U/Q) ~ Zs (jedind trojprvkova grupa). Z toho také plyne, ze U nema zadn4 netrividlni
podtélesa.

6. Me¢jme rozsiteni U D Q konecéného stupné, které ale neni normélni. Zamysli se, jestli presto
nedovedeme néjak pomoci Galoisovy korespondence najit vSechna télesa V', U D V D Q. Obecnéji
uvazuj totéz pro rozsiteni U D T, jez je separabilni a konec¢ného stupné, ale neni normalni.

Reseni. Minule jsme vidéli, ze k separabilnimu rozsifeni U D T umime najit V O U tak, ze
V' D T je Galoisovo. Potom muzeme spocist Gal(V/T") a hledat podtélesa vétsiho V' pomoci Galoisovy
korespondence. Ptitom ta z nich, ktera budou dokonce podtélesy U, budou odpovidat nadgrupam

podgrupy Gal(V/U) < Gal(V/T).

7. * Bud U rozkladové nadtéleso polynomu f nad télesem T. Urci U, [U : T|, bazi U nad T a
Gal(U/T) a vsechna télesa V, U D'V D T, jestlize

a) f=a"—5,T=1Zs, c)f:a:pk—x,T:Zp.

b) f=2*-3,T=1Zs,
Resent. a) f nema v T kofen a je kubicky, takze uz je ireducibilni. Jelikoz jsou 1, 2 a 4 treti
odmocniny z jednicky v Zz, je-li o kofenem f, pak jsou jimi i 2o a 4a, takze kofenové nadtéleso
Zr() bude i rozkladové U. Z toho [U : T] = 3, takze Galoisova grupa je Zs a nemame zadnd
netriviadlni mezitélesa.

b) f nemé v T koien a rozepsani rovnic plynoucich z rozkladu x* — 3 = (22 — ax + b)(2* — cx + d)
ukaze, ze takovy rozklad neexistuje, takze f je ireducibilni. Nyni jsou 1, 2, 3, 4 ¢tvrté odmocniny z
jednicky v Zs, takze pro kofen o polynomu f uz nasobky a predstavuji vSechny kofeny, tedy opét je
kofenové nadtéleso Zs(a) rovnou i rozkladové. Pak vidime [U : T = 4. Automorfismy musi odpovidat
a— ka, k=1,2,3,4, coz bude pti skladani vypadat jako

o — ]{7106 — kl(kz()é) = (]{71]{32)067

z ¢ehoz je videt Gal(U/T) ~ Zf ~ Z4. Dvouprvkovou podgrupou je zde {1,4}. Ctyika odpovid
a — 4o = —a, takie se v tomto automorfismu musi fixovat o. To je kofenem kvadratického
polynomu x? — 3, takze skuteéné obdrzime kvadratické rozsfieni

Fix(U, {1,4}) = Zs(a?).

ITaky bych oéekdval, Ze to ¢lovék uvidi, pokud bude dost dlouho zirat na pravidelny pétitdhelnik.
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c) V charakteristice p je a +— aP okruhovy homomorfismus (respektuje ndsobeni i s¢itani), takze
i jeho k-nasobné slozeni a +—> a?" bude homomorfismus. Sama mnoZina koreni f= e — je tedy
uzaviend na s¢itdni, ndsobeni i multiplikativni inverzy, tvoii tedy téleso. To pak tedy mé p* prvki,
tedy je to rozsiteni Z, stupné k. Homomorfismus a — a” je automorfismem a jeho sklddanim vyrobime
k-ruznych automorfismu (protoze teprve k-nésobné slozeni a — P — je identita). To znamend, ze
Galoisova grupa je cyklicka. Podtélesy jsou rozkladova nadtélesa polynomu f, = ' — pro ¢ | k.

8. ** Nahlédni, ze pokud Gal(T'/Q) ~ A4, pak neexistuje zadné téleso U, T' D U D Q se stupném
[U : Q] = 2. Pokud si véifs, zkus dokézat, Ze rozkladové nadtéleso f = x* + 8z + 12 nad Q je
piikladem takového T'. (Mné se to zatim nepovedlo dokazat, ale podle duvéryhodného zdroje by to
meéla byt pravda.)

Resend. Galoisovou korespondenci odpovidaji mezitélesa v T O Q podgrupam v Gal(T/Q). Stupeii
[U : Q] = 2 by musel odpovidat podgrupé Gal(7'/Q) indexu 2, jenze A4 zadné takové nema.

Diikaz, ze Galoisova grupa A, skuteéné nastane pro rozkladové nadtéleso f = x* + 8z + 12, muze
horlivy zajemce najit zde:
https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/galoistheory /cubicquartic.pdf (Example 3.3)

6.6 Cviceni 6

algebraické mnoziny, Hilbertova véta o nulach, radikaly

1. Rozhodni, které z nasledujicich mnozin jsou algebraické:

a) {(t,t*,t*) e K® |t € K}, d) * Z? jako podmnozina R?,
b) {(cost,sint) € R* |t € R}, e) * {(t,sint) e R? | t € R}.
¢) Z jako podmnozina R,

Reseni. Vsude necht X znaéi zadanou mnozinu.
a) Tvrdim X = V(2% — y, 23 — 2), coz dosvédéi, ze X je algebraickd. Dokazme dvé inkluze. Kazdy
bod tvaru (¢, 2, t3) bude nulou obou dvou polynomt, protoze

() = (%) =0, (t)* = (%) =0,

tedy X C V(2? —y,2® — 2). Pro opac¢nou inkluzi, at v (a,b,c) € K3 nabyvaji nuly oba polynomy
22 —y, 2 — 2. To znadi, ze
b=a? c=a’

oznacime-li tedy ¢ := a, pak uz bude (a,b, c¢) = (t,t*,t*) € X, ¢imz je dokdzdno X = V(2?2 —y, 2®—2).
b) X = V(22 +y*—1), tedy je to algebraickd mnozina. Inkluze C je jasnd z Pythagorejské rovnosti
(cost)? + (sint)? = 1. Pro opacnou inkluzi, at (a,b) € R? spliiuje a® + b* — 1 = 0, potom

1=a*+ b > a?

tedy |a| < 1. Tedy a lezi v obrazu funkce cos : R — [—1, 1], existuje proto ¢t € R takové, ze a = cost.
Pak plati
a® 4 (sint)? = (cost)?® + (sint)* =1,

porovnanim rovnost{ tak * = (sint)?. Nynf pokud b = sint, pak (a,b) = (cost,sint) € X, naopak
kdyz b = —sint, potom (a,b) = (cos(—t),sin(—t)) € X. Tim je dohromady dokézéno i V (x? + y* —
1) C X.

¢) Nenf algebraickd. Pro spor at X = Z = V/(I) pro né&jaky idedl I < R[z]. Kdyby I = (0), pak
V(I) = R # Z. Tedy I obsahuje néjaky nenulovy polynom f. Prvky V(I) pak musi byt jeho koteny
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(ne nutné vsechny kofeny, mame jen inkluzi), ale nenulovy polynom m4 jen kone¢né mnoho kofenu,
tedy V(I) C V(f) je konectnd, coz ale Z neni, tedy spor.

d) X nenf algebraickd. Pokud by byla, muselo by V(I(X)) = X, staci tedy ukdzat V(/(X)) 2 X.
At je f(z,y) € I(X). Uvazme polynom f(z,0) € R[z] vznikly dosazenim nuly za y a ponechdnim z
jako neznamé. Tento polynom m& miti nulovou hodnotu v kazdém celém cisle, tedy ma mit nekonecné
mnoho kofenu. Ale jedinym polynomem jedné proménné s nekonecné mnoha koteny je nulovy po-
lynom, tedy f(z,0) = 0 € R[z]. To uz ale znaci, ze f se nuluje na celé piimce R x {0}. Toto jsme
provedli pro libovolné f € I(X), tedy R x {0} C V(I(X)), coz uz implikuje V(I(X)) 2 X, jak jsme
chteli. (Opakovanym pouzitim téze myslenky bychom dokonce mohli dokazat I(X) = (0).)

e) X neni algebraické, 1ze dokézat podobné jako d). Ve zkratce, uvéazenim f(z,b) pro konstanty b €
[—1, 1] zjistime, Ze cokoliv z I(X) uz by se nulovalo na celém R x [—1, 1], coz da spor s algebrai¢nosti.
(Podobné tuvahy lze vést dale a ukazat, ze ve skutecnosti I(X) = (0).)

2. (protiptiklad Hilbertovy véty bez algebraické uzavienosti) Najdi v R]z| maximélni idedl, ktery
neobsahuje zadny linedrni polynom.

Reseni. Funguje tieba (224 1): faktorokruh je R[z]/(2241) =~ C, coZ je téleso, takze je to maximalni
idedl. Linearni polynom vsak neobsahuje, protoze (nenulovy) nasobek kvadratického polynomu bude
mit stupen > 2.

3. Jacobsoniv radikdl okruhu R definujeme jako J(R) := (1< g maximami M- Nahlédni, ze a €
J(R), prave kdyz je 1 — ar jednotka pro kazdé r € R.

Reseni.  Zaprvé bud a € J(R) a r € R libovolné a dokazme, ze 1 — ar je jednotka. Pro spor af
1 — ar neni jednotka, to znamend, ze (1 — ar) je vlastni idedl v R. Kazdy vlastni ideél je obsazen
v néjakém maximalnim, méjme tedy (1 —ar) C M < R pro M maximélni idedl. Pak ale 1 —ar € M
a zaroven a € J(R) € M, v dusledku tedy i 1 = (1 —ar) +r-a € M, coz je spor. Tudiz 1 — ar
musela byt jednotka.

Za druhé bud 1 — ar jednotkou pro vSechna r a dokazme, ze a € J(R) = (s maximaimi M- Pro
spor at tomu tak neni, tedy existuje maximdln{ idedl M takovy, ze a ¢ M. To znamend a + M #
0 + M ve faktorokruhu R/M, coz je maximalitou M téleso. Pak existuje b + M € R/M splnujici
(a+ M)(b+ M) =14 M, neboli pro kterykoliv reprezentant b € R je 1 — ab € M. To uz ale znadi,
ze pii volbé r := b nebude 1 — ab jednotkou, protoze (1 — ab) C R.

4. Uréi v oboru celych ¢isel Z

a) /(0), 7(2),
b) /(25), v/(125), \/(50), v/(100), \/(TI, »;*) pro po dvou riznd prvocisla p;.

Déle urci
¢) J(Z/(100)),
d) * kdy je (Z/(n)/ 7(7,/(n)) téleso.

Reseni. a) (0) (protoze Z je obor, urcité tedy nemé jiné nilpotentni prvky nez 0 samotnou), (0)
(nenulové ¢islo nemuze byt délitelné vsemi prvocisly),

b) (5), (5), (10), (10), (I];p:). Staci dokdzat posledni, obecny tvar: pokud r := maxr;, pak
(ILr)" € Lp"), tedy (I, 2:) € /(1L p;*) naopak ale pro a™ € \/([[, p;*) nutné musi byt p; | a”,
tedy p; | @ pro vsechna i, tedy uz a € ([ [, ps).

c) (10)/(100), protoze Z/(100) mé jako jediné maximalni idedly (2)/(100) a (5)/(100).

d) Je to ptesné pro n = pF, p prvocislo, k > 1. Aby se jednalo o téleso, méa 7 (Z/(n)) byt maximaln{
idedl v Z/(n), tedy zde musi existovat pravé jeden maximalni idedl (protoze prunik dvou & vice
maximalnich idedlt uz nemuze byt maximdlnf). Maximaln{ idedly v Z/(n) odpovidaji maximalnim
idedlim v Z obsahujicim (n), tedy prvocislim délicim n, takze presné potiebujeme, aby bylo n
nasobkem pouze jednoho prvocisla.

5. V oboru C[z]| polynomu nad komplexnimi ¢isly
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a) spocitej /(0 j ), —3)5(z — D423 +2), /(26 — 2t — 22 + 1),
) dokaz, ze \/(p kde p € Clz].

Reseni. Clx] je obor hlavnich idedli stejné jako Z, tiplné stejné tedy plati \/([[, 97) = ([1, ;) pro
g; navzajem neasociované ireducibilni polynomy.

a) Jsme v oboru, takze 1/(0) = (0). Polynomy tvaru z — ¢ jsou urcité ireducibilni, takze (z — ¢)
je maximadlni idedl, takze kazdy prvek [J(Clz]) musi mit za kofeny vSechna komplexni ¢isla — muze
to tedy byt jen nulovy polynom, protoze nenulovy polynom jedné proménné mé jen konecné mnoho
kofenu. Tedy J(C[z]) = (0). Kone¢né skrze ireducibilni rozklad uréime

Vi3 D+ 2) = (o~ 80— 1)1+ VD) + 2VB) o+ i3 Y3) =
= ((x —3)(x — 1) (z + V2)(x + ¥™/3V2) (x + 64”/3\3/5)) =
= ((z=3)(z - 1D(=" +2)),

V(s —at =22+ 1) = /(22 = (@t = 1) = /(z — D)2 (x + 1)2(x — i) (x +1) =
=((z—1)(z+D(x—1i)(z+1i)) = (z* = 1).

b) At je p = [, ¢ rozklad na ireducibilni polynomy pro p # 0 (pro nulovy polynom se tvrzenf
piimocare oveéri), pak vime /(p) = ([, 9;). Staci tedy dokazat

NSD(p, ') Hg

Zjevné musi NSD(p, p’) délit p, proto vime, ze v rozkladu staci uvazovat ireducibilni polynomy g;, ne
zadné dalsi; zbyva tedy ukazat, ze kazdy se vyskytne s exponentem e; — 1. Zvolme pevné jedno 7 a
ozna¢me h :=

P =(gih) = (65 h+ g7’ W = eigf ' gih + g7 W = g§ " (esgih + gilt) .

Derivace je tedy délitelnd g; v (e; — 1)-té mocningé, ale nikoliv v e;-té, protoze to by znamenalo
gi | eigih + gil, tudiz g; | e;gih, coz neplati, protoze e; # 0 je konstanta, g; 1 g; (nenulovy polynom
g, mé& mensi stupen nez g;) a h je soucinem samych ireducibilnich polynomu neasociovanych s g;.
Timto je dukaz hotov.

6. Pracujme nad K = C:
a) Dokaz, ze I(V(z* — y)) (x — y) a ze algebraickd mnozina V(2? — y) C C? je ireducibilni.
b) Ur¢i mnozinu V(y — 2%,y — 2%y? + xy? — %) C C? a rozloz ji na ireducibilni komponenty.
) Rozloz V(z* + y? — 1,2% — 2 — 1) C C3 na ireducibilni komponenty.

Reseni. a) Analogicky s tilohou 1a) lze dokdzat, ze V (z* —y) = {(¢,t?) | t € C}. Dokairne ze pokud

n jaky polynom f € C[z,y] nuluje na celé této mnoziné, pak je to nasobek z? — y. Uvazujme
f .= f(x,2%) € Clz]. Potom plati f(t) = f(t,t?), takze pokud f € I(V (22 —y)), pak f(t) = 0. To
znamena, ze f je polynom jedné proménné, ktery mé nekoneé¢né mnoho kofenu, takovym je ale jen
f = 0. Tim tedy vime f(z,2%) = 0, na coz muzeme nahlizet tak, ze 22 je kotenem f € (C[z])[y],
takZe muZzeme vytknout kotfenovy dvojélen y — 2

f=W—2%"f pro néjaké fo € (Clx])[y] = Clz, y].

To uz piesné znamena, ze f € (x? — y), tedy jsme dokézali inkluzi I(V (2? —y)) C (2% — y). Opactna
inkluze je trividlni, takze médme dokazanu rovnost.

Nyni ukazme ireducibilitu V(z? — y). K tomu necht V(z? —y) = A U B pro néjaké algebraické
mnoziny A, B a dokaZme, Ze nutné jedna z A, B je rovna V(2? — y). Vime, 7ze V(2% — y) =
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{(t,1?) | t € C} je nekoneénd mnozina, takze alespon jedna z A, B je nekoneénd, BUNO af je to
A. Potom ale nutné I(A) C (z? — y) skrze analogicky dukaz k piedchozimu odstavci: tam jsme
jako koreny ¢ polynomu f mohli brat vSsechna komplexni ¢isla, ale bohaté nam stacilo, ze néjakych
nekoneéné mnoho komplexnich éisel jsou koteny. Kazdy bod v A je tvaru (¢,t?) a takové ¢ bude
kofenem f pro kazdé f € I(A), takze opét budeme mit I(A) C (2 — ). Aplikovénim V na inkluzi
I(A) C (2 — y) dostaneme

V(e? —y) CV(I(A)=A

(vyuzivame toho, ze V obraci inkluze a ze V (I(A)) = A pro algebraickou mnozinu A), takze uz nutnée
V(2? —y) = A, jak jsme chtéli dokdzat. Tedy V(z? — y) je ireducibilni.
b) Zde prosté fesime soustavu polynomélnich rovnic

y4_$2:oa
gt — a2 4oy — a2 =0

nad C. Prvnf rovnice se faktorizuje na (y*> —x)(y*+x) = 0, takze staci zvIast fesit pripady y>Fx = 0.
V téch muzeme pomoci y? = £z zjednoduSovat druhou rovnici na

?*lFor+1—1)=0,

(+2)? — 2%(£2) + 2(£2) — 2° = 0,
2*(1—2)(1£1)=0.

Zde uz je vidét, ze pro + = + fesime 22?(1 — x) = 0, coz ma (dvojndsobny) koren 0 a dale koren 1.

Naproti tomu pro + = —1 se celd rovnice trivializuje, coz znamend, ze kazdd dvojice (x,y) spliujici

y?> = —x je feSenim druhé rovnice. Z prvniho pifpadu tak mdme koneéné mnoho feSeni, zatimco

z druhého celou kiivku nulovych bodu. Dohromady:
V(y4 - ZL‘27y4 - $2y2 + ny - ZE3) = {(07 0)7 (17 ]->a (]-7 _1)} U V(y2 + ZE)

Jednobodové mnoziny jsou vzdy algebraické a ireducibilni, zatimco V (y? + z) = {(—t*,t) | t € C}
je ireducibilni (lze dokdzat podobné jako v podiloze a)), takze mame (diky (0,0) € V(y* + x))
ireducibilni rozklad

V' —2®y' —2*y + oy —2%) = {1, )} U {1, - D} UV ()’ + ).

7. Je-li K konecné téleso, pak je kazda podmnozina v K™ algebraicka.

Reseni. Jednobodové mnoziny jsou algebraické, protoze
{(ar,...,an)} =V(z1 —ay,...,x, — ay,).

Déle vime, ze sjednoceni dvou algebraickych mnozin je algebraickd mnozina, protoze V(1.J) = V(1)U
V' (J). Snadnou indukei z toho plyne, ze libovolné sjednoceni koneéné mnoha algebraickych mnozin je
opét algebraickd mnozina. Pokud se tedy pohybujeme nad koneénym télesem K, pak pro libovolnou
neprazdnou A C K™ mame

A= {J Ala,... a0},

(a1,...,an)EA

coz je kone¢né sjednoceni algebraickych mnozin, ¢ili algebraickd mnozina. (Prazdnd mnozina je také

algebraickd skrze () = V(1).)
8. Nahlédni, ze pro idedl I < R je v/T roven 7='(1/0/I), kde 7 : R — R/I je piirozens projekce.

Reseni. a" €1 <= n(a)" = 0.
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9. Bud K nekonecné téleso a V' = {(,t*,¢°,...,¢") | t € K} C K" Uréi I(V) (s dikazem!) a na
zékladé ulohy z DU (V ireducibilni <= I(V) prvoideal) vyvod, ze V je ireducibilni.

Reseni. (ndznak) Plati I(V) = (¥ —x, | k= 2,...,n) =: P, coz je prvoidedl, protoze K[x1, ..., x,]/P =~
K|[z4] je obor integrity (izomorfismus je f+P — f(z1,23,...,27)). Skrz ekvivalenci z domdciho tikolu
tedy vidime, ze V' je ireducibilni mnozina.

10. Rozmysli si nasledujici charakterizace idealit pomoci faktorokruhti: I < R je

e maximdlni, pravé kdyz jsou vSechny nenulové prvky R/I invertibilni,

e prvoideal, pravé kdyz je souc¢in nenulovych prvka v R/I vzdy nenulovy,

e radikédlovy, pravé kdyz je mocnina nenulového prvku v R/I vzdy nenulova.
Resend. Prvni dvé odrazky fikajf jen véci, které uz zndme: I je maximélni, prave kdyz je R/I téleso,
resp. I je prvoidedl, pravé kdyz je R/I obor integrity.

I je radikalovy, prave kdyz VI = I, tedy kdyz (3n)(a® € I) <= a € I. Kdyz totéz

preformulujeme ve faktorokruhu, tak chceme, aby pro libovolné a + I € R/I platilo, ze

(Fn)((a+1)"=0+1) <= a+I1=0+1.

To ale presné rikd, ze mocnina muze byt nulova pouze tehdy, kdyz uz jeji zédklad byl nulovy, tedy ze
mocnina nenulového prvku v R/I uz je nenulova.

11. Dokaz, ze f(x,y) = y* + 2*(x — 1)? € R[z, y| je ireducibilni polynom, ale mnozina V(f) C R?
je reducibilni.

Reseni. VR jsou druhé mocniny nezaporné, tudiz pro (a,b) € R? nastane f(a,b) = 0 pravé tehdy,
kdyz b = 0 a zarovenl a(a — 1) = 0, tedy V(f) = {(0,0), (1,0)}, coz je zjevné reducibilni mnozina.

Naproti tomu f je ireducibilni: pro spor at neni, pak se rozkldd4d na f = gh, kde g i h jsou
nekonstantni. Vzhledem k deg, (f) = 2 by pak BUNO ¢ mélo deg,(g9) < 1. Divame-li se na f jako
na prvek R[z][y], pak m4 vedouci koeficient jedna, tedy deg,(g) = 0 by znamenalo g | 1, tedy g je
konstantni, coz je spor.

Tedy musime mit deg,(g) = deg,(h) = 1. Pfitom f je ve smyslu f € R[z|[y] monicky, tedy i g, h
musi byt monické, neboli

9=y+ 90, h=y+ho

pro néjakd go, ho € R[x]. Pak uz nam porovnéni koeficientu v

y' + (e = 1) = f = (y+90)(y + ho) = y* + (90 + ho)y + goho
da hyg = —go a nasledné (z(z — 1)) = goho = —g2. Je-li nyni a € R vedouci koeficient gy, pak mame

vzetim vedoucich koeficienti na obou strandch 1 = —a?, coZ zjevné redlné ¢islo nemuze splnit.
Tedy dohromady je f ireducibilni, jak jsme chtéli.

6.7 Cviceni 7

Algebraicka teorie cisel

1. Najdi vSechny jednotky v O@(@) pro D = -2, -3, 7.
* Pokud uz jsi nékdy vidél(a) Pellovu rovnici, zkus i D = 2,5.

1+‘2/?3 € Og(,/=3) pak resime
rovnici z + zy 4+ y? = 1. Tu upravime na (z + %)2 + 3y* = 1, z éehoz y* < 3, takze [y| < 1 a
snadno jiz dofesime. Vyjde, ze v Og(, /=3, existuje Sest jednotek: +1 a % ProD=-2iD=-7

podobnym postupem vyjde, Ze jednotkami jsou jen +1.

Resend. Stadi fesit rovnici N(w) = +1 prow € Og(vp)- Napt. pro z+y
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Pro kladné D je potieba znat teorii kolem Pellovy rovnice (viz druhédckou Teorii éisel), jednotkami
jsou pak (az na znaménko) mocniny fundamentélni jednotky. Pro D = 2 to budou £(1++/2)", n € Z,

proD:5jsoutoj:<%g> ,n € Z,pro D =T zase £(8 +37)", n € Z.

2. Ireducibilni prvky pro K = Q(v/—14):
a) Pokud ma prvek a € Ok normu p, coz je prvocislo v Z, pak je « ireducibilni v Ok.
b) Najdi néjaky ireducibilni prvek v Z[v/—14] s prvociselnou normou.
) Dokaz, ze 3 a 1+ +/—14 jsou ireducibilni.
d) Dokaz, ze 3-3-3-3 = (5+2y/—14)(5 — 24/—14) jsou dva ruzné ireducibilni rozklady.

Resend. a) Dejme tomu, ze o = Bv. Pak p = N(B)N(y) je rozklad prvocisla na soucin, ¢ili jedno
z N(B), N(7) je £1. BUNO af N(8) = +1. Pak je § jednotka, ¢ili vyplyvé, Ze a nejde rozlozit na
soucin dvou nejednotek, ¢ili je to ireducibilni prvek.

b) Tieba N(3 ++/—14) = 32 + 14 = 23.

¢) Normy v K jsou jen nezéporné, protoze x? + 14y? je pozitivné definitn{ kvadratickd forma.
Jelikoz N(3) = 9 = 32, jediny zpusob, jak by 3 mohla byt reducibilni, by bylo, kdyby se rozkladala
na soucin dvou prvki normy 3. Ale Zadny takovy v Ok neexistuje, protoze 2% + 14y* = 3 nemd v Z
feSeni: odhadneme 3 > 14y?, takze |y| < 1, takze y = 0, nésledné ale x? = 3 nelze. Proto se 3 nemuze
v Ok netrividlné rozkladat.

Podobné N(1++/—14) = 15 = 35, takze aby 1 + y/—14 bylo reducibilni, muselo by se rozkladat
na soucin prvku norem 3 a 5. Ale uz vime, ze prvky s normou 3 v Ok neexistuji.

d) Na levé strané uz vime, ze 3 je ireducibilni. Dokézeme, ze i 5 + 24/—14 jsou ireducibilni. Obé
maji normu 52 + 14 - 22 = 81 = 3%. Jak by se 5 £ 21/—14 mohlo rozklddat? Chceme ukézat, Ze pouze
na prvek normy 1 krat prvek normy 81. Staci tedy vyloucit rozklady s normami 3 - 27 nebo 9 - 9.

Rozklad s normami 3 - 27 nepripada v uvahu, protoze uz vime, ze prvky normy 3 neexistuji.
Pro vylou¢eni druhého nejdiiv tvrdime, ze normu 9 ma v Ok pouze £3. K tomu feSme rovnici
22 + 14y* = 9. Opét odhadneme |y| < 1, ¢ili y = 0 a feSfme 22 = 9, coz m4 jako TeSeni pouze
x = £3. Tedy pokud by se 5 + 2¢/—14 mélo rozlozit na soucin prvku s normami 9, muselo by to
az na znaménko byt 3 - 3. To ale neplati, vidime, ze +3 nedéli 5 + 24/—14, vyvodime tedy zavér, ze
5 &£ 2y/—14 je ireducibilni.

Tim je ovéreno, ze 81 ma v O dva ruzné rozklady na souéin ireducibilnich prvku, urcité to tedy
neni gaussovsky obor.

3. Hlavni ideély pro K = @(\/ 14):
a) Dokaz, ze (17 + 2v/—14,20 + v/—14) = (3 — v/—14) je hlavni idedl v Z[/—14].
b) (2,+/—14) neni hlavm 1deal v Z[v—14].
¢) Dokaz, ze (2+ /—14,7+ 2y/—14) = (3,1 — /—14) a ze jde o vlastn{ idedl, ktery nenf hlavni.

Reseni. a) Dokazeme rovnost ideédlu jako dvé inkluze. Jedna je snadna:

3—V—14= (20 +v—14) — (17 + 2/~14),

takze (3 —/—14) C (17 + 2v/—14,20 + v/—14). Pro druhou inkluzi chceme ukézat, ze 17 4+ 2v/—14
i 20 4 +/—14 jsou nasobky 3 — +/—14. Nepotiebujeme znat presné kolikanasobky to jsou, proto se
jen podivejme ve faktorokruhu Ok /(3 — /—14). V tom plati v/—14 = 3, takze spolu s 3 — /—14 |

N(3 —+/—14) = 23 ziskdme
17+2v-14=1742-3=23 =0, 20+ V-14=20+3=23=0,
tedy skutecné 174 2+/—14,20++/—14 € (3 —+/—14), takze (17+2y/—14,20++/—14) C (3—+/—14).
b) Pro spor at (2,1/—14) = («). Pak mus{ byt N(«) spolecnym délitelem N(2) =4 i N(v/—14) =

14, tedy N(a) | 2. Podobné jako v pfedchozi tloze snadno ukdzeme, ze prvky s normou 2 neexistuj,
takze zbyva jako jedind moznost N(a) = 1. Potom « | 1, takze muzeme BUNO brat o = 1.



36 KAPITOLA 6. RESENI CVICENI

Tedy by muselo byt (2,v/—14) = Ok. Jenze obecny prvek idedlu (2,+/—14) je néjaké
(a+byv/—14) - 2+ (c+ dv/—14) - V=14 = (2a — 14d) + (2b + ¢)v/— 14,

coz mé vzdy sudou raciondlni ¢ést, takze takto nelze vyjadrit napf. 1, coz je spor s (2,v/—14) = Ok.
Tedy (2,+/—14) musi byt nehlavni.
¢) Nejprve ovéfme rovnost idedlu, opét jako dvé inkluze. Postupné mame
24vV-14=3—-(1—-+v—-14) € (3,1 — v—14),
T+2V/=14 =202+ V=14 +3 € (3,1 — V—14),

takze (24 +/—14,7+ 2v/—14) C (3,1 — v/—14). Z opacné strany pak

3= (7T+2V—14) — 2(2+v/—14) € (2+ V—14,7 + 2v/—14),
1— V=14 =3—(2+V=1d) € (2 + V—14,7 + 2y/—14),
takze (3,1 — /—14) C (2 + V=14, 7 + 2v/—14).
Dale at pro spor (3,1—+/—14) = («). Pak mus{ N(«) | NSD(N(3), N(1—+/—14)) = NSD(9,15) =
3. Jelikoz prvky normy 3 neexistuji, znamenalo by to N(«a) = 1, takze (3,1 —v/—14) = Og. To

uvedeme ve spor nahlédnutim, ze vsechny prvky (3,1 —+/—14) maji normu délitelnou tfemi. K tomu
uvazujme 35 + (1 — y/—14)~, pak poc¢itanim ve faktorokruhu O /(3) mame

NGB+ (1=vV=14)y) = B8+ (1 —V-14)y)(35 + (1 + vV—-14)y) =
=(1—-v-14)y(1++v—-14)y' = N(1 — vV=14)N(y) = 15N(y) =0 (mod 3).
To uz znamend, ze napt. 1 ¢ (3,1 — /—14), tedy mdme spor a tento idedl nemohl byt hlavni.

4. Nasobeni idealu pro K = Q(v/—14):
a) (5+v/—14,2+ v—14)(4 + v/—14,2 — v/—14) = (6,3v/—14).
b) Bud I = (3,14 +/—14). Pak II' = (3), I neni hlavni{ a [ # I'.
¢) Bud J = (5,1++/—14). Pak (15) = IJI'J'. Vyuzij toho k nalezen{ dvou ruznych ireducibilnich
rozkladu 15.
d) * I, J jsou prvoidedly.

Resend. a) Pfed vyndsobenfm zvolime pro ideély hezéi sadu generatorti:
5+ V—-14,24++v/—14) = (3,2 + V—14), (A4+vV—-14,2—+/—14) = (6,2 — V/—14).
Poté roznasobime generatory kazdy s kazdym, ¢imz dostaneme vysledek zapsany pomoci ¢tyt ge-

neratoru:
(3,24 v/—14)(6,2 — vV—14) = (18,6 — 3v/—14, 12 + 61/—14, 18).

Nyni tento zapis zjednodusime. Duplicitni 18 muzeme vynechat, dale 1ze vytknout 3, takze
(18,6 — 3v/—14,12 + 61/—14,18) = 3- (6,2 — /—14,4 + 2v/—14).
Zde nyn{ upravime (2 — /—14,4 + 2¢/—14) = (2 — /—14,8), takze
3-(6,2—v—14,4+2v/—14) = 3-(6,8,2 — v/—14).
Uz v Z plati (6,8) = (2), takze tim spis v O, nakonec tedy upravime

3:-(6,8,2—+/—14) =3-(2,2—v—14) = 3-(2,V/—14) = (6,3v/—14).
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b) Podle Tvrzeni [t.11]bude IT" = (N(3), Tr(3- (1 — v/—14)), N(1+v/—14)) = (9,6, 15). To je ideal
generovany celymi ¢isly, takze vysledek bude generovany jejich NSD ve smyslu Z, takze 11" = (3).
Idedl I' = (3,1 — v/—14) uz jsme videéli v .C), odkud vime, ze neni hlavni, takze ani I nemuze byt
hlavni (z I = («) by plynulo I’ = (&)).

Koneé¢né, predpoklddejme pro spor, ze I = I'. Pak I = (3,1 + /—14,1 — \/—14). Pak ale

1=3—(14+v—14)—(1—v-14) €1,

tedy I = Ok, coz je v rozporu s NI = 3.
¢) Ukazme NJ = 5. To spoc¢teme pomoci JJ' = (N(5), Tr(5 - (1 — /—14)), N(1 + /—14)) =
(25,10, 15), coz opét spocteme pomoci NSD v Z jako (5). S timto uz upravime

[IIJ = (IT)(JJ') = (3)(5) = (15).

Jednim ireducibilnim rozkladem 15 je 3 - 5. O 3 uz vime, Ze je ireducibilni, a o 5 to dokazeme
obdobné: kdyby se netrivialné rozkladala, muselo by to byt na soucin prvku normy 5, ale takové
neexistuji, protoze z2 4+ 14y? = 5 nem4 feSend.

Pro druhy rozklad ukazme, ze IJ = (1 + v/—14). Idedl nalevo rozepiseme jako

IJ = (3,1 + V=14)(5,1 + v=14) = (15,3 + 3V—14,5 + 5V—14,(1 + V—14)?).

Jelikoz N (1 + v/—14) = 15, v8echny ¢tyti z téchto generatoru jsou ndsobky 1 + 1/—14, takze urcité
(1++/—14) | 1J. Kdyby v této délitelnosti nenastala rovnost, muselo by byt N(I.J) > N((1++/—14)).
Obé tyto normy jsou ale rovny 15, takze uz musela nastat rovnost.

(Alternativné si stac¢i uvédomit, ze z 3 - (1 ++/—14) a 5 (1 + /—14) uz lze nakombinovat 1 - (1 +
Vv—14).)

d) Nahlédnéme obecnéji, ze idedl s prvociselnou normou NI = p musi byt prvoidedlem (neplati to
ale obracené — existuji prvoidedly, jejichz norma neni prvocislo!). Jelikoz NI =3 a NJ = 5, pokryje
toto oba nase idealy.

UvaZzme rozklad I na prvoidedly, necht je to I = P, --- P,. Norma je multiplikativni, takZe pak
p= NI = NP,---NP,. Prvoidedly jsou vzdy vlastni idedly, takze mame vzdy NP; > 1. Pak se ale
v souc¢inu muze vyskytovat jen jeden ¢len, jinak bychom netrivialné rozlozili prvoéislo. Tedy k =1 a
I = P je prvoideal.

5. Bud G podgrupa aditivni grupy Z", kde n € N. Dokaz, ze G ~ Z™ pro né&jaké m, 0 < m < n.
Jako dusledek nahlédni, ze libovolny idedl v Ok lze zapsat nanejvys dvéma generdtory.

Reseni. Nejprve, af G uvazovand jako mnozina vektoria Q-vektorového prostoru Q" generuje néjaky
podprostor V, a necht tento prostor je m-dimenziondlni. UkdZeme, Ze pak G ~ Z™.

Postupujme indukei podle m. Pro m = 0 je tvrzeni zifejmé, protoze G = 0. Pro m = 1 nam G
generuje pouze primku, muzeme proto na této piimce zvolit nejkratsi nenulovy vektor b. Kazdy dalsi
prvek g € G musi byt celoc¢iselny nésobek b, protoze jinak by g — k - b pro néjaké vhodné k byl kratsi
nez b.

Nyni af m > 2. Z generujici mnoziny G vektorového prostoru V vyberme né&jakou bazi ci, ..., cp.
Necht pak V' je linedrni obal cy,. .., ¢n_1 a posléze G' := GNV'. Urcité ¢, ..., cm1 € G', takze G’
generuje V', podle indukéniho piedpokladu tak G' ~ Z™~! coz znamend, Zze G’ je volnd abelovska
grupa s néjakou bazi by, ..., b,_1. Dale uz sta¢i jen vybrat vhodné b,, € G tak, aby by,...,b,, byla
béze G jako volné abelovské grupy.

Se standardnim skaldrnim sou¢inem zuzenym z Q" musi mit V’ uvniti V' jednodimenzionalni
ortogondlni doplnék — at je generovany néjakym vektorem . BUNO jej prenasobme spolecnym
nasobkem jmenovatelu vyskytujicich se v jeho soutfadnicich, takze pak = € Z". Jelikoz je x normalni
vektor k V', je vzdalenost jakéhokoliv vektoru od V' piimo timérna jeho skaldrnimu soucinu s x.
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Zvolme tedy néjaky prvek b,, € G\ G', ktery minimalizuje |z - b,,|. To urcité lze, protoze vsechny
hodnoty x - b, jsou celociselné.

Dokazme, ze nyni mnozina by, ..., b,,_1, b, generuje GG. Protoze je to zaroven Q-linedrné nezavisla
mnozina, bude uz to pak automaticky baze G jako volné abelovské grupy. Uvazme libovolné g € G.
Protoze by, ..., b, je ur¢ité prinejmensim baze V', muzeme vyjadrit

pro jednoznaé¢né urcéena qq, . . ., ¢, € Q. Chceme dokézat, ze to ve skutecnosti jsou cela cisla. Nejprve
necht pro spor ¢, ¢ Z. Pak muzeme uvazit

g:=9— |gnlbn € G\ G,

coz potom da |z - §| = (¢m — |gm]) |7 - bm| < |z - bwm|, coz je spor s volbou b,,. Mame tak ¢, € Z.
Nasledné pak g — b, lezi v G, ale zaroven v V', tudiz lezi v G’, a musi tak mit celo¢iselné
soutadnice vuéi by, ...,b,_1, takze q1,...,qn_1 € Z. Dohromady jsme tak dokazali, ze G je volnd
abelovskd grupa s bazi by, ..., b,.

6. Bud K = Q(vD) a w = VD, resp. Y2 pro D = 2,3, resp. 1 (mod 4). Pro m € Z a
a=a+bw € Ok dokaz, ze m | a v Ok, pravé kdyz m | a,b v Z. Nahlédni, ze pro D = 1 (mod 4)
nemusi totéz platit pro m | a + WD, a,beZ.

Reseni. Podle véty vime, ze O = Z[w]. Jelikoz je w celistvy prvek nad Z a mé kvadraticky
minimalni polynom, vime, ze O = Z @ Zw ve smyslu abelovskych grup, tj. ze Ok je volna abelovska
grupa s volnou bazi 1, w. Jinymi slovy, a + bw pro a,b € Q je prvkem Oy, pravé pokud a,b € Z.
Z toho uz (pro m # 0)

a b a b
mlat+bw < —+—weOk < —,—€Z < m]a,b.
m m m m
Pro m = 0 sta¢i argumentovat

Ola+bw <= a+bw=0 <= a=b=0,

protoze 1, w je Q-linedrni baze K.
Pro D =1 (mod 4) uz totéz nutné neplati s v/ D misto w, protoze napt. 2 | 1 ++v D v O, protoze
%ﬁ = w € Ok, ale ptitom 21 1.

7. Vyies diofantické rovnice 22 + 1 =¢°, 22+ 3 =9% a 22 +4 = 3.

Resend. Jako ukézkovy piiklad vyfesme 22 + 1 = ¢°, tvrdime, Ze jedinym Fesenim je (x,y) = (0, 1).
Levou stranu rozlozime v Z[i] jako (x +1)(x — 1) = y°. Jelikoz je Z[i] gaussovsky obor (resp. rovnou
i OHI, Q(7) ma tiidové ¢islo 1), vyuzijeme jednoznaény rozklad: pokud ukazeme, ze zdvorky na levé
strané jsou nesoudélné, pak uz musi kazda z nich byt sama o sobé patou mocninou, moznéa az na
prenasobeni jednotkou.

At je d néjaky spolecny délitel  + ¢ a = — i. Potom mus{ byt i d | (z + i) — (z — i) = 2, takze
by bylo N(d) | N(2i) = 4. Chceme ukazat, ze jedinou moznosti je N(d) = 1, nacez je d jednotka,
takze x + 4, x — i jsou nesoudélnd. At tedy pro spor N(d) # 1, pak uz nutné 2 | N(d). To znamena
2| N(x+1) =2%+1=1y° takze y je sudé. Pak je x liché, takze modulo 4 dostaneme

2=2"+1=9"=0 (mod 4),

coz je spor. Takze jsou x + i, x — ¢ skutecné nesoudélna.

Pak je tedy = + i patd mocnina krat jednotka, tedy = + i = ua® pro ngjaké a € Z[i] a néjaké
u € Z[i]* = {£1,+i}. Protoze je Z[i]* ¢tyiprvkovd (dokonce cyklickd) grupa, plati u = u®, takze
muzeme zjednodusit = + i = (ua)®. Oznacime-li pak ua = a + bi, a,b € Z, muZeme rozepsat

z+i=(a+bi)’ = (a’ - 10a’b* + 5ab") + (5a*b — 10a*b® + b°)i.
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Porovnanim imaginarnich ¢asti pak mame rovnici
1 = 5a"b — 10a?b® + b° = b(5a* — 10ab* + b*).
Z toho b | 1, tedy b = £1. Pro b = —1 dostaneme
—1 =5a* — 10a® + 1,
coz nemuze platit modulo 5. Pro b = 1 zase dostaneme
1 =5a*—10a> 41,

coz se zjednodusf na a?(a? — 2) = 0. Pro celociselné a bude a* — 2 vzdy nenulové, takze jedinym
feSenim je a = 0. Dohromady jsme tak dostali, ze musi byt a + bt = i, z ¢ehoz dopocitame

z+i=(a+b)’ =i =i,
tedy z = 0 a nésledné y = 1.

8. Dokaz, ze Oy /5y = Z[\/D), resp. Z[H;/E] pro D = 2,3, resp. 1 (mod 4).

Reseni. Af K = Q(\/ﬁ), kde D je bezctvercové celé ¢islo. a € K je celistvé nad Z, pravé pokud
jeho minimalni polynom nad @Q ma celo¢iselné koeficienty. Dejme nejprve stranou racionalni a: podle
véty o racionalnim kofeni je a € Q celistvé nad Z jen tehdy, kdyz a € Z. Dale tedy uvazujme
a € K\ Q. Takové @ ma minimélni polynom

(r—a)(z—d)=2"—z(a+d)+ad =2* - 2Tr(a) + N(a).

Takze « bude celistvé, pravé kdyz Tr(a) i N(a) budou celd &isla. (Pozor, tohle je specifické pro
kvadraticka ciselnd télesa, v télesech vyssiho stupné celo¢iselnost normy a stopy obecné nestaci. . . )

Méjme tedy o = a + byv/D. Nejprve diky Z > Tr(a) = 2a musi byt a celé ¢islo ¢i polovina lichého
¢isla. Nejprve necht a € Z. Potom diky Z > N(a) = a* — Db*> musi byt taky Db* € Z. To pomoci
p-valuaci znamend totéz jako v,(Db*) > 0 pro kazdé p, pricemz valuaci na levé strané rozepiSeme
jako v, (D) + 2v,(b). Predpokladdme, ze D je bezctvercové celé ¢islo, takze v,(D) muze byt jen 0

nebo 1. Kazdopadné tak
1

1
vp(b) = _§UP<D> > 5
takze v,(b) > 0, tudiz b je celociselné. V tomto piipadé jsme tedy dospéli k o € Z[\/E], COZ jsou pro
libovolné D vidy celistvé prvky (napf. protoze v/D je celistvé a Ok je okruh).
Nyni uvazujme piipad, kdy a = ¢/2 pro néjaké liché ¢. Ukdzeme, Ze toto muze nastat jen pro D = 1
(mod 4) a ze toto pak vynuti, aby b = m/2, kde m je liché. Toto tedy bude odpovidat o € Z [%ﬁ} )

Af m := 2b, potom méme 2o = £ + m\/D. Bylo-li a celistvé, 2o musi byt taky celistvé, a protoze ¢
je celé, stejné jako v pfedchozim odstavci odvodime m € Z. Zbyva tak ukazat, ze m musi byt liché a
D musi byt 1 (mod 4). K tomu pocitejme modulo 4: jelikoz N(2«a) = 4N («) a N(«) bylo celé éislo,
mame

0=N{+mVD)=0?—-Dm?>=1-Dm?> (mod 4).

Pro sudé m by bylo m? = 0, coz d4 spor v predchozi kongruenci, takze uré¢ité musi byt m liché. Pak
je m? = 1, takze obdrzime 1 — D = 0, takize D = 1.

Néasledné uz jen ovérime, ze vSechny prvky 7Z [M} jsou pro D =1 (mod 4) skutecné celistvé.

2
1+vD

K tomu staci overit, ze samo L je celistvé, coz ale plyne z toho, ze mé stopu 1 € Z a normu

1-D
2z € 7.
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9. Bud K = Q(vD). Je-li P < Ok nenulovy prvoidedl a a € O, potom o™ = o (mod P).

Resend. Staci veédét, ze faktorokruh Qg /P mé pravé NP prvki. Pokud je @ = 0 (mod P), pak
je zévér ziejmy. Jinak je « nenulové v koneéném télese Ok /P. Lezi tedy v jeho multiplikativni
grupé, kterd ma NP — 1 prvki, takze Lagrangeovou vétou z teorie grup mdme o¥7~! =1 (mod P).
Ptenasobeni této kongruence pomoci o pak da kyzeny zaveér.

10. Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Je-li u € T celistvé nad R, pak u € R.

Reseni. Staci ukazat v,(u) > 0 pro viechny prvocinitele p. Pro spor at tedy v := v,(u) < 0 pro
néjaké p. At je u kofenem monického polynomu f(z) = 2™ + ¢, 12"t + -+ + c12 + ¢, kde ¢; € R.
Pak tedy

u" + cpu" 4 cu 4 ¢y = 0.

Jelikoz ¢; € R, mdme v,(c¢;) > 0. Na levé strané mé u” valuaci n - v, zatimco kazdy dalsf ¢len ¢;u’ ma
valuaci i - v + v,(¢;) > iv. Jelikoz v < 0, mame iv > nv, takze v ma ostfe nizsi valuaci nez vsechny
ostatni ¢leny na levé strané. V dusledku toho bude mit celd leva strana valuaci nv. To ale znamena
nv = v,(0) = 00, coz je spor.

11. * Je ddno prvocislo p > 5 a ptirozené k takové, ze p | k* + 5. Dokaz, Ze existuji pfirozend m, n
spliujici p?> = m? + 5n?. Predpoklddej, ze vis, Ze ttidova grupa Z[/—5] je dvouprvkova.

Reseni. Oznaéme K = Q(v/=5), pak Ox = Z[/—5]. Zadans podminka Fika, ze k je kofenem x2 +5
nad I, takze podle véty se (p) v Ok rozklada jako souc¢in dvou prvoidedla PP’. Rozmyslime
si, Ze to jsou dva ruzné prvoidedly: jelikoz p 1 5, nemuze byt £ = 0 (mod p), takze k neni kofenem
derivace (2% +5) = 2z (mdme p > 5, takze taky p 1 2), takZe to neni dvojity kofen z? + 5.

Nyni tedy N(P) = p. Samo P mozn4 je hlavni idedl a mozna taky neni. Jelikoz je ale t¥idova
grupa dvouprvkova, druha mocnina jakéhokoliv idealu musi byt v tfidové grupé trivialni, tedy druha
mocnina jakéhokoliv idedlu je hlavni idedl. Muzeme tedy vzit P? = (a) pro n&jaké o € Ok. Jelikoz
P # P', mame (p) = PP’ { P? = (a), takze rozepiseme-li @ =: & + y1/—5, pak p nedéli alespon jedno
z x, y. Mame

p> = N(P)*> = N(P?) = N(a) = 2° + 5y°.

Takze kdyby p délilo jedno z x, y, muselo by délit i to druhé. Takze p t z, y, specidlné jsou pak z iy
nenulova. Vzetim m := |z|, n := |y| je pak tloha vyfesena.

12. ** Zkus si rozmyslet, ze kdyz D = 1 (mod 4), pak Z[v/D] nikdy nemiize byt gaussovsky obor.
Reseni. Pro D =1 (mod 4) vime, ze 1%/5 € Q(V/D) je celistvé nad Z, ale nelezi v Z[v/D]. Piitom
je ale Q(v/D) podilové téleso Z[v/D], takze podle tlohy . nemiize Z[v/D] byt gaussovsky.



7. Domaci ukoly

Ve verzi ze zimniho semestru 2023/2024.

7.1 Domaci ukol 1

1. Uvazujme okruh R. Dokazte, ze R je obor integrity, pravé kdyz R[z| je obor integrity.
2. Bud R okruh. Dokazte, ze je-li R[z| noetherovsky, pak je i R noetherovsky.

3. Bud R gaussovsky obor a uvazujme polynomy f, g € R[z], které jsou v tomto okruhu nesoudélné.
Dokazte, ze idedl (f, g) < R|x] obsahuje néjaky nenulovy prvek R.

4. Bud R okruh a I, J < R komaximalni idedly. DokaZte, Ze pro libovolnd pfirozend ¢isla m, n jsou
idealy I, J" komaximalni.

5.  Multiplikativni mnoZinou v okruhu R myslime takovou S C R, kterd je neprazdna, neobsahuje
0 a je uzaviend na nasobeni. Pomoci Zornova lemmatu (bez pouziti lemmatu ve skriptech)
dokazte: je-li S C R multiplikativni mnozina a ideal I < R spliiuje I NS = (), pak existuje prvoidedl
P > I spliujici PN S = 0.

7.2 Domaci ukol 2

1. Najdéte a € C takové, ze Q(v/2,v7) = Q(a). (Dokazujte prosim peclivé, neopirejte se o ,zFejma®
tvrzeni, kterd nejsou zrejma.)

2. Bud U téleso a G < Aut(U). Dokazte, Ze potom pro viechna ¢ € Aut(U) plati Fix(U, oGp=1) =
o (Fix(U, G))

3. Bud T rozkladové nadtéleso polynomu z* — 5 nad Q. Uréete stupeit rozsfieni [T : Q.

4. Pro viechna mo7zna kofenova nadtélesa U polynomu x*+ 23+ 22+ +1 nad Q popiste Gal(U/Q)
a najdéte néjakou ,znamou” grupu, které je izomorfni.

7.3 Domaci ukol 3

1. Bud V rozkladové nadtéleso polynomu f(z) = z* — 2 nad télesem Q. Rozhodnéte, zda je V 2 Q
Galoisovo rozsiteni, a urcete Gal(V/Q). Naleznéte viechna télesa T takova, ze V O T D Q, [V : T] =2
a zaroven je T' D Q normalni rozsiteni.

2. Bud P prvoidedl v okruhu R a I, J vlastni idedly v R. Dokazte:
a) VI C P, pravé kdyz I C P.

b) VITT = VT § V.

91
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3. Bud K téleso a V C K™ neprazdné algebraickd mnozina. Dokazte, Ze V je ireducibilni, préveé
kdyz je I(V') prvoideal.
4. Budte R C S C T obory. Dokazte:

a) Je-li T konecné generovany S-modul a S koneéné generovany R-modul, pak je také T konecné

generovany R-modul.
b) Necht a, 8 € S. Je-li a celistvy prvek nad R a f3 celistvy prvek nad R[a], pak je také 3 celistvy

prvek nad R.

¢) V/3v5 4 6v/8 je celistvy prvek nad Z.
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