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Uvod

Toto je pracovni verze skript k prednasce Uvod do komutativni algebry (diive nazyvané
Komutativni okruhy), snad uz neobsahuje prespiilis preklept a nedokonalosti — ale budu
rad za jakékoli pfipominky a komentéare.

Jejich cilem je byt pomérné minimalistickym shrnutim probrané latky (v rozsahu vyuky
od roku 2017 dal), jez blizce kopiruje prubéh prednasek a nezahrnuje témér zadné rozsifu-
jici informace.

Material v téchto skriptech a jeho prezentace neni viubec puvodni: 1. a 2. kapitola jsou
zalozené na skriptech Alese Drdpala [Dr] a ¢astecné Davida Stanovského [St], 3. kapitola
na knizce Williama Fultona [Fu] a 4. kapitola na textu Keitha Conrada [Co].

Zéavérecna 5. kapitola skript shrnuje cviceni a domécich tkoly, primarné podle prednasky
v roce 2019/2020. Tyto prednasky byly nahravané a jsou k dispozici tady:
https://is.mff.cuni.cz/prednasky/prednaska/NMAG301/

Za sepsani skript dékuju Jakubu Novékovi; za upozornovani na chyby a pieklepy dékuju
studentum, kteti prednasku absolvovali v zimnim semestru 2019/2020 (a potom i v dalsich
letech). Za dalsi opravy dékuju Davidovi Stanovskému. I ptes nasi snahu v soucasné verzi
nepochybné obsahuji fadu chyb, preklepu a nejasnosti, takze uvitam jakékoli komentare
a navrhy na zlepseni. Casem do nich moznd piibude aspoii trocha vysvétlujicich a moti-
vujicich komentaiu.

[Co] Keith Conrad, Factoring in quadratic fields
http://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/gradnumthy/quadraticgrad.pdf

[Dr] Ales Drapal, Komutativni okruhy
http:/ /www.karlin.mff.cuni.cz/~zemlicka/11-12 /komalg.pdf
[Fu] William Fulton, Algebraic curves
http://www.math.lsa.umich.edu/~wfulton /CurveBook.pdf

[St] David Stanovsky, Zdklady algebry, kapitola o Galoisové teorii
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stanovsk /vyuka/alg_galois.pdf


https://is.mff.cuni.cz/prednasky/prednaska/NMAG301/
http://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/gradnumthy/quadraticgrad.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zemlicka/11-12/komalg.pdf
http://www.math.lsa.umich.edu/~wfulton/CurveBook.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stanovsk/vyuka/alg_galois.pdf

1. Zaklady

1.1 Uvod

Zmacenti:
Ve skriptech pouzivame nasledujici znaceni, které je na MFF spiSe neobvyklé.
e A C B znad¢i neostrou inkluzi, tedy muze byt i A = B. Ostrou inkluzi znac¢ime
ACB
e Invertibilni prvky v okruhu znacime R* misto R*
e Nepouzivame znaceni Z,, misto toho Z/p = Z/ (n) (coz si lze predstavovat jako
mnozinu {0,1,...,n — 1} s operacemi uvazovanymi modulo n)
X
o <Z / (n)> = ¢isla nesoudélnd s n modulo n

e velikost mnoziny M znacime # M
e A — B znadi surjekci (a ¢asto surjektivni homorfismus)

e A — B znadi vnofeni (a casto injektivni homorfismus)

1.2 Idealy a faktorokruhy

Okruhem rozumime R(+, —,0,-), pficemz + i - jsou komutativni.
S vyjimkou této sekce vzdy predpokladame, ze okruhy vzdy maji 1.

Méjme okruh R. Idedl I je neprazdna podmnozina R takova, ze:
eabel=a+ba—-bel
seaclreR=racl

Idealy znac¢ime I < R.

Obvykle se v definici také zahrnuje podminka, ze 0 € I: ta ale vyplyva z ostatnich dvou.

Podobné pokud 1 € R, pak také —1 € R a tedy —b € I (2. podminka), takze a — b €
vyplyva z 1. podminky.

Definice. Definujme relaci a ~ b < a —b € I (nékdy se zna¢i ¢« = b mod ). Jde o
ekvivalenci.
Tiidy znac¢ime [a] =a+ 1 :={a+i|i e}

Pokud totiz b € [a], pak b —a € I (z def.), tedy bea+I={a+i]|i€ I}.

>
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Definice. Mnozina tiid ekvivalence podle idealu I je faktorokruh a znaéi se R/J.
Na ttidach definujeme +, -

(a+1)+b+1):=(a+b)+1

(a+1)-(b+1):=(a-b)+1

Op/;; =0+ 1, 1g,;, =1+1,—(a+1I)=(~a)+1

Priklad. R=17,1 =6Z=4{...,-6,0,6,12,...}
a~bsa—bebZ < a=b (mod6)

Tridy:

0+ 62,1+6Z,....5+6Z

R/ =Z/g7 mé 6 prvki: je to obvyklé Z/g

Priklad. R okruh, I,.J idedly v R takové, ze J C I

a) Pak J je idedl v I. (I je okruh, typicky bez 1)
Ovérujme: Uzavienost J na s¢itdni a odéitani: OK (protoze je to idedl v R).
Uzavienost J na ndsobeni prvky I: OK (protoze I C R a J je idedl v R)

b) 1/ jeidedl v R/ j.
Oveérujme:
R/j={a+J|a€R}
Ijy={i+J|iel}cR/y

I/ 1 uzaviené na +:

AMa+ Jb+Jel))

Pakae I,bel, atedy a+bel.

Tedy (a+J)+ (b+J)=(a+b)+J €1/
(Odeitani zcela analogicky.)

I/ 1 uzaviené na - prvky 12/ j ¢ili: o
Pokud a+.J €1/ r+J¢c R/ j, pak chci (a+ J)(r +.J) =ar + J € I/ j (CVICENI)

¢: R — S homomorfismus okruh.
R>Kerp={reR|p(r) =0}
Imp={p(r)|reR}CS

Véta 1.1 (O homomorfismu). Bud ¢: R — S homomorfismus okruhi, I < R idedl
takovy, ze I C Ker . Pak
v: R/ — S
a+1— p(a)

je dobre definovany homomorfismus okruhi. Navic Kery = Ker¢/r ¢ Im+) = Im .
Diikaz. 1) Dobte definované: At a+ 1 =0+1,¢lib=a+1i,i € [. Pak (b+1) = p(b) =

i€Ker ¢

pla) + (1) =" wla) +0=p(a) = y(a+1).

2) Homomorfismus: Potfebujeme ovéfit, ze zachovava +, - (a — v piipadé okruhu bez 1):
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Méjme (a+I)(b+1) = ab+1. Pak ¢((a+1)(b+1)) = ¥(ab+1) = p(ab) "= p(a)p(b) =
Wla+ Db+ I).

+, — se ovéri podobné.

3)Im jasny.
I'ideédl v Kerp,(a+ 1) =0 < ¢(a) = 0. Tedy
Kero/r={a+1]|acKerp}=Ker. O

Véta 1.2 (1. véta o izomorfismu). Bud ¢: R — S (okruhovyj) homomorfismus. Pak
R/Ker o~ Ime.

Dikaz. Zvolme I = Ker ¢ ve vété o homorfismu . Méme homomorfismus 1/ : 2/Ker @
S.

Jeho obraz Im) = Im ¢, a tedy 1: B/Ker o~ Im .

Je 1) prosté? Homomorfismus je prosty, pokud (o) = 0 < a = 0. Méjme tedy a =
a+ Kerp. 0 =1v(a+ Kerp) = ¢(a) = a € Kerp = a+ Kerp = Kery = [0]. O

Véta 1.3 (2. véta o izomorfismu). R okruh, I,J idedly takové, ze J C I. Pak J <
L1 y<ByaB0)) 1) ~ER/r

Dukaz. Uvazujme projekci

cp:R—»R/],
ar>a+1.

Ziejmeé je surjektivni a Kerp = 1.
Podle véty o homorfismu [1.1{pro ¢ a J C R (jiz muzeme pouzit, protoze J < Kery = I),
méme 31p: B/ 7 — R/1. Navic Imv = Im ¢ = B/, Keryp = Kerp/ 7 = 1/ 7. Tedy podle

Véty mame (R/J)/Ker¢ ~ Im. O

Diisledek 1.4. Bud R okruh a J idedl. Viechny idedly v B/ j jsou prdvé I/, kde I je
idedl v R takovy, Ze J C I.

Diikaz. Vime, ze I/ j < R/ j diky piikladu vyse.

Naopak, bud I idedl v 12/ j. Chceme dokazat, ze Iy = I/ j pro néjaké I. Prvky I, jsou
tvaru a + J, takze dava smysl definovat I :=={a € R |a+ J € Iy}, zfejmeé J C I.
Chceme:

1) I'jeidedl v R:

Ala,bel,re R Paka+ Jb+J €l tedy a+b+J € Iy, ¢ili a+b € I. Stejné pro
ra € I.

2) 1/ 7= Iy

Rozepsanim pomoci definice I mame
Ijj={i+J]iel}={a+J|a€Ra+Jel}=1I O

Véta 1.5 (3. véta o izomorfismu). R okruh, I < R idedl, S C R podokruh. Pak S+ I =
{s+a|se€S ael} jepodokruh v R a (S‘l’])/]:s/(sﬂ])

Diikaz. CVICENI. (Projekce m: R — R/ a jeji zizeni na ¢: S — R/7. 1. véta o izo-
morfismu pro ¢.) O
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1.3 Prvoideadly a maximalni idealy
Pfipometime, Ze odted az do konce skript vSechny okruhy maji 1 (a jsou komutativni).

Definice. R okruh. I < R je vlastni idedl, pokud I # R.
Vlastni idedl I je maximalni, pokud neexistuje vlastni ideal J < R takovy, ze I C J.

Pro idedly I, J definujeme I.J = {Zaibi |a; € 1,b; € Jyn € N}.

=1
Vlastni idedl P je prvoideal, pokud pro vSechny idedly I,J < R plati IJ C P = I C
P nebo J C P.
Idedl I je hlavni, pokud Ja € R takovy, ze I = (a) = aR.

Priklad. R = 7. Vsechny idedly v Z jsou tvaru I = (n) =nZ ={...,—n,0,n,2n,...},
kden =0,1,2, ...

Ziejmé (n) = (—n).

Deélitelnost ¢isel 2 | 6 odpovida obrécené inkluzi idedlu (2) O (6).

Pokud tedy I = (a),J = (b) a P = (p), pak mame:

IJ = (ab)

(p) D (ab) < p|ab

(p) D (a) = pla

(p)D()=plbd

Tedy P = (p) prvoidedl < |p| prvocislo.

5Z je prvoidedl, ale 10Z ne, protoze (2) - (5) C (10), ale (2) ¢ (10) a (5) ¢ (10).

Lemma 1.6. Viastni idedl I v okruhu R je prvoidedl, prdave kdyz pro kazdé dva prvky
a,b€ R platiab e [ = a €I nebob e I.

Diikaz. ,=*“ At je I prvoidedl a at ab € I. Pak (aR)(bR) = (abR) C I. Podle definice
tedy méame aR C I nebo bR C I, atedy a € I nebo b € I.

.= At Jp, Jy jsou idedly takové, ze J;J, C I. Piedpokladejme, ze J, ¢ I, tedy ze
existuje b € Jy \ I. Pro kazdé a € J; médme ab € J1Jy C I, a tedy a € I nebo b € 1.
Ovsem b ¢ I, a tedy a € I pro kazdé a € Jy. Z toho vyplyva J; C I, jak jsme chtéli. [

Definice. S je obor (integrity), pokud Va,b € S plati ab =0 = a = 0 nebo b = 0.

Pozorovani. Prvek a je invertibilni < (a) = aR = R.
Okruh R je téleso < (0) je jediny vlastni idedl.

Dusledek 1.7. At I je vlastni idedl v R. Pak:
a) I je mazimdlni < R/ je téleso
b) I je prvoidedl < R/ je obor.

Diikaz. a)

»,=" I maximalni = jediny vlastni ideal okruhu R, ktery je mezi R a [ je samo I.
Dusledek = idealy R/ jsou pravé J/1, kde J D I. Tedy muze byt jenom J = R a
J = I. Ale tomu odpovidaji nevlastnf idedl 22/7 < 2/7a I/1 = (0r,,) < B/].
Pozorovéni = R/ je téleso.

,<=" Stejné R/ téleso = (Or/;) jediny vlastn{ idedl v R/r.
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Dusledek = jediné vlastni idedly v R, které obsahuji I, jsou [ a R = I maximalni.

b)

.= I prvoidedl. At a+1,b+1 € ¥/ jsou takové, ze ab+1 = (a+1)(b+1) = Or/, = 1.
Tedy ab € I. Podle lemmatupak mame a € [ = a+ 1 =1 =0g,, nebob € [ =
b+1=0g ne ¢ili jsme ovérili definici oboru.

,<=“ At je R/ obor a ab € I. Chceme (podle lemmatu 1.6), ze a € I nebo b € I.

R obor
abel=1T=ab+1=(a+1)(b+1) Iy T =Inebob+I=1I=aclnebobe

I. [l

1.4 Hlavni idealy a délitelnost

Definice. Bud R okruh.
albs Je:b=ac
al|lbealbabla

Pozorovani. a | b< (a) D (b),a || b < (a) = (b)

Definice. Obor R je gaussovky, pokud Va € R, a # 0, ma jednoznaény rozklad na soucin
ireducibilnich prvki, ¢ili a || p&* - pf», kde n > 0,k; > 1 a p; jsou ireducibilni prvky
takové, ze p; §f p;.

Pozndmka (Véta z Algebry). Bud R obor. Pak R gaussovsky prave tehdy, kdyz:
1. existuje NSD vsech dvojic prvku a
2. neexistuje posloupnost prvku aq, as, .. € R takovych, ze a;11 | a; a a1 If ;.

Priklad. Z,Q|x], Z[i], Z[v/2] jsou gaussovské, protoze jsou euklidovské.
Z[z] je gaussovsky, ale neeuklidovsky.

Z[\/D] pro D < 0 skoro nikdy neni: je gaussovsky, pravée kdyz D = —1, —2.
7 [%ﬁ] pro D < 0 je gaussovsky, praveé kdyz D = —3, —7,—11,—19, —43, —67, —163.

Jestli Z[v D] pro D > 0 je gaussovsky pro nekoneéné mmnoho D, je slavny otevieny
problém, ocekava se, ze ano.

Definice. Obor R je obor hlavnich idedlu (OHI), pokud je kazdy idedl hlavni, ¢ili VI <
R.3a € R: 1= (a).

Definice. I+ J={a+b|acl,be J}

Tvrzeni 1.8. Bud' R OHI. Potom R je gaussovsky a plati Bezoutova rovnost Ya,b €
R 3r,s € R:NSD(a,b) = ar + bs.

Diikaz. Ovérime dvé podminky z poznamky uvedené vyse:

1) Existence NSD: Pro a,b € R uvazujme ideél (a)+(b). Jsme v OHI = Jc : (a)+(b) = (c¢).
Mame (a) C (¢) = c|aa (b) C (¢) = c]|b.

Je-li d spole¢ny délitel a, b, pak (a) C (d), (b) C (d) = (¢) = (a)+(b) C (d) = d | c. Tedy
¢ je nejuétsi spolecny délitel. Bezoutova rovnost plyne z (a) + (b) = (¢).

2) Sporem, at mdme ...a;41 | a; | @iy | -+ | a;. Tedy (a1) € (az) S -+ € (a;) S ... je

=

fetézec hlavnich idedlu. Uvazme I = (J(a;), coz je idedl (cviceni).
i=1
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OHIl = 3da e R: I = (a).
a € L_J (a;) = Fi :a € (q;). Tedy a € (a;) Vj >ia (a) C (a;) C (a;) C L_J (a;) = (a).

=
i=1 =1

Spor. O

1.5 Noetherovskost

Definice. Okruh R je noetherovsky, pokud neobsahuje nekoneény rostouci retézec idealu
LCLCI;C....

Napiiklad téleso je vzdy noetherovské (protoze obsahuje jen dva idedly).
Definice pfipomind --- | az | as | a1 = (a1) € (a2) € (a3) C ...

=

Tvrzeni 1.9. Obory hlavnich idedli jsou noetherovskeé.

Diikaz. Bud R OHI. At neni noetherovsky. Tedy existuje I; € I C .... Uvazujme
I := JI;, coz je idedl (cviceni). OHI = I je hlavni, I = (a).
j=1

GGIZUIjizleQEIj. MémefjCIj+1=>a€Ij+1=>(&)C[jC[j+1CI:(a)=>
= vSude rovnosti = I; = I;;;. Spor. [l

¢
Euklidovsky = OHI = gaussovsky /
noetherovsky

Z[/—2019] noetherovsky, ale neni gaussovsky.
R = K[X,Y] gaussovsky, noetherovsky, ne OHI.
R = K[X1, Xs, X3, ...] gaussovsky, ale neni noetherovsky.

Definice. Bud R okruh. R-modul M je abelovskd grupa M (+, —,0) spolu se skaldrnim
nasobenim r-m € M pror € R,m € M takovym, ze Vr,s € R,VYm,n € M:

e r(m+n)=rm+rn

r(sm) = (rs)m
o (r+s)m=rm+sm

e Im=m

Jedna se o podobny pojem jako vektorovy prostor, ale nad okruhem.
Pokud je R téleso, pak je R-modul totéz, co R-vektorovy prostor.

Priklad.

e Kazdé abelovska grupa G je Z-modul.
m=m+m+---+m,ieNmed
(—i)-m = —(im)

e R je R-modul

o | < R=-1 je R-modul

Definice. R-modul M je noetherovsky, pokud neexistuje nekoneéna posloupnost M; C
M, C ... R-podmodulu v M.

Pozorovdni. Okruh R je noetherovsky okruh < R je noetherovsky R-modul.
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Definice. Bud M R-modul a X C M jeho podmnoZina. MnoZina vSech koneénych sum

k
> orizi, pro r; € Ryx; € X je nejmensi R-podmodul v M, ktery obsahuje X. Nazyva se
i=1

podmodul generovany X.

Pokud existuje koneénd mnozina X, kterda generuje M, pak M je konecné generovany

R-modul.

Definice. Méjme prvky 7, ..., 7 v okruhu R. Idedl jimi generovany znac¢ime (71, ..., 7)) =
riR+ -+ rpR (zéroven jde o nejmensi idedl, ktery obsahuje dané prvky).

Tvrzeni 1.10. R-modul M je noetherovsky < kazdy R-podmodul N C M je konecéné
generovanyj.

Diikaz.
»<="“ Sporem: Méjme posloupnost M; C My C ...

Pak N = |JM; je R-modul = N je konetné generovany néjakymi prvky ni, na, ..., ng.

=1
N = UMl = El] takové, ze ny,...,Ng € Mj
= R-modul generovany n, ..., n; je podmnozina M; = N C M;.
Méme tedy N C M; € M;;; C N. Spor.
,= Sporem: At N C M je R-podmodul, ktery neni koneéné generovany.
Bud M, = {0}. Postupné volme m; € N \ M; a definujme M;,, := M; + R - m;, coz jde,
protoze M; je konecné generovany a N neni koneéné generovany, tedy M; C N. (Striktné

vzato k zajisténi existence této posloupnosti potiebujeme axiom vybéru.)
Vyrobili jsme nekone¢nou posloupnost My C M; C My € -- -, coz je spor. O

Véta 1.11 (Hilbertova véta o béazi). Okruh R je noetherovsky, prdvé kdyz je R[xz] no-
etherovsky.

Dikaz. ,,<=* cviceni.

,="“ At R je noetherovsky a R[x] neni. Podle tvrzen{ 1.10 pak existuje R[x]-podmodul v
R|x], ktery neni koneéné generovany, neboli existuje idedl I < R[x], ktery neni kone¢né
generovany.

Bud fy € I nenulovy polynom nejmensiho stupné a f;,; néjaky polynom nejmensiho
stupné v I\ (fo, f1,..., fi). Ztejmeé deg fo < deg f1 < ....

Bud a; vedouci koeficient polynomu f; a J; = ideal v R generovany prvky ao, ..., a;.
Jo C J1 C Jo... jetetézec v noetherovském okruhu R = Jk: J, = Jyi1 = Jpao = . ..
Specialné Jrg, ..., rx € R agr1 = roag + - -+ + rrpak.

Bud d = deg fi41, polynomy fo, fi,... fr muZeme vyndsobit vhodnymi 2"°°, aby vznikly
polynomy fo, e fk, vsechny stupné d. Uvazme g := fri1 — rofo - .= kak. Pak méame
deg g < d, ale koeficient u 29 je apy1 — roag — -+ — rpar = 0 = deg g < d = deg fr,1.
Ale g e I\ (fo,---, k), coz je spor s volbou fy1 nejmensiho stupné. O

Dausledek 1.12. Je-li R noetherovsky, pak je také R[xy,. .., xx] noetherovsky.

1.6 Ireducibilni polynomy

V celé sekci: R je gaussovsky obor a T jeho podilové téleso.
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Proa € Rbud a || p&* - - - pF» jeho rozklad na prvocinitele, p; Hpj,proi # 4,k >1,n>0.
Pak (a) = (p1)* - (pn)*, protoze (b) - (c) = (be) (cvicent).

Cviceni: p prvocinitel < (p) prvoideal.

Definice. Bud p prvocinitel. Pak p-valuace prvku a € R je
k; pokud i : 5 = (Pi
o u,(a) = K pokud 3i:p I pi(& (p) = (p:)
0 jinak.
e 1,(0) = oo.
Pro t = § € T definujeme v,(t) := vy(a) — vy(D).

Ziejmé mame vy, (uv) = v,(u) + vp(v), a tedy v,(t) je dobie definované, protoze v,(%) =
vp(ca) — vp(cb) = vp(a) — vp(b) = vp(§).

d

Definice. Bud f(z) = Y. a;z" € T[z] a p € R prvocinitel.
i=0

p-obsah polynomu f je ¢,(f) = min{v,(a;),0 < i < d}.

Pro polynom f € R[z] fekneme, Ze je primitivni, pokud NSD(aq, . .., aq) = 1, ¢ili ¢,(f) =
0 pro vSechny ireducibilni prvky p € R.

Lemma 1.13.

a) At u e T* = T\{0}, p je prvocinitel v R a f € T[z]\{0}. Pak c,(u-f) = c,(f)+v,(u).
b) Bud a € T. Pak a € R, prdvé kdyz v,(a) > 0 pro vSechny ireducibilni prvky p € R.

c) At f € T|x]. Pak f € R|x], prdvé kdyz c,(f) > 0 pro vsechny ireducibilni proky p € R.

Diikaz. a) Plati v,(ua;) = v,(u) + vy(a;).
b), ¢) cviceni. O

Pozorovani. ¢: R — S homomorfismus okruhu. Pak Jl¢,: Rlzx] — S|z, ktery rozsifuje

¢ a pz(z) = 7.
Specidlné: pro gaussovsky obor R a prvocinitel p mame
m R B (p)

m: Rla) = (F/(p)) lz]

Lemma 1.14 (Gaussovo). Bud R gaussovsky obor. Jsou-li primitivni polynomy f,g €
R[z], pak je primitioni i f - g.

Diikaz. Pouzijeme: h primitivni < ¢,(h) = 0, Vp.
Bud p prvocinitel. Vime, ze ¢,(f) = ¢,(g) = 0 a chceme ¢,(fg) = 0.

R/(p) obor XM (R/(p)) [z] obor.
Ztejmé plati ¢,(h) = 0 < m,(h) # 0.
obor
Tedy ¢(f) = cp(9) = 0= m(f) # 0,7,(g) # 0. Tedy m,(fg) "= m,(f) - malg) # 0. O

Dusledek 1.15. Pro f,g € T[z] \ {0} a libovolného prvocinitele p € R plati c,(fg) =
(f) + cp(9).
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Diikaz. Bud u = [[p~*Y) a v := [[p~%9, kde ndsobime po dvou neasociované prvo-
¢initele p, a f1 == uf, g1 := vg.

Pro kazdé p mame ¢,(f1) = 0 = ¢,(g1) = f1, g1 primitivni. Podle lemmatu tedy fig1
je primitivni = ¢,(fi1g1) = 0. Ale fig1 = uvfyg, takze

0= Cp(flgl) = Up(uv) + Cp(fQ) = Up(u) + Up(v) + Cp(fg) = _Cp(f) - Cp(Q) + Cp(fg)- u

Tvrzeni 1.16. Bud R gaussovskyj obor a T jeho podilové téleso.
At f,g € Rlx],deg f > 1 a f primitivni.

a) flgvTz]= f|gvRlz]

b) f ireducibilni v R|x] < f ireducibilnd v Tx].

Diikaz. a) At g = qf,q € T|x|. f je primitivni, takze ¢,(g) = ¢,(¢) pro vSechny p. Ale
g € R[z], tedy ¢,(g) > 0. Tudiz ¢,(¢) > 0 a ¢ € R[x]. Tedy jsme dokézali, ze f | g v R[x].
b)

»,<=" Lehké cviceni

,=“ At f nenf ireducibilni v T[z], ¢ili f = f1fs, kde fi, fo € T|x] nekonstantni.
Podobné jako v dukazu dusledku pro u; = [[p~ %) uy = [[p~*2) mame: g, :=
urfi a g2 = ugfa jsou primitivni polynomy v R[z]. Navic f primitivni = 0 = ¢,(f) =

LT3
cp(fif2) = p(f1) + & (f2)-
Tedy Uy - Ug = pr(cp(fl)“i’cp(fé)) — Hpo = 1. Tedy f = f1f2 = (U1U2)7lglg2 = §192 = f
neni ireducibilni v R[z]. O

Tvrzeni 1.17. Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Ireducibilng proky v R[z]
jsou prave

e prvocinitele p € R a

o primitivni nekonstantni polynomy f € R[z|, které jsou ireducibilni jako proky T'|x].

Pro kazdy ireducibilng polynom g € T|x] existuje u € T takové, Ze ug je ireducibilni prvek

okruhu R|x].

Diikaz. Cheeme popsat ireducibilni prvky R[z]; rozliSme konstantni a nekonstantni po-
lynomy v R[z].

a) f € R (je konstantni polynom)
Pokud g € R[z] spliuje ¢g | f, pak ¢ € R musi byt taky konstantni. Tedy f € R
ireducibilni v okruhu R[x] < f je ireducibilni v R < f je prvocinitel v R.

b) f € R[z], deg f > 1.

Podle tvrzeni [1.16b) primitivni polynomy f € R[z], které jsou ireducibilni v T'[z], jsou
ireducibilni v R[z].

Naopak bud (nekonstantn{) f € R[z] ireducibilni v R[z]. Pak f = uf;, kde f; € R[]
primitivni a u = [ p»¥) € R.

Ale f ireducibilni = u || 1 = ¢,(f) = 0,Vp = f primitivni. Tedy tvrzeni ) = f
ireducibilni v T'[z].

2. ¢ast tvrzeni: Bud g € T[z] ireducibilni a definujme v = [[p~*) = vg je primitivni
prvek R[z] avg || g v T[z] = vg je ireducibilni v T'[z]. Tvrzeni[L.16b) = vg je ireducibilni
v Rz]. O

Véta 1.18. Je-li R gaussovsky obor, pak je i R[x] gaussovsky.
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Diikaz. Pouzijeme: R gaussovsky < 1. neexistuji nekonecné fetézce vlastnich délitelu a
2. kazdy ireducibilni prvek je prvocinitel. (cviceni)

LA ... fi | ficx |- f2| fi,fi € R[z]. Pak deg fi > degfo > --- > 0, a tedy
Jk : deg fr = deg fri1=-...
Bud a; vedouci koeficient f; = --- | a; | a;j_1--- | az | a1. Toto je posloupnost délitelu v

gaussovském R = 3 :a; || apy1 || - --

Pro 4, j > max{k,(} tedy deg fi = deg f; a a; || a; = fi || f;-

2. Chceme dokézat, ze pokud f | gh (v R[z]), pak f | g nebo f | h (v R[z]). Mé&me
ireducibilni prvek f v R[z] a pouzijme tvrzeni podle néjz mame dvé moznosti:

a) f =p € R. Pak 1 < ¢,(gh) = ¢,(g9) + ¢,(h), a tedy ¢,(g) > 1 nebo ¢,(h) > 1. To
implikuje, ze p | g nebo p | h.

b) deg f > 1 a f je primitivni, ireducibilni v T[z]. T[z] je euklidovské, tedy gaussovské,
a tedy f je prvocinitel v T'[x]. Zaroven f | gh v T[x].

BUNO af f | g v T[z]. Tvrzent ) pak implikuje f | g v R[x]. O

1.7 Cinska zbytkova véta

Definovali jsme uz 3 operace na idedlech I+ J, I.J, INJ, pricemz plati: I[(J+K) = [J+I1K
alJ CInJ. (Cviceni)

Definice. Idedly I, J v okruhu R jsou komaximalni, pokud I + J = R.

Motivace:

1. Pokud je M maximélni, tak M + (a) = R pro vSechny a ¢ M. Tedy M, J jsou koma-
ximalni VJ ¢ M.

2.R=7,1I = (m),J = (n). Pak (m) + (n) = (NSD(m,n)). Tedy (m), (n) jsou koma-
ximalni, pravé kdyz m,n jsou nesoudélné. Jde tedy o variantu nesoudélnosti a oslabeni
maximality (kterd odpovida prvocislum, jez jsou nesoudélna se vsim).

Lemma 1.19. [, J komazimdlni = I NJ =1J.
Ditkaz. 1N J ™2™ 1A NI+ ) =UnNNI+INJ)JCJI+1J=1J 0

Definice. Idedly I3, ..., I, < R jsou po dvou komaximdlni, pokud I;, I}, jsou komaximaln{
pro vSechna 1 < j < k < n.

Tvrzeni 1.20. Af I, ..., 1, jsou po dvou komaximdlni idedly v okruhu R a n > 2. Pak
Ln---Nnl,=1---1, a dvojice Iy N ---N 1, 1, I, je komaximalni.

Dukaz. I ---1,_1 a I, jsou komaximalni:
Uvazujme

R=(L+1,)Is+ 1) (In-1 + I,)
=h15---1, 1+ dalsi ¢leny, jez vSechny obsahuji I,
chily---I, 1+ 1, CR.

tedy ]1"'In—1 +]n = R.
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Ln---NnlI,=1---1, dokdzeme indukci. Pro n = 2 jde o lemma/|1.19|
Af n > 2. Indukéni predpoklad: [y N --- NI,y =1 -1, ;.
Z 1. ¢asti dukazu: Iy --- I,,_1, I,, jsou komaximalni. Pak

indukéni predpoklad (

([1...[n_1).[n([1...[n_1)m[n Ln---Nnl,_y)NI, 0O

Tvrzeni 1.21. A{ I,,..., I, jsou idedly v okruhu R. UvaZujme homomorfismus

@R-}R/lexR/In
re (r+Iy,...,r+1,).

Pak
a) Kerop=LnN---N1I,
b) ¢ je surjektioni < Iy, ..., I, jsou po dvou komazimdln.

Diikaz. a) je jasné.
b) ,=“ Af v je na ai # j. Mdme

R5R/[ x - xR/] — R/I x R/ — (R/]i)/([i—l—lj/[i) % (R/Ij)/<1i+fj/]j>

L3
SR < B/ 41

Tedy toto slozeni je surjektivni, ovsem jde o zobrazeni r — (r + I, + I;,r + I; + I;), cili
v obou slozkach obrazu mame stejnou hodnotu. Takovéto zobrazeni je surjektivni jen,
pokud B/1. 4 I; mé jen 1 prvek.

Tedy I; + I; = R a I;, I; jsou komaximalni.

»,<=" Predpokladejme, ze Iy, ..., I, jsou po dvou komaximélni. Indukei:

n = 2: Potiebujeme, ze kazdé (r1 + I, 7o + Io) lezi v Im ¢, cili Ze existuje r € R takové,
zer=r; (mod I;) proi=1,2.

7 komaximality vyplyva, ze da; € I,as € I, takova, ze 1 = aq; + as. Zvolme nyni
7= rias + raa;. Pak r — 1y = (ras + rear) — ri(ay + az) = ay(ry — ry) € I;. Stejné
dostaneme r — ry € Is.

At n > 3. Uvazujme [ :== I, ---I,_; Ln---N1I,y. Z tvrzeni také vyplyva, ze
I, I, jsou komaximalni.
Indukéni predpoklad pro 2 idedly: mame surjekci

i R— B/px BT,
r—(r+I1,r+1,).
Pro n — 1 mame dale
wQ;R—»R/Il X e XR/In—l’
T|—>(T+Il,...,7“+[n,1).
SKerlpnglﬂw'ﬂ[n,l:I.

(1. véta o izomorfismul pro ¢, pak dava

1/;; R/[gR/[l X '”XR/[n—l’
r+1—(r+5L,...,7r+1,-1).
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Konecéné slozenim méame
. P Pxid
p=(xid)ot: R>R/px R/ "5 (R/p - xR/f _)yxR/.
O]

Diisledek 1.22 (Cinské zbytkové véta). Af Iy, ..., 1, jsou po dvou komazimdlni idedly
v R takové ze 1N ---N 1, ={0}. PakVry,...,r, € R3lr € R takové, Ze r = r; (mod I;)
pro vsechna 1.

Pozndmka. Méjme nq, ..., n; € Z po 2 nesoudélna a bud R = Z/(nl ...my). Pak

Z/(nl...nk)ﬁz/nl X oeee ><Z/’]’Lk_7

coz dava obvyklou ¢inskou zbytkovou vétu pro celd cisla.

1.8 Zornovo lemma

Af je A mnozina ¢dsteéné usporddané relaci <, éili je
e reflexivni: z < x,
e (slabe) antisymetrickd: z <yay <z =x =y,
o tranzitivni: z <yAy<z=xr <z

pro vSechna x,y, z € A.

Retézec B v A je podmnozina, kterd je linedrné usporadand, ¢ili spliuje Vo, y € Bz <y
nebo y < z.

Horni mez podmnoziny C C A je prvek a € A takovy, ze a > ¢ pro vSechna ¢ € C.
Prvek a € A je maximalni, pokud a < b implikuje a = b pro vSechna b € A.

Lemma 1.23 (Zornovo lemma). Bud' A neprdzdnd mnoZina ¢dstecné usporddand relact
< takovd, Ze pro kazdy retézec B v A existuje horni mez. Pak Va € A3b € A takové, Ze
b je maximdlni v A a a < b.

Toto lemma je ekvivalentni axiomu vybéru, ktery je jednim z klicovych axiomu teorie
mnozin, byt historicky byl pomérné problematicky (fada matematiki nepovazovala jeho
platnost za samoziejmou). My se ale zajimédme o okruhy a ne o teorii mnozin, takze
budeme s Zornovym lemmatem bézné pracovat (jak je ostatné dnes bézné).

Priklad. Kazdy vektorovy prostor V' ma bazi.
A := {linedrné nezavislé podmnoziny ve V'}, < je usporadani inkluzi, ¢ili pro X,Y € A
definujeme X <Y, pokud X C Y.

Ted musime ovéfit predpoklad Zornova lemmatu.

Bud B C A fetézec. Chceme jeho horni mez:

Volme b C V jako b = | fetézce B, ¢ili b = {v € V | Ja € B,v € a}. Potiebujeme:

1. b € A. (Neboli b je linedrné nezavislé.)

2.Yae B:a<hb.

Oboji neni tézké ovérit.

Tedy podle Zornova lemmatu existuje maximélni prvek a € A, ¢ili linearné nezavisla
mnozina, ke které uz nejde nic pridat tak, aby vysledek byl stale linearné nezavisly.

Pro spor at a nen{ béze, tedy Jv € V' \ Span(a). Pak ale a U {v} by byla véts{ linedrné
nezavisla mnozina, coz by ale byl spor s maximalitou a. O
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Ted si ukdZeme nékolik uziteénych aplikaci Zornova lemmatu v teorii okruhi.

Lemma 1.24. Bud A neprdzdnd podmnoZina okruhu R a I < R. Pokud INA =0, pak
existuje idedl J < R takovy, Ze

e JDOI,
e JNA=10,
o J NA#D pro kazdy idedl J' < R takovy, ze J' D J.
Diikaz. Volme mnozinu A ={J < R|J D I,JN A= 0} usporddanou inkluzi C.

A # 0, protoze I € A.
Déle pro fetézec B C A je jeho horni mezi |J J € A.

JeB
Piedpoklady jsou splnény, tedy podle Zornova lemmatu [I.23] mnozina A ma maximalni
prvek J. O tom snadno ovérime, ze ma vSechny pozadované vlastnosti. O

Dusledek 1.25. Bud I < R vlastni idedl. Pak existuje mazimdlni idedl M v R, ktery
obsahuge 1.

Diikaz. V lemmatu zvolme A = {1}. O

Pozor! Tento dusledek nemusi platit, pokud R je okruh bez 1! Dokonce existuji okruhy
(bez 1), které neobsahuji zddné maximélni idedly.
Cviceni: Rozmysli si, jaky ideal J dostaneme z dukazu lemmatu [1.24] pokud zvolime

A=0.

Definice. Multiplikativni mnozina S v okruhu R je neprazdna podmnozina R takova, ze
e 0¢Sa

e S je uzaviena na nasobeni, ¢ili a,b € S =a-be S.

Tvrzeni 1.26. Bud S C R multiplikativni mnozina a I < R idedl takovy, e IN S = 0.
Potom existuje prvoidedl P D I takovy, Ze PNS = (.

Diikaz. 'V lemmatu [1.24] zvolme A = S. Je pak potieba ovérit, ze ideal J, ktery existuje
podle tohoto lemmatu, je prvoideal: cvicend. O

Disledek 1.27. Pro kazdou multiplikationi mnoZinu S existuje prvoidedl P takovy, Ze
PNS=40.

Diikaz. Zvolme I = {0} v tvrzeni[1.26] O



2. (zaloisova teorie

2.1 Opakovani

Pripomenme si nékteré zakladni pojmy z teorie (komutativnich) téles. Nize jsou T, U,V
vzdy télesa takova, ze U D T.

U D T implikuje, ze U je vektorovy prostor nad T'. Stupen rozsiteni téles d = [U : T|=
dimenze U jako vektorového prostoru nad 7. Tedy existuje baze ay, s, ..., aq € U, cili
Va € U 3l; € T takova, ze a = ) t;q;.

Pokud VO U DT, pak [V :T|=[V:U|-[U:T].

a € U je algebraické nad T, pokud je kofenem néjakého 0 # f(x) € T[z]. Ma-li f
minimalni stupen, jde o minimélni polynom pro «.

Pro a € U definujeme T'[a] jako nejmensi podokruh U, ktery obsahuje T" a «a, a T'(«)
jako nejmensi podtéleso U, které obsahuje T" a a.

Je-li o algebraické (nad T), pak T'[a] = T(«). Plati d = [T'(«) : T] = deg minimalniho
polynomu pro a. Jako bézi T'(a) mizeme volit 1, ..., a9 L.

Pokud « neni algebraické (nad T'), pak T'[a] ~ T|x] a T(«) ~ T(x) (coz je okruh poly-
nomt, resp. téleso racionalnich funke).

Tedy « je algebraické nad T < [T'(«) : T] < 0.

Rozsiteni U D T je algebraické, pokud kazdy prvek o € U je algebraicky nad T

Je-li prvek « algebraicky, pak je T'(«) D T algebraické rozsiteni.

U D T rozsiteni konecného stupné = U D T algebraické rozsiteni.

T ma charakteristiku p (coz je nutné prvocislo), pokud 1+ --- 4+ 1 = 0. Pokud takové p
p-krat

neexistuje, je charakteristika 0.

2.2 Uvod

At U DT,V DT jsou télesa. Homomorfismus ¢: U — V je T-homomorfismus, pokud
o(t) =t pro vsechna t € T.

Pozorovdani. At U D T,V D T jsou télesa. Kazdy T-homomorfismus ¢: U — V je prosty.
Diikaz. Uvazujme jadro Ker ¢. To je idedl v U, ovsem téleso obsahuje jen idedly {0} a U.
Bud 0 # t € T néjaky prvek télesa T' (tady vyuzivdme toho, ze jednoprvkovou mnozinu
nepovazujeme za téleso). Pak o(t) = ¢, nebot jde o T-homomorfismus, a tedy t & Ker ¢,
¢ili Kerp # U.

Pak Ker p = {0} a ¢ je prosty, jak jsme chtéli. O

18
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Gal (U/T) = {¢: U = U | ¢ je T-automorfismus} je Galoisova grupa rozsifeni U D T
Jde o grupu, protoze automorfismy muzeme skladat a invertovat; identita id je 1 v grupé.

Napifklad Gal (@(i) /Q> = {id, ¢}, kde Q(i) = {a + bi | a,b € Q}, p(a + bi) = a — bi.

Piiklad. Bud D € 7Z takové, ze D neni ¢tverec. Uvazujme rozsiteni Q(v/D) D Q. Mi-
nimaln{ polynom pro v'D je 2 — D.
Bud ¢ € Gal (UVD)/q). Pak

a tedy ¢(v/D) = +V/D.
Naopak hodnota 1(v/D) jednoznacné uréuje ¢ € Gal: pro a + bv/D € Q(v/D) méme
W(a+bVD) =a+b(VD).

Tedy Gal (@(\/5)/@) — {id, ¢}, kde (/D) = —V/D.

Obzvlast je-li U D T rozsifeni koneéného stupné, dava Gal (U /T) hodné informace o
struktufe tohoto rozsiteni (a prvku a takového, ze U = T'(«)). V Algebre jste napiiklad
vidéli vyuziti na konstrukce pravitkem a kruzitkem a na nefesitelnost rovnice 5. stupné.

2.3 Celistvé prvky

Definice. At je R podokruh S. Prvek v € S je celistvf nad R, pokud je kofenem néjakého
monického polynomu v Rx], ¢ili 3f € R[z], f(z) = 2" + ap_12" " + -+ a9 a f(v) =0.

Pozndmka. Pokud R, S jsou télesa, pak v € S je algebraicky nad R < v € S je celistvy
nad R.

Pozndmka. At S =Q,R=7. Pak v € Q je celistvy nad Z < v € Z.

Tvrzeni 2.1. At je R podokruh oboru S a v € S. Ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni:
1) v je celistvy nad R.

2) R[v] je konecné generovany R-modul.

3) Existuje okruh R, Rlv] C R C S, takovy, Ze R' je konecné generovany R-modul.

Dikaz.
2) = 3): Volime R’ = R[v].
1) = 2): Vime, Ze v™ + a,_1v" ' + -+ + a9 = 0 pro néjaka a; € R.
Dokézeme, ze Ro]=R-1+ R-v+---+ R-v"" 1 = Q.
D% Ok
,C* R[v] = {>_r;ju7}. Stacl tedy dokdzat, ze v/ € © pro kazdé j.
Pro j = 0 mame v° = 1. Z definice pro 0 < j < n — 1 vidime, ze v/ uz je v Q. Co v"?
V= —qa,_ "t — o — qy € Q.
ER-wn—1 €R-1

Pokracujme indukei pro j > n + 1. Posledni rovnost prendsobime v/~" a mame

V= —ap,_ 0V = =g T e Q.
€v €V
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3) = 1) At R' = )" Rwj;. Tedy pro kazdé v € R’ mdme
=1

n
V-w; = E aijwj
j=1

pro néjaka a;; € R.

Podivejme se na tyto rovnice pro ¢ = 1,...,n jako na soustavu homogennich linearnich
rovnic s proménnymi wy, ..., w, a s koeficienty z podilového télesa oboru S.

w; # 0 = soustava ma netrividlni feSeni = determinant = 0.

Matice soustavy je

vV —an —a12 e —a1p
—a21 V—ag ... —Qa2n
. )
—Qanp1 —Qp2 oo U — Qpp

takze jeji determinant je polynom v proménné v s koeficienty v R a vedoucim ¢lenem 1-v"
— presnéji, determinant se rovna hodnoté f(v) pro néjaky monicky polynom f € R[z].
Toto f je tedy hledany monicky polynom pro v. O

Poznamka. Tvrzeni plati, i pokud S neni obor (s viceméné stejnym dikazem).

Disledek 2.2. Mnozina prvku oboru S, jez jsou celistvé nad R C S, tvori podokruh v S
(obsahugici R).

Diikaz. At a,b € S jsou celistvé nad R. Pak R[a] je kone¢né generovany R-modul.

b je také celistvy nad Rlal, a tedy R|a][b] = Rla,b] je kone¢né generovany R[a]-modul.
Cviceni = Rla,b] je kone¢né generovany R-modul.

Pro v =a=+b,a-bméme R[v] C Rla,b], a tedy v je celistvé podle tvrzeni [2.1] O

2.4 Korenova a rozkladova nadtélesa

Definice. Bud S D T rozsiteni téles, f(z) € T[z]. S je kofenové nadtéleso polynomu f,
pokud f ma kofen a € S a S =T(«).
S je rozkladové nadtéleso polynomu f, pokud se f v S[x| roklada na linedrni ¢initele
fl@)=c-(z—aq) (v —ayp), kde c,a; € Sa S =T(a,...,a).
Tvrzeni 2.3. Bud T téleso a f € T|x] polynom stupné > 1. Pak

(a) existuje korenové nadtéleso pro f nad T a

(b) existuje rozkladové nadtéleso pro f nad T.
Diikaz. a) At g | f je ireducibiln{ a uvazujme ideél (g) = ¢T[z] < T[z].
g je ireducibilni = (g) je maximalni a5 .— T[ﬂ/(g) je téleso. Dokazeme, ze jde o
hledané kotenové nadtéleso.
Maéame projekei

m: Tz > S
h— h+(g)
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Déle uvazujme zuzeni homomorfismu 7 na 7' C T[], ¢ili 7 [ T : T — S. Toto zizeni je
prosté, protoze kdyby 0+ (g) = (7 | T)(t) = 7(t) =t + (g9), tak t € (g), coz jde jen pro
t = 0, protoze stupen vsech nenulovych polynomu v (g) > degg > 1.

Muzeme tedy T ztotoznit s jeho obrazem Im(7 | T') C S a predpokladat, ze T C S. Navic
si uvédomme, ze pak 7 fixuje prvky T, ¢ili je to T-homomorfismus. Protoze 7: T'[z] — S
je surjektivni T-homomorfismus, mame S = T'[r(z)].

Uvazujme nyni okruh polynomu S[X] v proménné X nad S. Mame g(X) € T[X] C S[X].
Mame 7(z) € S, a tedy muzeme tuto hodnotu dosadit do g(X):

:;aiﬂ'( —w(Zax) = 7(g) = 0.

Tedy polynom ¢ | f mé koten 7(z) € S. Uz jsme vidéli, ze S = T'[r(z)].

b) Indukei podle stupné deg f.

Pro deg f =1 je rozkladové nadtéleso S =T

Pro deg f > 1 bud T'(«) kofenové nadtéleso f nad T. Pak f(z) = g(x) - (z — ). Polynom
g(x) nad T'(a) m4 stupen deg f — 1, proto pro néj existuje rozkladové nadtéleso nad T'(«)

S=T(a)(ay,...,0n) =T(a,a,...,an).
To je hledanym rozkladovym nadtélesem pro f nad 7T O]
Ted si dokazeme jednoznacnost kofenovych a rozkladovych nadtéles aZ na T-izomorfismus.

Lemma 2.4. Bud T téleso, f € T|x] ireducibilni (nekonstantni) polynom. Jsou-li Sy, So
korenovd nadtélesa pro f nad T, pak existuje T'-izomorfismus ¢: S1 — Ss.

Priklad. Toto lemma obecné neplati, pokud je f reducibilni. Volme napiiklad f(x) =
z(z? +1) a T = Q. Polynom f m4 kofeny 0, +1.
Tedy S; = Q a Sy = Q(i) jsou jeho kofenova nadtélesa, ale Q % Q(i).

Dikaz. At S; =T(a), Sy =T(B).
Vime, ze T(a) = Ta] = {g(c) | g € T'[z]} a podobné pro T'(3).

Uvazujme

p: T(a) = T(B)

gla) = g(B)
Je to dobfe definované? Vsimneme si, Ze f je minimalni polynom pro « i 3, tedy g(«) =
ha) < (g=h)(@)=0 <  flg=h < (g—h)(B) =0 < g(B) = h(B).
f min. pol. pro « f min. pol. pro 8

Tedy ¢ je dobie definované i prosté. Na je jasné z definice.
Ztejmeé jde o T-homomorfismus, tedy mame T-izomorfismus. O

Tvrzeni 2.5. Méjme rozsirent téles Ty, Ty DO T a T-izomorfismus ¢: 11 — T5.
Pro f(z) =Y a;x" € Ti[z] definujeme ¢(f)(z) := > ¢(a;)x’ € To[z].

At deg f > 1 a S; = rozkladové nadtéleso f nad Ty, Sy = rozkladové nadtéleso o(f)
nad Ts.
Pak existuje T-izomorfismus 1: S — So takovy, Ze ¢ | 11 = .
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\/

Volbou T =T, =T, a ¢ = id v tvrzeni dostaneme:

Véta 2.6. Bud T téleso a f € T[x] nekonstantni polynom. Rozkladové nadtéleso f nad
T je jednoznacné urcené az na T-izomorfismus.

Diikaz tvrzeni[2.5. Indukei podle deg f:
degf = 1: Mame Sl = Tl,SQ = Tg,w = Q.

deg f > 1: Bud ¢ | f ireducibilni polynom v Ti[z] a a € S; kofen g. Pak o(g) | ¢(f) a
bud 3 € S, kofen ¢(g). Podobné jako v lemmatu mame T-isomorfismus

o: Ti(a) = Tx(pP)
h(a) = (h)(B)

(pouzije se: g je minimdalni polynom pro o nad 7} a ¢(g) je minimdlni polynom pro f.)
Navic o [ T7 = ¢.

Bud h € Ti(a)[x] takovy, ze f(x) = (x — a)h(z), pak o(f)(z) = (x — B)o(h)(z), protoze
z definice mame § = o(a).

Vidime, ze S1, Sy jsou rozkladovd nadtélesa pro h, o(h) nad Ti(«), T (B).

degh < deg f = podle IP mdme T-izomorfismus ¢: S; — Sy takovy, ze ¢ | Ti(«a) = o,
atedyw rT1:O' rle

2.5 Algebraicky uzavér

Definice. Téleso T je algebraicky uzaviené, pokud v 7" méa kazdy nekonstantni polynom
z T|zx] koten.
Ekvivalentné: Kazdy polynom z T'[x] se rozklada na linedrni ¢initele.
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Priklad. C je algebraicky uzaviené.
Zadné konecné teéleso nend algebraicky uzaviené (cviceni).

Definice. Bud T téleso. Jeho algebraicky uzdvér je algebraicky uzaviené téleso S O T,
které je algebraickym rozsitenim 7.
Algebraicky uzaver télesa T' ¢asto znacime T

Priklad. 7, e € C transcendentni nad Q = C neni algebraicky uzavér Q.
C = R(z) je algebraicky uzaver R.

Postupné dokézeme, ze algebraicky uzavér kazdého télesa existuje a je jednoznacny (az
na T-izomorfismus).

Nésledujici tvrzeni v dalsim textu nepotfebujeme, ale umozni nam napriklad popsat, jak
vypadd Q. Z Algebry totiz vime, ze C je algebraicky uzaviené, a tedy tvrzeni implikuje,
ze Q = {a € C| a je algebraické nad Q}.

Tvrzeni 2.7. Méjme télesa S DT a bud U = {a € S | a je algebraické nad T}, coZ je
teleso T'C U C S. Je-li S algebraicky uzavrené, pak je U algebraicky uzdaver T

Dikaz. Z Algebry vime, ze U je téleso. Ziejmé U D T je algebraické rozsiteni. Je U
algebraicky uzaviené?

Bud f € Ulz]. S algebraicky uzaviené = f m4 koten 3 € S. Chceme 8 € U.

At f(z) = Y ', € U. Tedy f € T(a,...,a,)[z], takze S je algebraické nad
T(g,...,an), ¢li [T(ag,... a0, 0): T(ag,. .., an)] < occ.

Kazdé «; je algebraické nad T' = [T'(«ap, ..., q,) : T] < co. Tedy [T(ag, ..., an, 3) : T] <
oo = (3 algebraické nad T'= € U. n

Priklad. Algebraicky uzavér Q existuje a je spocetny (ale C je nespocetné).

Lemma 2.8. Ke kazdému telesu T existuje algebraické rozsireni S O T takové, Ze kazdy
nekonstantni polynom z T'[x] md koren v S.

Diikaz. Dokazuje se podobné jako existence korenového nadtélesa v lemmatu ale
potiebujeme piidat kofeny vSech polynomu zaroven.

Pro kazdy nekonstantn{ ireducibilni polynom f € T'[z] zvolme proménnou z; a bud X =
{z¢ | f € T[z] nekonstantni ireducibilni}. Uvazujme T[X] := polynomy v proménnych
X (kazdy polynom v sobé ale obsahuje jen kone¢né mnoho z nich).

Chceme faktorokruh, kde z; — kofen polynomu f:
Bud I = (f(zy) | f € T|z] nekonstantn{ ireducibilni) < T'[X] idedl generovany vSemi

f(zy).
Cviceni: 1 ¢ 1.

Diikaz. At pro spor 1 € I. To znamend, ze 1 = Y f(xf)g; pro néjaké polynomy g5 €
T[X]. Na pravé strané mame koneénou sumu, takze se v ni vyskytuje jen kone¢né mnoho
proménnych z;,. Uvazujme H := soucin vSech polynomu h takovych, ze proménnda ) se
v rovnosti vyskytuje, a bud’ U rozkladové nadtéleso polynomu H.

V télese U ma tedy kazdy takovyto polynom h kotfen «y. Dosazenim xj; — «; v rovnosti
dostaneme 1 =) f(ay)gr =>.0-gs =0, coz je spor. O
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Podle Zornova lemmatu existuje maximalni idedl M < T[X] takovy, ze I C M (lemma
1.25). Pak je faktorokruh S := T[X]/ps téleso a méme T < S (jako v lemmatu .
Kazdy polynom f € T'[x] ma v S kofen, a to xy + M.

Navic S vznikne piidanim vSech téchto algebraickych prvka zy + M k T (protoze méme
surjektivni T-homomorfismus T[X] — S), a proto jde o algebraické rozsifeni. O

Veéta 2.9. Pro kazdé téleso T existuje jeho algebraicky uzdvér. KaZdé dva algebraické
uzdavery telesa T jsou T-izomorfni.

Diikaz.

Existence: Bud T'= Sy C S; C - - - Fetézec téles, kde S;,1 vznikne z S; pouZitim lemmatu
2.8l Bud S = JS;. Ziejmé: S je téleso, jez je algebraickym rozsifenim T', protoze kazdy
prvek a € S lezi v néjakém 5;, coz je algebraické rozsiteni 7.

S je algebraicky uzaviené, protoze pro kazdé f € S|x] existuje i takové, ze f € S;[z], a
tedy f ma koten v S;; 1 C S.

S je tedy algebraicky uzaver T

Jednoznac¢nost: At S;, S5 jsou algebraické uzavery télesa 7.

Pozorovani: Pokud S; C S5, pak S; = 5.

Diikaz pozorovini. At a € Sy = « je kofen né&jakého f € T[z].
Sy algebraicky uzaviené = f(z) = c[[(r — «;), kde a;,c € S; = Ji:a = ; € 5.
Tedy Sl = SQ. ]

Obecné uvazujme mnozinu
M :={p:Uf — US T-izomorfismus | T C Uy € S1,T C Uy = o(U7) C Sa}

(znaceni Uy, Uy pouzivame na zduraznéni, ze tato télesa pifslusi k o: formélné spravné
bychom méli M definovat jako mnozinu usporddanych trojic (¢, Uy, UY)).
Mnozinu M uspotradame tak, ze definujeme

¢ <, pokud Uy > UL, Uy D UYL av | Uf = .

Ovérfme nyni predpoklady Zornova lemmatu [I.23}

M # (), protoze obsahuje id : T — T.

,Horni mez fetézce* B je zase prvek M: cviceni, vol U; = U@eB U7 a definuj nové @ :
Uy, — U, po prvku.

Podle Zornova lemmatu tedy existuje maximélni prvek o: U; — Uy v M.

Chci: ¢ je T-izomorfismus S; — Ss.

At Uy # S, = Uy € S; = U; neni algebraicky uzaviené (podle pozorovani vyse) =
f(z) = > a;a* € Uy[z], ktery nem4 koten v U;. Bud V; rozkladové nadtéleso pro f nad
U, a V, rozkladové nadtéleso pro o(f) := > ¢(a;)z" nad Us.

Podle tvrzeni 2.5 existuje T-izomorfismus ¢ : Vi — V5 takovy, ze ¥ | Uy = ¢, coz je ale
spor s maximalitou ¢, a tedy U; = 9.

p: Uy — U, je T-izomorfismus a U; = S; algebraicky uzavér. Tedy Us C S5 jsou dva
algebraické uzaveéry. Pozorovani = U; = Ss. O

Podobné se dokaze



2.6. GALOISOVA GRUPA 25

Disledek 2.10.

a) Méjme télesa T C U C K, T CV C K, kde K =T je algebraickyj uzdvér T. Potom
pro kazdy T-homomorfismus p: U — V existuje T-automorfismus ¢ : K — K, ktery
rozsiruje @, cili [ U = p.

b) ALT CU CW CK, kde K =T je algebraickyj uzdvér T. Pro kazdyj T-homomorfismus
p: U — K existuje T-homomorfismus o: W — K takovy, Ze o [ U = ¢

Dikaz. Dukaz jenom naznacime.
a) = b) je snadné, staci totiz vzit V=K aoc=¢ [ W.
a) staci dokézat pro ¢ je T-izomorfismus, nebot

Cvicend. Bud ¢: U — V T-homomorfismus. Pak je ¢ prosté, a tedy ddva T-izomorfismus
U — Im(p).

K dikazu je ted potfeba rozsifit ¢ : U — V na maximdlni T-izomorfismus pouZitim
Zornova lemmatu podobné jako v predchozim dukaze. n
Casto se taky hodi tento vysledek:

Cvicendi. Bud T C U algebraické rozsiieni a U C K. Pak K je algebraicky uzdveér T <
K je algebraicky uzaveér U.

2.6 Galoisova grupa

Pripomenme, Ze pro rozsiteni téles U D T je Galoisova grupa Gal (U / T) = {T-automor-
fismy o : U — U}.

Tvrzeni 2.11. Méjme télesa U,V D T a nenulovy polynom f € T|x].

a) Kazdy T-homomorfismus ¢ : U — V zobrazi kazdy koren f v U na koren f ve V.

b) Bud M mnoZina viech kotenii f v télese U. Pokud je ¢ : U — U T-homomorfismus,
pak o | M je permutace mnoziny M.

Speciédlné ¢ast b) plati pro kazdé ¢ € Gal (U / T)-

Diikaz. a) At f(z) = Y. a;z' € T[z] au € U je jeho kofen. Pak o(u) je taky kofen f,
protoze

Flo) =" aile(w) =" o3 au’) = o(f(u)) = ¢(0) = 0.

b) Podle ¢ésti a) pro V =U mame ¢ | M: M — M.
Diky pozorovani v sekci 2.2] je ¢ prosté = ¢ [ M prosté.
M koneéné = ¢ [ M permutace. O

Tvrzeni 2.12. Bud U rozkladové nadtéleso polynomu f € T|x] a deg f =n > 1.
a) Galoisova grupa se vnoruje do symetrické grupy S,, neboli mdame

Gal (U/T) < S,
o> M

b) Je-li f ireducibilni nad T, pak pro kazdé dva koteny o, B € U existuje p € Gal (U/T)
takovy, Ze p(a) = B.
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Diikaz. a) Bud M = {ai,...,a;} mnozina kofent f. Podle tvizen{ 2.11p) je ¢ [ M
permutace na k-prvkové mnoziné M pro kazdé ¢ € Gal (U /T), tedy dava prvek S.
Tuto permutaci rozsifime na permutaci z S,, tak, ze ji dodefinujeme jako identitu pro
1=k+1,...,n. Dostavame tedy zobrazeni

Gal (U/T) — S,

prrl M
Snadno se ovéii, ze jde o homomorfismus (cviceni).
Z definice rozkladového nadtélesa mame U = T(ay,...,ax), a tedy je ¢ jednoznaéné
urcené svymi hodnotami ¢(aq), ..., @(ax), neboli pravé zizenim ¢ [ M. Zobrazeni ¢ —

@ | M je tudiz prosté.

b) f ireducibilni = kofenovd nadtélesa T'(«), T'(3) jsou T-izomorfni podle lemmatu [2.4]
Méme tedy T-izomorfismus ¢: T'(o) — T(B) takovy, ze ¢(a) = . Podle tvrzeni 2.5 pak
muzeme ¢ rozsifit na T-izomorfismus ¢: U — U (volime Ty = T(«), Ty = T(5),S1 =
S =U).

Tedy ¢ € Gal (U/T) a(a)=p. ]

2.7 Separabilni rozsireni

Bud f € Q[z] a T = Q(«) jeho kofenové nadtéleso. Uvazujme Q-homomorfismus do
algebraického uzavéru ¢: Q(a) — Q (viz tvrzeni pro popis Q).

¢ je jednoznacné uréené hodnotou o(«), coz musi byt koien f v Q podle tvrzeni )
Polynom f m& maximalné deg f kotfenu, a tedy existuje nejvyse deg f ruznych Q-homo-
morfismii ¢: Q(a) — Q.

Pokud je f ireducibilni nad Q, pak je pocet ¢ roven deg f (protoze ireducibilni polynom
nem4 nasobné koreny v C O Q — viz napifklad tvrzeni nize).

Obecné muze byt pocet ¢ < deg f i pro ireducibilni polynom f, pokud ma 7" koneénou
charakteristiku.

Napiiklad volme 7" = F,(y) a f(z) = 2P —y € T'[z]. Tento polynom je ireducibilni nad
T podle Eisensteinova kritéria, ale f(x) = (¢ — ¢/4)? nad jeho kofenovym nadtélesem
T(y/y) (a tedy i nad algebraickym uzdvérem). Tedy jediné ¢ : T'(¢/y) — T je identita a
pocet ¢ = 1.

Definice. _At’ jsou T C U C T télesa, kde T= algebraicky uzavér T. Mohutnost mnoziny
{¢: U — T | T-homomorfismus} se nazyva stupen separability rozsiteni U D T a znaci
se [U : Ts.

Tvrzeni 2.13. Méjme algebraickd rozsireni T C U C V. Pak
V:T)s=[V:Ul-[U:Ts.

Diikaz. Staci dokazat toto pozorovani:
Pozorovéni: Bud T algebraicky uzdvér T a definujme

® = {p: U — T | T-homomorfismus}, ¥ = {¢p: V — T | U-homomorfismus}.
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Pro ¢ € ® zvolme @: T — T né&jaky T-automorfismus rozsifujici ¢ (podle disledku

210h) "
Pak {p oy | p € ®,9 € U} je mnozina vsech T-homomorfismu V' — T

Navic 1 0 ¢1 = 3 0 ¢y implikuje @1 = 3 a Py = s.
Diikaz pozorovdni. Bud p: V — T T-homomorfismus. Pak mtizeme zvolit ¢ := p [ U € ®
a1 :=p Lope VU (cviceni: pro¢ je 1) U-homomorfismus?), abychom dostali p = % o 1.

Pokud @1 091 = @3 01y, pak p1(u) = P1(u) = Prov(u) = Pa0¢s(u) = @a(u) pro kazdé
u € U. Tedy ¢1 = v, takze P17 = P3, a konetné ¢ = 1), (protoze @1 = p3 je bijekce). [

m
Lemma 2.14. Bud U D T rozsireni téles koneéného stupné.
a) Pak [U :T), < [U : T].
b) Je-li « € U prvek takovy, Ze stupenn minimdlniho polynomu m pro a nad T je n a
polynom m md v algebraickém uzavéru pravé k korenu, pak

k

[U:T)s < E[U :T).
Diikaz. a) Je-li U = T(f), pak [T(B) : T]s < [T(8) : T] (protoze ¢(B) je kofen mi-
nimalniho polynomu pro ). Obecné mame U = T'(f4, ..., ;) a muzeme pouzit indukci

pomoci tvrzeni 2.13]
b) Mame T C T'(«) C U, a tedy

U:T)=[U:T)] [T(): T =[U:T(a)] - n.
Pak

U 1.0 T, [T(a) : Th = U T(@)s -k & 0 :T(@)] k=TT o

Definice. Bud T téleso. Polynom f € T[] je separabilni polynom, pokud nemd nasobné
kotreny v algebraickém uzavéru T
Je-liT C U a a € U, potom « je separabilni prvek, pokud je a algebraicky nad T a jeho
minimalni polynom je separabilni.
Rozsiteni U D T je separabilni rozsirent, pokud vSechny prvky a € U jsou separabilni.
Tvrzeni 2.15. Bud U D T rozsiteni téles koneéného stupné. Ndsledujici tvrzend jsou
ekvivalentni:

1. U=T(aq,...,ak) pro a; separabilni,

2.U:T)=1[U:T]s,

3. U DT je separabilni rozsiren.
Diikaz.
3) = 1) U D T je rozsiteni konecného stupné, a tedy U = T'(av, . . ., a) pro n&jaké prvky
a; € U. Tyto prvky jsou separabilni, protoze U D T je separabilni rozsiteni.
1) = 2) Pokud &k =1a U = T(a), pak [U : T]s = # kofenu (v algebraickém uzdvéru)
minimdlnfho polynomu pro a = deg minimélniho polynomu = [U : T.
Pro k£ > 1 indukeci pomoci tvrzeni [2.13

2) = 3) Kdyby existovalo a € U, které nenf separabilni nad 7', podle lemmatu [2.14p)
bychom méli [U : T, < [U : T], nebot k < n. O
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Cviceni: Prvek je separabilni < je kofenem néjakého separabilniho polynomu.
Cviceni: Méjme rozsiteni téles U D T'. Vsechny prvky o € U, jez jsou separabilni nad 7T,
tvori podtéleso U, tzv. separabilni uzaver T' v U.

Tvrzeni 2.16. Je-li U separabilni rozsirent télesa T a V' separabilni rozsitend télesa U,
pak je V' separabilni rozsirent télesa T'.

Dikaz. Nemuzeme hned pouzit tvrzeni[2.15] protoze nemame nutné rozsiteni konec¢ného
stupné. Proto dukaz provedeme po prvcich (podobné, jako se analogickd vlastnost doka-
zovala pro algebraicka rozsirent!).

Afta e Vam(z) =" ,ax" je minimaln{ polynom pro a nad U. Bud U; = T(ao, - . ., an)
a V) = U;(«). Vidime, ze Uy D T a Vi D U jsou konecného stupné.

Podminka 1) z tvrzeni je splnéno pro U; D T, takze plati podminka 2) [U; : T|s =
(U7 : T]. Stejné tak méame [V; : Uy]s = [V4 = Uy).

Jejich vynasobenim dostaneme [V : T)s = [Vi : TY, a tedy opét podle tvrzeni je
Vi D T separabilni rozsiteni. Konecné tedy a € V] je separabilni prvek nad 7. O

Ireducibilni neseparabilni polynomy jsou pomérné neobvyklé, pojdme si tedy dokézat
docela silné nutné podminky pro jejich existenci.

Tvrzeni 2.17. Bud T téleso a f(x) = > a;x’ (nekonstantni) ireducibilni neseparabiln{
polynom. Pak

a) T md charakteristiku p > 0,

b) Ji:a; # b pro vSechna b e T a

c)3g € T[x]: f(x) = g(xP), neboli a; = 0 pokud p 1.

K dukazu potiebujeme pouzit forméalni derivaci polynomu.

Pozorovdni. Pro polynom f(z) = Y a;x’ definujeme jeho formdaln{ derivaci jako f'(z) =
S da;z ™t Ta se mimo jiné hod{ k detekci ndsobnych kofenii:
Pokud f(z) = (x — a)* - g(z), pak

fl(x) =[(x = a)* - g(a)] = k(z — a)*'g(z) + (x — )"/ (x) = (& — a)" ! (néco).
Tedy (x — a)*~! je spoleény délitel f a f'.
Diikaz turzeni[2.17. a) Protoze f je neseparabilni, ma ndsobny koien a € T. Tedy
pifslusné (x — a)*~! je spolecny délitel f a f’, a tedy NSD(f, f/) Jf 1.
Zaroven ale NSD(f, f') | f a f je ireducibilni, tedy NSD(f, f') || f-
Mame f || NSD(f, f') | f'. Ale deg f < deg f, a tedy f" = 0, neboli ia; = 0Vi. Ovsem

nektery koeficient a; je nenulovy, a tedy charakteristika télesa 1" neni 0, takze se rovné
néjakému prvocislu p.

¢) Pokud p 1 i, pak ia; = 0 implikuje a; = 0, a tedy f(z) = g(zF) pro g(z) = >_ ayz’.
b) Sporem. Pokud a; = b pro kazdé i, pak

f(a:):a0+apmp+a2px2p—l—---:b’5+bga:p+b§px2p+-~-:(b0+bpa:+b2p$2+---)p,

coz je spor s ireducibilitou f. m

Definice. Téleso T' je perfektni, pokud ma charakteristiku 0, nebo ma charakteristiku p
a ,Frobeniovo zobrazeni x +— P je automorfismus.



2.8. JEDNODUCHA ROZSIRENI 29

Tedy nad perfektnim télesem neexistuji ireducibilni neseparabilni polynomy. Naptiklad
[F, je perfektni, protoze x = 2P (a podobné kazdé konecné téleso je perfektni).
Kazdé algebraicky uzaviené téleso je taky perfektni.

Disledek 2.18. Kazdé algebraické rozsirent perfektniho télesa je separabilni.

2.8 Jednoducha rozsireni

Definice. Rozsiteni U D T je jednoduché, pokud U = T'(«) pro né&jaky prvek a € U,
ktery je algebraicky nad T'.

Véta 2.19. KazZdé separabilni rozsireni téles konecného stupné je jednoduché.
Diikaz. Bud U D T koneéné separabilni rozsifeni. Rozlisime dva pifpady:

1. T je konecéného téleso = U je také koneéné = U* = U \ {0} je cyklickd (multiplika-
tivni) grupa (z Algebry zname tvrzeni, ze kaZdd konecénd multiplikationi podgrupa télesa
je cyklickd). Je-li «v jeji generétor, pak U = T'(«).

2. T je nekonecné. Bud « € U takové, ze [T'(«) : T] je nejvétsi mozny (maximum existuje,
protoze [T(a) : T] < [U : T] < o0). Cheeme dokdzat, ze T'(a) = U. Pro spor af to neplati.
Bud g € U\ T(a) aV = T(a, ). Staci dokdzat, ze V = T(y) pro ng&jaké v, protoze
potom [T'(y) : T] > [T'(«) : T1.

U D T je separabilni, takze V' D T' je separabilni rozsiteni kone¢ného stupné. Uvazujme

véechny T-homomorfismy fi,...,fn: V — T, kde T = V je algebraicky uzéavér. Jde o
separabilni rozsiteni, takze n = [V : Ty = [V : T.

Hledejme 7 ve tvaru v = a + tf pro né&jaké ¢t € T. Pokud budeme védét, ze f;(a +t3) #
fi(a+tB) pro vSechna ¢ # j, pak

n=[V:T]>[T(y):T] = [T(y): Tl > n.

f1yeeesfn jsOU riizné

Mame tedy vsude rovnosti, takze plati V' = T'(7).
Jak zvolit t? Chceme, aby

L1 it +18) = fila+t8)] = [J1fi(e) = file) +t(£5(8) — fi(B))] # 0.

i<j 1<j

K tomu staci, ze mame ruzné uspofadané dvojice (fi(a), fi(B)) # (fi(@), f;(B)) pro
viechna i # j, nebot pak jde o nenulovy polynom a ten méa konec¢né koieni, a tedy
existuje t € T, které neni jeho kofenem. Ale f; : T(a, 3) — T je jednoznacné uréené
hodnotami f;(«), fi(5), a tedy usporadané dvojice téchto hodnot pro i # j vskutku jsou
ruzné. O

Definice. Bud U D T algebraické rozsifend.
Aut(U) := {p: U — U automorfismus}.
Je-li G podgrupa Aut(U), definujeme
Fix(U,G) = U% .= {u € U | g(u) = u,Yg € G}.
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Pozndamka. Fix(U, G) je téleso a Gal (U/T) je podgrupa grupy Aut(U).

Nasledujici véta bude zcela zasadni pro dikaz vztahu mezi Gal a Fix v Galoisové kore-

spondenci (véty [2.26] [2.27)).

Véta 2.20 (klicova véta pro dikaz Galoisovy korespondence). Méjme téleso U a podgrupu
G C Aut(U) koneéného vddun. Bud T = Fix(U,G). Pak

a) U DT je separabilni rozsitent,

b) [U:T]=n,

¢) Gal (U/T) =G.

Diikaz. a) Bud « € U. Chceme dokdzat, Ze a je kofen néjakého separabilniho polynomu
z Tx].

Uvazujme Ga := {ga | g € G} (coz je orbita prvku a v pusobeni G na U). Poznamenejme,
ze mame g € G C Aut(U), tedy g je automorfismus na U a ga = g(a) je obraz prvku
a € U v tomto automorfismu (ve znac¢eni ga tedy nepiseme zavorky kolem prvku «).

Protoze id € G, mdme o € Ga. Bud

falz) = 1] (== 5).

BeGa

Vidime, ze « je koten f,, polynom f, je separabilni a deg f, < n = #G.

Chceme dokazat, ze f, € T'[z].

Piipomenme, ze pro h € Aut(U) a f € Ulz] definujeme h,(f(x)) := > h(a;)z’, kde
f(z) = a;xt.

Bud h € G. Vsimnéme si h(Ga) := {hB | p € Ga} = {(hg)a | g € G} = Ga, neboli h
dava permutaci mnoziny Ga.

Tedy

ho(fal@) = [[z=08)= [ (z=7) = fula)

BeEGa veGa=h(Ga)

Vidime, ze h fixuje vSechny koeficienty polynomu f,. Toto plati pro vSechna h, takze
fo € T[z], coz jsme chtéli dokdzat. Navic stupen « jako algebraického prvku nad 7' < n.

b), ¢) Napred dokézeme, ze [U : T] < n. At pro spor [U : T] > n (tento stupen by mohl
byt konecny i nekoneény). Pak existuje U DV D T takové, ze [V : T] =k > n.

Ale U D T separabilni = V D T separabilni.

Podle veéty pak existuje v € V' C U takové, ze V = T(v). Pak ovéem n < k = [V :
T| = stupen v nad T' < n podle prvni ¢asti dukazu, coz je spor.

Vime tedy, ze [U : T] < n. Pro ¢ € Gal (U/T) mame, ze ¢: U — U je T-automorfismus.
Tedy ¢ déva T-homomorfismus ¢: U — T a mame

GcGal(U/
n = #G g< T)#Gal(U/T) <12 w1 <n

Vsude tedy musf byt rovnosti, takze madme G = Gal (U /1) a [U : T] = n. O
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2.9 Normalni rozsireni

Definice. Méjme télesa T C U C T = algebraicky uzavér T. Rekneme, ze U je normdlni
rozsireni T', pokud je to algebraické rozsireni takové, ze pro kazdy T-homomorfismus
p: U — T plati o(U) C U, neboli ¢ ddva T-homomorfismus U — U.

Piipomeiime, ze zde pracujeme s algebraickymi rozsifenimi, takze plati T = U. Mezi
témito algebraickymi uzavéry tedy nebudeme dale rozliSovat.

Definice. Galoisovo rozsireni je normalni, separabilni rozsiteni konecného stupné.

Nasledujici tvrzeni dava dulezitou intuici pro normalni rozsiteni: odpovidaji totiz rozkla-
dovym nadtélesum.

Tvrzeni 2.21.

a) Rozkladové nadtéleso polynomu f nad T je normdlni rozsirent.

b) Rozkladové nadtéleso separabilntho polynomu f nad T je Galoisovo rozsireni T

c) Kazdé Galoisovo rozsireni U D T je rozkladové nadtéleso néjakého ireducibilniho se-
parabilniho polynomu.

Diikaz. a) Bud U C T rozkladové nadtéleso f nad T. At ay, ..., a, jsou kofeny f v U a
bud ¢: U — T T-homomorfismus = ¢ permutuje {a, ..., a,} podle tvrzeni m

Jde o rozkladové nadteéleso, takze U = T'(av, . .., ), a tedy @ je jednozna¢né urcené hod-
notami p(aq), ..., o(a,), a ty jsou vsechny v U. Tudiz ¢ kazdy prvek z U = T'(aq, . . ., ay)
zobrazi do U.

Ziejmé mame, ze U D T je algebraické, jde tedy vskutku o normalni rozsiteni.

b) f separabilni polynom = ay, ..., a, separabilni prvky = U = T'(ay, ..., a,) je sepa-
rabiln{ rozsireni podle [2.15] Konecny stupei je jasny a normalitu vime z ¢sti a).

¢) Podle véty .19 je U jednoduché, ¢ili U = T'(v) pro néjaké .

Bud f minimalni polynom pro v nad T"a bud 3 € T koien f. Chceme dokézat, ze § € U.
Podle lemmatu 2.4l mdme T-homomorfismus

p:T(Y) = T(B) CT
v p
U D T je normdlni, takze T'(8) = p(U) C U, a tedy § € U.

Vidime, ze f se v U rozkldada na linearni c¢initele a U = T'(v), takze U je rozkladové
nadtéleso f.

f minimalni polynom pro v = f ireducibilni.
U D T separabilni rozsiteni = ~ separabilni prvek = f separabilni polynom. O]
Podobné jako v ¢ésti ¢) se ukaze nasledujici uzitetné lemma.

Lemma 2.22. Bud U D T normdlni rozsiteni a f € T|z] ireducibilni. Md-li f v U jeden
koren, pak uZ tam md vsechny koreny.

Diikaz. Bud « € U kofen f a bud B € T koien f. Podle lemmatu mame T-
homomorfismus

o:T(a) =TB)CT
a— [
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Pomoci disledku [2.10b) rozsfifme ¢ na T-homomorfismus o: U — T takovy, ze o |
T(a) = ¢.

U D T normélni, takze o(U) C U. To znamend, ze § € (U) C o(U) C U, jak jsme chtéli
dokézat. ]

Normalni rozsiteni jde dokonce charakterizovat jako rozkladova nadtélesa, jde ale o roz-
kladova nadtélesa mnozin polynomu podle nasledujici definice.

Definice. U D T je rozkladové nadtéleso mnoziny polynomu M C Tlz|, pokud se kazdy
polynom f € M rozklddd v U na linearni ¢initele a U = T[M], kde M je mnozina vsech
kofentu vSech polynomu f € M.

Tvrzeni 2.23. Rozsiteni U D T je normdlni, prdvé kdyz existuje M C T'|x] takové, Ze
U je rozkladové nadtéleso M nad T

Diikaz. Dukaz jen naznac¢ime (pro detaily viz [Drapal, Tvrzeni 11.3.5]).

,=* Definuj M := {miniméln{ polynom néjakého o € U} a pouzij lemma [2.22]

,<=*“ Cvicen{ (podobné jako v tvrzeni [2.21h). O
Tvrzeni 2.24.

Bud U D T rozsireni a V := {a eU

a algebraické nad T a minimdlni polynom
pro « se v U rozklada na linearni ¢initele }
Pak'V je téleso, které je nejvétsim normalnim rozsirenim T obsaZenym v U.

V' se nazyvd ,normdlni uzavér T v U “.

Diikaz. Cviceni (pro dukaz viz [Drapal, Tvrzeni 11.3.6]). O

2.10 Galoisova korespondence

Dostavame se konecné ke vzajemné inverznimu vztahu mezi zobrazenimi Fix a Gal.
Nékolikrat se nam pritom bude hodit toto tvrzeni:

Tvrzeni 2.25. Meéjme algebraické rozsireni téles U D T a T'-homomorfismus p : U — U.
Pak je ¢ dokonce T-automorfismus.
Diikaz. Potfebujeme dokazat, ze ¢ je prosté a na.

Prosté: Ker(p) je idedl v télese U, a tedy Ker(y) = 0,U. Protoze je ¢ T-homomorfismus,
mame 17" ¢ Ker(yp), a tedy Ker(¢) # U. Tudiz Ker(p) = 0.

Na: Bud o € U. Protoze jsme v algebraickém rozsifeni, existuje minimalni polynom
f(z) € T[x] pro a. Podle tvrzeni[2.11p) pak dévd ¢ permutaci na mnoziné kofent tohoto
polynomu v U, existuje tedy koten § polynomu f takovy, ze ¢(3) = a. O

Tvrzeni 2.26. Bud U D T rozsitend téles. Pak:
a) Fix (U,Gal (U/T)) D T.

b) Pro G < Aut(U) je Gal <U/FiX(U, G)) DG.
c) Je-li U DT Galoisovo rozsirent, pak

[U:T)=#Gal(U/T) a Fix (U,Gal (U/T)) =T.
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Diikaz. a) Bud t € T. Pak ¢(t) = t pro kazdé ¢ € Gal(U/T), protoze ¢ je T-
homomorfismus. To ale implikuje, ze ¢t € Fix (U, Gal (U / T))

b) Podobné se rozepise z definic.

¢) Bud S := Fix(U,Gal (U/T)). Podle a) mdme S D T. Staéi tedy dokézat [U : S] =
[U : T (protoze pak S =T).

Rozsiteni U D T je normélni, takze

U:T], = #{¢:U—T|T-hom} "= #{p: U — U | T-hom}
=4#{¢: U — U | T-automorfismus} = # Gal (U/T) )

Rozsiteni U D T je separabilni, takze [U : T), = [U : T).

Grupa Gal (U/T) je konecnd, protoze jsme dokézali, ze # Gal (U/T) =[U:T];=1[U":
T). Tedy muzeme pouzit vétu pro U a G = Gal (U/T). Ta ndm pro S = Fix(U, G)
dava [U : S] = #G a Gal (U/g) = G. Tedy [U : S] = # Gal (U/T).

Dohromady mame [U : T| = [U : 5], jak jsme chteéli. O
Definice. Méjme (¢astecné) usporddané mnoziny (A, <) a (B, <) a zobrazeni o : A — B,
B : B — A takova, ze:

a; < ay = afar) > afag),

b < by = B(br) > B(ba),

a < B(a(a)),b < a(B(D)).

Pak se (a, B) nazyva (abstraktni) Galoisova korespondence mezi A a B.

Priklad. Bud U D T rozsiteni téles a uvazujme inkluzi uspoifddané mnoziny
A:={telesa V | T CV C U} a B := {podgrupy G < Gal (U/T)}.
Jako zobrazeni z definice pak muzeme vzit
(V) =Gal (U/)y) a B(G) = Fix(U,G).
Podle tvrzeni 2.26p,b jde o Galoisovu korespondenci.

Dalsi priklad Galoisovy korespondence uvidime v dalsi kapitole o algebraické geometrii.

Tvrzeni 2.27. Necht (o, 3) jsou abstraktni Galoisova korespondence.

a) Pak o, B poskytuji vzdjemné inverzni bijekce mezi Ima a Tm 3.

b) Jsou-li v, B surjektivni, pak jsou bijektivni a ddvaji vzdjemné inverzni antiizomorfismy
usporadanijch mnozin (A, <) a (B, <).

Podobné v piipadé b) jsou-li navic (A4,<) a (B, <) svazy, pak «a,f davaji vzajemné
inverzni antiizomorfismy téchto svazu.

Diikaz. a) Pro a € A mdme faa > a, a tedy a(faa) < aa.
Zaroven aff(aa) > aa, dohromady tedy méame afaa = aa.

Tedy slozeni af: Ima — Im « je identita.

Toto slozeni je Im « 2 ImpB S Ima, a tedy nutné a: Imf — Ima je na a 3: Ima —
Im 3 je prosté.

Symetricky: a: Im 3 — Ima je prosté a f: Ima — Im ( je na. Tedy «, 8 jsou bijekce
na obrazech Im «, Im .

b) je jasné, protoze «, 3 z definice prevraceji usporadani. O
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Véta 2.28 (Zakladni véta Galoisovy teorie). Necht U D T je Galoisovo rozsireni. Potom
mame antiizomorfismus usporddanich mnozin

{téleso V | T CV C U} +— {podgrupy H < Gal (U/T)}
V — Gal (U/y)
Fix(U,H) «— H

Normalni rozsirent telesa T odpovidaji normdlnim podgrupdm Gal (U / T).

Diikaz. Podle tvrzeni jde o Galoisovu korespondenci. Véta implikuje, Ze zobra-
zeni V — Gal (U/V) je surjektivni.

Bud T C V C U. Pak je taky U D V Galoisovo rozsifeni (cviceni!), takze muzeme
pouzit tvrzeni ) Podle n¢j je V = Fix (U, Gal (U/V)), a tedy H — Fix(U, H) je na.
Tvrzeni 2.27p) pak dévé antiizomorfismus.

Zbyvéa dokazat ¢ast o normalnich rozsitenich, k ¢emuz dokazeme dvé implikace.

1. At je V O T normélni. Uvazujme ¢ € Gal (U/T), neboli T-automorfismus ¢: U — U.
Jeho zizenim na V' dostaneme 7T-homomorfismus ¢ [ V:V — U CT. Ovsem V D T je
normalni, takze obraz tohoto zizeni lezi ve V', neboli ¢ | V: V' — V. Podle tvrzeni [2.25
pak jde o automorfismus, neboli (V) = V.

Bud ¢ € Gal (U /V), k dikazu normality této podgrupy chceme dokdzat, ze pip~! €
Gal (U/v) < Gal (U/T), tedy cheeme, ze pipp~" (v) = v pro kazdé v € V.
Protoze o(V) =V, mdme ¢~ (v) € V. Tedy Yo' (v) = ¢ (v) a

e (v) = (v) = v.

Tedy Gal (U/y) normélni podgrupa v Gal (U/T).
2. Af je H <1 Gal (U / T) normalni podgrupa. Bude se ndm hodit nasledujici pozorovani:

Cviceni. Bud U téleso a G < Aut(U) podgrupa. Pak pro vSechna ¢ € Aut(U) plati
Fix(U, oGy ™) = p(Fix(U, G)) (pricemz pGyp~! = {pgp~" | g € G}).

Podle tohoto cvitenf tedy pro ¢ € Gal (U/T) méme Fix(U,pHp™) = o(Fix(U, H)).
Zéroveri z normality oHo ™' = H, takze Fix(U, H) = Fix(U, pHy ™) = p(Fix(U, H)).
Tedy jsme dokazali:

® kazdé ¢ € Gal (U/T) zobrazi V = Fix(U, H) na sebe.

Dokazme nyni koneéné, ze V' O T je normalni rozsfieni. Bud ¢: V — T(= U = V)
T-homomorfismus. Podle dusledku ) jde ¢ rozsfiit na T-homomorfismus : U — T.
Rozsiteni U D T je normdlni, takze ¢(U) C U. Podle tvrzeni@je pak ¢ € Gal (U/T).
Zaroven ¢ =1 [ V. Podle ® mame (V) =V, a tedy (V) =V.

Tedy V O T je normalni rozsiteni. m
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2.11 Vypocty Galoisovych grup
Pitilad. Gal (QV2)/q) ~ 2/

Véta 2.29. Bud' n € N,ay,...,a, € Q takové, Ze pro kazdou neprdzdnou podmmnoZinu
I c{1,...,n} mame [[\/a; ¢ Q. Potom:
iel

e Q(/ai1,...,v/a,) D Q je Galoisovo rozsirent
o Qyar,.. i) : Q= 2"
o Gl (QUVaT- . VA [g) = (Z/2)"

Poznamka. Misto Q muzeme vzit libovolné T' charakteristiky # 2.

Dikaz. Bud K := Q(\/ay,...,\/a,). Klicem k ditkazu je dokdzat, ze (K : Q] = 2.
Pro dukaz tohoto faktu viz text Honzy Sarocha Linedrni nezdvislost druhijch odmocnin,

http://karlin.mff.cuni.cz/~kala/1819%20ko /odm.pdf.

Zde jenom naznacime, jak z toho uz snadno plyne zbytek dikazu.

Predpokladejme tedy, ze [K : Q] = 2". Rozsifeni K D Q je konecného stupné, separabilni
a normalni (je totiz rozkladovym nadtélesem polynomu (2% — a;)--- (22 — a,)), a tedy
# Gal (K/Q) = [K : Q] =2".

Kazdy automorfismus ¢ € Gal (K /(@) je uréeny svymi hodnotami na \/ai,...,\/a, a
o(\/a;) = £4/a;. Takovychto ¢ je tedy nejvyse 2".

Zéaroven ale # Gal (K / Q) = 2", takze kazda z kombinaci znamének opravdu dava prvek
Gal (K/Q) Kazda volba znaménka pro /a; odpovida jedné slozce Z/9, takze Gal (K/Q) ~
(Z / 2)” (zde si ¢lovék samoziejmé musi dukladné rozmyslet, ze jde o izomorfismus grup
— a jak presné vlastné vypadal). ]
daného rozsfieni. Napiiklad pro cyklotomicks télesa Q(e*™/") > Q je stupen rozsifeni
dany Eulerovou funkei ¢(n). Dukaz tohoto faktu se opird o dukaz ireducibility cykloto-
mickych polynomu, ktery je pomérné netrividlni (viz druhdckou prednasku z Teorie ¢isel a
m4& vznikajici skripta k ni). Z toho pak uz jde snadno dokazat (podobné jako v ¢dstecném
dukazu véty vyse), ze

Gal (@(62“/ ”)/@) ~ (Z/n)",

piicemz prvku a € (Z/n)” odpovidd automorfismus e27/" s e2ia/n,


http://karlin.mff.cuni.cz/~kala/1819%20ko/odm.pdf

3. Algebraicka geometrie

3.1 Algebraické mnoziny a idealy

o K = téleso (Casem algebraicky uzaviené)
o R=Klxy,...,2,)

Definice. At p = (ay,...,a,) € K" a f € Klzy,...,2,]. Bod p je nula polynomu f,
pokud f(p) = 0.

Mnozina vSech nul polynomu f se znaéi V(f). Pokud f neni konstantni polynom, pak se
V(f) nazyva nadplocha.

Priklad.
o n =2
Y Y Y
V(y —a?) V(z? +y* —1) V((@* +y* = 1)(2 - 2y))

36
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e y = ¢” neni nadplocha
Definice. Pro mnozinu polynomu S C K[z, ..., x,] definujeme
V(S)={pe K" | f(p)=0VfeS}
Mnozina X C K" je algebraickd mnozina, pokud X = V(S) pronéjaké S C K|xy,...,z,)].

Ziejmeé plati S € S" = V(5) D V(S') (ale opacnd implikace platit nemusi!).
Mame nésledujici zakladni vlastnosti zobrazeni V' (pfipomenme, ze R = K|xy,...,x,)):

Lemma 3.1. Bud I = (S) idedl generovany mnoZinou S C R v okruhu R. Pak V(I) =
V(9S).

Diukaz. ,,C*“: Jasné
,2%: Staci si rozepsat, jak funguje generovani: I = {> r;f; | r; € R, f; € S}. Tedy pokud
f(p) = 0 pro vsechna f € S, pak také (> r;f;)(p) = 0. ]

Tedy kazda algebraickd mnozina je tvaru V(I) pro néjaky idedl I < R.

Lemma 3.2. a) Je-li J mnozina idedli v R, pak

viUn=va).

Ieg Ieg

Prunik libovolné mnoha algebraickyjch mnozin je algebraickd mnozina.

b) At f,ge Ral,J<R. PakV(fg)=V(f)UV(g) a

VIHuV(J)=V{fglfel gelJ})=V(IJ).
Sjednoceni koneéné mnoha algebraickiych mnozin je algebraickd mnoZina.
c) V(0)=K"V(1)=10

V((r1 —a1,..., 20 —ayn)) = {(a1,...,a,)} V(ay,...,a,) € K™,
Kazdd konecnd podmnozina K" je algebraickd.

Diukaz. Snadné cviceni. O

Spousta béznych mnozin jsou algebraické; cilem algebraické geometrie je porozumét jejich
strukture. Naptiklad mame tuto prekvapivou vlastnost:

Tvrzeni 3.3. KaZdd algebraickd mnozina X C K" je prunikem koneéné mnoha nadploch.

Diikaz. Bud X = V(I) pro idedl I < R. Protoze X # K™, mame I # 0.

Protoze K je téleso, je to také noetherovsky okruh. Podle dusledku Hilbertovy véty
o bazi je i R = Klxy,...,x,] noetherovsky. Podle tvrzeni je pak idedl I konecné
generovany, ¢ili I = (fi,..., fx) pro néjaké polynomy f; # 0.

Tedy X =V(I) =V({fi...-, fi}) = NV (/i)

Potiebujeme, ze f; jsou nekonstantni, aby X = [nadplochy V(f;).

Kdyby f; = ¢,c¢ # 0, pro n&jaké 4, potom nutné 1 € I (protoze R obsahuje ¢1). Pak
I = R, z ¢ehoz plyne X = V(I) = V(R) = ). Ale pro X = () staci zvolit napiiklad
f(x1, ..., xn) = x1,9(x1, ..., x,) = 21 + 1 a dostaneme V(f) NV (g) =0 = X. O
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Definice. Pro mnozinu X C K" definujeme idedl mnoziny X jako
I(X)={feR|f(p)=0Vpe X}

(Ztejme jde o idedl.)

Ziejmé mame, ze X CY = I[(X) D I(Y).

Tvrzeni 3.4. o) I(0) = R.
b) I(K") =0, pokud je K nekonecné téleso.
c) I({(ar,...,an)}) = (v1 —ay,...,x, — ay).

Kupodivu neni tplné trividlni dokdzat ¢dsti b) a c); b) nemusi platit nad koneénym
télesem:

Priklad. Bud K =T, = Z/p.

Podle malé Fermatovy véty mame pro kazdé a €K, ze a? = a, a tedy vSechny tyto prvky
jsou koteny 2P — z € I(K).

(Dokonce plati I(K) = (2P — x).)

Diikaz. a) je jasné.

b) Chceme dokézat, ze pokud f(ay,...,a,) = 0 pro véechna ay, ..., a, € K, potom f = 0.
Indukci podle n:

n = 1: f(z1) ma jen konetné mnoho kotfenu, zatimco K je nekone¢né.

n>2: Af

k
0 7£ f(xh s 7x7l) = Zfi(xlu s 7:)371—1)'17:7, pro fl € K[xla s 7In—1]-
i=0
Volme ay,...,a,1 € K auvazujme f(as,...,a, 1,x,). Mdme 2 moznosti:
1) Je to nulovy polynom (v proménné z,). Pak (ai,...,a,—1) je nulou vsech f;, ale

f(zy,...,x,) # 0, a tedy néjaké fi(z1,...,z,-1) # 0. Tento polynom pak podle IP nem4
viechny (ay,...,a, 1) € K" ! jako nuly, a tedy existuje (ay,...,a,_1) € K" pro které
nastane piipad 2):

2) f(ai,...,an_1,2,) je nenulovy polynom. Ten pak ma koneéné mnoho kotent, a tedy
je jen konecné mnoho a,, takovych, ze f(ay,...,a,_1,a,) =0. Tedy f & I(K").

¢) Vyjadieme polynom f ,Taylorovym rozvojem kolem bodu (ay,...,a,)*, ¢ili

f(331> cee 7xn) = Z )\il ..... in(ﬂfl - al)il T (l"n - an)i" pro >\i1 ..... in € K

(kde je jen konetné mnoho koeficientu A, ;, # 0).
Proc¢ to jde? Uvazujme polynom

f<y1+al>--'ayn+an):g(y17"'7yn)zz>\i1 ..... zny??/;"

Pak méme f(z1,...,2,) = g(x1 —aq,..., T, — a,), odkud dostdvdme hledané vyjddreni.

Pokud f € I({(a1,...,a,)}), pak Ao o = f(a1,...,a,) =0,atedy f € (z1—ay,...,2,—

a,). Opacnd inkluze je jasna. O
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Tvrzeni 3.5. A{ SCR a X C K™. Pak:

a)
I(V(S) DS, VI(X))>X

Zobrazeni 1,V tedy davagi abstrakini Galoisovu korespondenci.

b)
Diikaz. a) se snadno ovéri rozepsanim definic.
b) pak vyplyvd z tvrzeni 2.27] O

Jaké jsou obrazy V a I? Obraz V jsou z definice algebraické mnoziny. Pokud je K
algebraicky uzaviené, tak obraz I jsou radikalové idedly (viz definice v pristi sekci), jak
casem dokazeme.

3.2 Radikaly

V této sekci bud R obecny okruh.

Definice. Bud' I < R ide4l. Potom definujeme jeho radikdl
VIi={aeR|3k>1:d"eI}.

Pozorovini. /T je idedl.

Diikaz. At a,b € \/I. Chceme ovéfit, ze a + b € VI (ra € VI pro r € R je snadné).
7 definice mame a*, b € I a spo¢teme

E+1-1

(CL+ b)k—i—l—l — ak—i—l—l + ( .

)ak+l—2b G kL

Prvnich [ séitancii je ndsobkem a* € I a zbyvajicich k je ndsobkem b' € I, cely soucet
tedy lezZi v I aa+be V1. m
Lemma 3.6. Bud X C K". Pak I(X) je radikdlovy idedl, ¢ili I[(X) = \/I(X)

Diikaz. Inkluze ,,C* je jasna. Pro opaénou inkluzi ,0“ méjme f € \/I(X). Pak f* € I(X)
pro né&jaké k, coz znamena, ze f*(p) = 0 pro véechna p € X. To ale implikuje f(p) = 0,
atedy f e I(X). O

Definice. Bud I idedl. Mnozina vsech prvoideali P v R, které obsahuji I, se nazyva
varieta I a znaci se Var I.

Cuiceni. Je-li I vlastni idedl, pak je Var I neprazdna.

Pripomenme si, ze prvoidedl je z definice vlastnim idedlem.

Tvrzeni 3.7. Bud I < R vlastni idedl a P € VarI. Pak Var I obsahuje alespon jeden
minimalni prvek Q takovy, Ze Q C P. Tedy pokud Q" € Varl a Q' C Q, pak Q' = Q.
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Diikaz. Pouzijeme Zornovo lemma na mnoziné Var I usporadané opacnou inkluzi,
cili @1 < Q2 & @1 D Qo

Méjme tetézec B v Var I. M4 horni mez? Zkusme (] @, coz je ziejmé idedl.
QeB
Mame @ D I pro vechna @ € Var I, a tedy (@ D I.

Je ) Q =: J prvoidedl? At ab € J,a & J, chceme dokdzat b € J.
QeB
a & J, takze existuje Qg € B takové, ze a € QQ VQ C Qy. Ale ab € J, a tedy ab € Q VQ.

Q) je prvoideal, a proto b € Q VQ C Q.
Jde ale o Tetézec, takze b € Q VQ € B, coz uz implikuje b € J.

Predpoklady Zornova lemmatu jsou splnény, takze existuje maximalni prvek ) vuci <,
ktery je vétsi nez P. Tento prvek @ je tedy minimalni prvek vuéi C a Q C P. m

Tvrzeni 3.8. Bud I vlastni idedl v R. Pak /I = (] P.
PeVarl

Diikaz. ,c“: Af a € VI,P € VarI. Chceme a € P.

Méame a* € I C P, a tedy a* = a*'a € P. Pak mdme a € P, jak jsme chtéli, nebo
a1 = a*2a € P, odkud zase a € P nebo a*=2 € P atd., az dostaneme ve vsech
pripadech a € P.

,D“ At be PVYP € VarI. Checeme b € v/I. Pro spor af b & /T abud S = {b* |k >1}.

Pripomenme, ze podle tvrzeni pro kazdou multiplikativni mnozinu S a idedl I <
R,INS =0, existuje P € Var I takové, ze PN S = ().

S je uzaviend na nasobeni, navic 0 ¢ S, protoze kdyby ano, tak Ik : 0¥ = 0 € I, a tedy

be VI
Tedy S je multiplikativni mnozina a mizeme pouzit tvrzeni|1.26} b & /T, takze INS = 0,
a tedy existuje P € Var I takové, ze PN S = (). Pak ale b € P, coz je spor. m

Definice. Nilradikél R je ideél /0.
Méame V0= () P.

P prvoidedl

Definice. Jacobsonuv radikal J(R) = N M.

M maxim&lni

Tvrzeni 3.9. a € R lezi v J(R), prdvé kdyzVr € R je 1 —ra € R*.

Dukaz. Cviceni. ]

3.3 Konecné generovana télesa

K dukazu vztahu mezi zobrazenimi I,V a popisu obrazu zobrazeni I budeme potiebovat
fadu tvrzeni o konecné generovanosti téles jako okruh a modul.
K tomu budeme pouzivat nasledujici pojmy:

Definice. Bud S D R rozsifen{ okruhti. Rekneme, Ze rozsiieni je

1. okruhové konecné, pokud existuje n > 1 a prvky aq,...,a, € S takové, ze S =
Rlay, ..., anl;
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2. modulové konecné, pokud S je konecné generované jako R-modul, tj. existuje n > 1
a prvky aq,...,a, € S takové, ze S = Raj + - - - + Ra,,.

V této terminologii pripomenme tvrzeni 2.1} podle néjz pro obory R C S a v € S jsou
nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

1. v je celistvy nad R,
2. R[v] D R je modulové konecné,
3. AR obor, R[v] C R' € S a R D R je modulové konecné.

Dusledek 3.10. Budte K C L télesa, K algebraicky uzaviené. Pokud je L D K je
modulove konecné, pak L = K.

Diikaz. Méjme o € L. Pak K C K|a] C L a L je kone¢né generovany K-modul, takze
a je celistvy prvek. Podle tvrzeni 2.1l nad K je a kofenem néjakého polynomu, ¢ili o™ +
Ap_10™ 1+ 4+ ag = 0 pro néjakd a; € K. Tato ¢dst dikazu byla uZ v druhdcké Algebre
coby turzent, Ze kazZdé rozsitend téles konecného stupné je algebraické.

Ale K je algebraicky uzaviené, takze a € K. O

Lemma 3.11. Bud K téleso a n > 1. Pak K(x1,...,x,) D K neni okruhové konecéné
(¢ili neexistuji fi,..., fm € K(x1,...,2,) takové, Ze K(x1,...,x,) = K[f1,..., fm])-

Diikaz. At pro spor existuji a bud f; = Z—j, kde p;, q; € K[x1,...,x,]. ZTejmé aspon jeden
fi & Klxy,...,a,)], cili deggq; > 1.

Uvazujme prvek q1~~-qlm S €K [fi, ..., fm], tedy tento prvek jde vyjadrit jako polynom v
fi,--+, fm. V tomto vyjadfeni se zbavime jmenovatelu vynasobenim (¢ - - - ¢ +1)qi* ... ¢/,

kde exponenty r; jsou dostatecné velké. Tim dostaneme rovnost tvaru

@'t = (g1 g + 1) - a pro néjaké a € Klxy,...,x,].

Jsme v gaussovském okruhu K|z, ..., z,], takze muzeme vzit prvocinitele f | g1 - - - gm+1
s deg f > 1. Pak f | ¢; pro ngjaké i, a tedy f | 1, coz je spor. O

Cviceni: R gaussovsky obor a K jeho podilové téleso. Je-li u € K celistvy nad R, pak
u € R.

Dusledek 3.12. Bud K téleso a L = K(x). Pak neexistuje 0 # f € K(x) takové, Ze
Vze L3n>1: "z je celistvy nad K|x].

Diikaz. Sporem. V predchozim cviceni zvolme R = K|xz], jehoz podilové téleso je L.
"z € K(xz) je celistvé nad R, takze f"z € Klz] = R, a tedy z € K[z, f~!]. Tohle ale
plat{ pro viechna z € L, takze L = K(x) = K|z, f!], coz je spor s lemmatem [3.11} [

Tvrzeni 3.13. Méyme télesa K C L. Predpoklidejme, Ze L D K je okruhové konecné
rozsirend, ¢ili L = Kluvy,...,v,] pro néjakd vy,...,v, € L. Pak L D K je modulové
konecéné rozsirent.

Dikaz. Postupujme indukei podle n.

n=1: L = K[v]. Mame 2 pfipady:
a) v je algebraicky nad K, takze v je celistvé a podle tvrzeni 2.1 je L = K[v] konecné
generovany K-modul.
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b) v neni algebraické nad K, takze L = K[v] = K[x]. Ale L je téleso, takze zaroven
L = K(z), coz je spor s lemmatem

n > 2: Bud K; = K(vy), takze L = K;[vy,...,v,). IP implikuje, Ze L je kone¢né genero-
vany Kj-modul. Opét rozlisime dva piipady:

a) vy je algebraické nad K. Pak K; = K[vy] je konetné generovany K-modul a podle DU
2.1 je L konec¢né generovany K-modul.

b) v; = x je transcendentni nad K. L je konetné generovany K;-modul, takze podle
jsou vy, ..., v, celistvé nad Kj.
Mame tedy rovnosti v;"* + ai,ni_lvzm_l + -+ a0 =0 pro a;; € K;.
Ty vynasobime o™, kde o € K|[z] je spolecny ndsobek jmenovatelt vSech a;;. Tim dosta-
neme

(owi)"i + C‘éaimi,l(()ﬂ)i)niil + -+ a”iaw = O,

takze prvky awv; jsou celistvé nad K|z].

L = Klz|[vs,...,v,], takze pro kazdé z € L existuje n takové, ze a™z je polynom v
avy, .. .,av, s koeficienty v K[z]. To jsou celistvé prvky a celistvé prvky tvoii okruh,
takze o™z je celistvy nad K[z]|. Specidlné to plati pro z € K(z) C L, coz je ale spor s
dusledkem [3.12] (vSimnéme si, ze a € K[z] C K (z)). Tedy b) nemuze nastat, muze nastat
pouze piipad a), v némz jsme tvrzeni uz dokazali. O

Diusledek 3.14. Necht K C L jsou télesa a K je algebraicky uzaviené. Pokud je L D K
je okruhové konecéné rozsirent, potom L = K.

Dukaz. Tvrzeni + dusledek O

3.4 Hilbertova véta o nulach

Véta 3.15 (Slabd Hilbertova véta o nuldch).
Bud K téleso a R = Klxy,...,x,]. Pak:

a) Idedl I = (x1 —aq, ..., 2, — ) je maximdlni v R pro kazdd o, ..., o, € K. Navic
polynom f € R lezi v tomto idedlu, prdvé kdyz f(aq,...,a,) = 0.

b) Pokud je K algebraicky uzaviené, potom vsechny maximdlni idedly v R jsou tvaru

(x1 — o, ...,y — ) pro néjakd aq, ..., a, € K.
Diikaz.
a) Polynom f € R uvazujme jako polynom v proménné z,, nad K[xy,..., 2, 1]. Muzeme

jej napsat jako f = a,(x, — an) + by_1, kde a,, € Ra b, 1 € K[xy,...,2,_1]. Podobné
b1 = an_1(Tn_1 — @p_1) + by_2, az postupné dostaneme

f= Za, x; i)+ bo, pro a; € R, by € K.

Vidime, ze Y a;(z; — oz‘) €l =(xy—o,...,x, — ). Tedy plati:
sNavic: fel < f— Zal(xl a)elebyel <by= flag,...,an) =0.

~Maximalita“: Necht f gZ I, neboli by # 0. Uvazujme idedl I+ (f). Ten obsahuje by € K*,
atedy 1 =boby* € I+ (f) al+ (f) =R. Tedy I je maximalni idedl.



3.4. HILBERTOVA VETA O NULACH 43

b) Necht M je maximalni idedl v R. Potom L = R/ je téleso a navic K mizeme brat
jako podtéleso L, protoze mame projekci 7: R — R/ pf, jejiz zizeni 7 | K: K — R/ pf
je prosté (protoze Ker(w [ K) = KN M = 0).

Ale L jenad K generované prvky x1+M, ..., x,+ M jako okruh. Dusledek[3.14= L = K.
Tedy

T K:K—L==R/y
a—a+ M

je izomorfismus, tedy je specialné surjektivni.

Tudiz pro kazdé 7 existuje «; tak, ze x; + M = «o; + M. Tedy x; — o; € M, takze
(x1 —q,..., 2y — ) C M. Ale idedl (z7 — aq,..., 2, — a,) je maximélni podle a), a
tedy se rovna M. O]

Specidlné vidime, ze V(I) # () pro kazdy vlastni idedl I < R (pokud je K algebraicky
uzaviené). Mame totiz, ze I C M pro néjaky maximéalni idedl M, a pak V(1) D V(M) =

{(ag,...,an)}.

Véta 3.16 (Hilbertova véta o nuldch). Af je K algebraicky uzaviené téleso a I idedl v
R=Klzy,...,2,]. Potom I(V(I)) = /1.

Dukaz. ,,D“: cviceni

,C“ Bud g € I(V(I)), chceme g € V1.

Kazdy idedl v noetherovském okruhu R je konecné generovany podle tvrzeni [I.10} Tedy
I =1(f1,...,fr) pronéjaké polynomy fi,..., f. € R.

Uvazujme idedl J = (f1,..., fr,Zns19 — 1) < K21, ..., Zy41]. Potom V(J) = 0, protoze:
Pokud fi(a) = --- = f.(a) = 0 pro néjaké a € K", potom taky g(a) = 0. Tedy pokud
(o, anp1) € K", potom gla,ant1) = gla) = 0, a tedy anp1g(e, apr) =1 = —1#0,
takze (o, ani1) € V(J).

Tedy J neni vlastni idedl diky slabé Hilbertové vété o nuléch [3.15| Mame tedy J =
Klxq,..., 2541 2 1, takze Ja;,b € K|xq, ..., T,41] takové, ze 1 =" a;f; + b(zp19 — 1).

Pojdme nyni pracovat v K[zy, ..., 2] (2ns1). Oznaé¢me y = x_1+1= neboli x,, 11 = i Po do-

sazeni do vyjadteni pro 1 dostaneme néjaké mocniny y ve jmenovatelich, takze vynasobme
rovnost ¥V tak, abychom se jich zbavili. Tim dostaneme > c¢;f; + d(g — y) = y", kde
ciyd € K[xy,...,2,,y]. Sem koneéné dosadime y = g a mame [ 3 > ¢;fi +0 = ¢V, tedy
ge VI [

Timto jsme popsali obraz zobrazeni I, takze z abstraktni Galoisovy korespondence
dostavame:

Disledek 3.17. Bud K algebraicky uzaviené téleso. Pokud je I radikdlovy idedl v R =
K[xy,...,x,] (tedy I =~/T), potom I(V(I)) = I.

Tedy mame bijekci (respektive antiizomorfismus uspordadaniych mnozin)

{radikdlové idedly v R} <> {algebraické mnoziny v K"}
[ V(I)
I(X) ¢4 X

Maximdlni idedly odpovidaji bodum v K.
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3.5 Ireducibilni algebraické mnoziny

Cemu odpovidaji prvoidesly v této korespondenci?

Definice. Bud K téleso. Algebraickd mnozina V' C K™ je reducibilni, pokud V = VUV,
pro néjaké algebraické mnoziny Vi, Vo C K™, Vi £V #£ V,. Jinak je V' ireducibilni.

Tvrzeni 3.18. Neprdzdnd algebraickd mnoZina V je ireducibilni, pravé kdyz I(V) je
prvoidedl.

Diikaz. DU 3.4 0

Lemma 3.19. a) Bud' S neprdzdnd mnozina idedli v noetherovském okruhu R. Potom
S md maximdlni prvek, tedy existuje I € S takovy, Ze pro kazdé J € § mdme [ C J =
I=1J.

b) Kazdd neprdzdnd mnozina algebraickych mnozin T v K™ md minimdlni prvek.

Diikaz. a) Sporem: At to neplati, tedy pro kazdé I € S existuje J € S takové, ze I C J.
Zvolme libovolné I; € S; pak at I, € S spliiuje I; C I,. Podobné volme I, C I3, atd. (zde
potiebujeme pouzit axiom vybéru), ¢imz dostaneme nekone¢ny rostouct fetézec idealu v
noetherovském okruhu, coz je spor.

b) Uvazujeme S := {I(V) | V € T}. Je-li I(V) jeji maximalni prvek, pak je V' minimélni
prvek T. ]

Véta 3.20. Bud' V C K™ algebraickd mnoZina. Potom existuji jednoznacéné urcené alge-
braické mnoziny Vi, ..., V,, takové, Ze V; je ireducibilni, V =V, U---UV,, a V; ¢ V; pro
1 # j. Vi gsou ireducibilni komponenty mnoziny V.

. ) o . . | V neni sjednoceni kone¢né mnoha
Diikaz. Bud T = {algebralcke mnoziny V' C K ireducibijlnich algebraickych mnoZin}'
Pro spor necht 7 # (). Podle lemmatu pak existuje jeji minimélni prvek V. V neni
ireducibilni, takze V = V; UV, pro algebraické mnoziny Vi, Vo € V. Z minimality V
méame Vi, Vo ¢ T, a tedy Vi, V5 se daji rozlozit, takze jde rozlozit i V', coz je spor.

Kazdé V tedy jde napsat jako V =V, U---UV,, pro ireducibilni V;. Zahodime vsechny
Vi takové, ze 35 V; C V.

Jednoznaénost: Necht V =V, U---UV,, =W U---UW,. Potom V; = (V;NW;)U---U
(VinW,). Jde o ireducibilni mnozinu, takze existuje j = o(i) takové, ze V; = Vi N Woy,
cili V; C Wg(i).

Podobneé existuje k takové, ze Wy C Vi. Tedy V; C Vi, takze 1 = k a Vi, = W,).
Symetricky Vj 3p(j) : Wj = V(. H

Dusledek 3.21. Af je K algebraicky uzaviené téleso. Je-li I prvoidedl, pak je V(I)
ireducibilng.
Madme bijekct

{prvoidedly v Klxy, ..., x,|} <> {ireducibilni algebraické mnoziny v K"}.

Diikaz. Pokud I je prvoidedl, pak I = /T=I(V(I)) podle Hilbertovy véty o nuldch [3.16]
Podle tvrzeni pak to, ze I(V(I)) je prvoidedl, implikuje, ze V(I) ireducibilni.
Zbytek dusledku je jasny. O
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Dusledek 3.22. Bud K algebraicky uzaviené téleso a f = f{* -+ [ € Klxy,...,x,)

wreducibilni rozklad nekonstantniho polynomu f.

Pak V(f) =V (fi)U---UV(f) je ireducibilni rozklad V (f) a I(V(f)) = (f1 - fr).
ireducibilni nekonstantni monické

polynomy v Klzy, ... 2] < {ireducibilni nadplochy v K"}.

Mame bijekci

Dikaz. Cviceni. ]



4.

Algebraicka teorie cisel

4.1 Rozklady diofantickych rovnic

Algebraickd teorie ¢isel se zabyva vlastnostmi ciselnych téles, tedy rozsiteni K O Q
kone¢ného stupné. Motivaci pro jeji rozvoj byla snaha o feseni diofantickych rovnic, jak
zde struéné nastinime. Pro vyrazné vic informaci a fesenych ptikladu doporucuji diplomku
Marose Hrnéiara http://karlin.mff.cuni.cz/~kala/theses/hrnciar.pdf.

4.1.1 22 +1=3

Priklad. Najdi vSechna celd ¢isla ,y takova, ze 22 + 1 = 3.

Reseni. Rovnici rozlozime jako (z +i)(x — i) = y* v Z[i].
Jen stru¢né nastinime princip. Postupné se dokéze:
1. NSD(z 4+ i,z —i) =1
2. x+1i| (a+bi)? proa,b € Z.
3. x+1i = ela+b)’ kde e € Z[i]* = {£1,+i}. Jsou tedy potieba rozlisit tyto 4

© 0 NS e

pripady, ilustrujme zbytek feseni jen pro € = 1.
r+i=1-(a+0b)®=a+ 3a’bi — 3ab* — b*i
1 =TIm(z +14) = 3a®b — b* = b(3a® — V?)

a=0,b=-1
r = Re(z + 1) = a® — 3ab®
r=0=y=1

Ostatni t7i pripady dopadnou stejné (ve skute¢nosti totiz nebylo potteba je rozlisovat,
protoze kazda jednotka je tfet{ mocninou), takze rovnice ma jedno feseni (0, 1).

Jaké vlastnosti Z[i] jsme pouzili?

konjugace a + bi = a — bi je netrividln{ prvek Gal (Q(Z) / Q)
alp=al|p

Norma N(a) = aa = a® + V?

a|f= Na|Np

Jednotky Z[:]* :

a € Z[i]* & Na = £1. Tedy Z[i]* = {£1, +i}.
Gaussovskost (v kroku 1. = 2.).

46
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4.1.2 224+5=3
Priklad. Najdi véechna celd ¢&isla x,y takova, ze 2 + 5 = 2.

Resend. Opét rozlozime jako (z + v/=5)(z — v/=5) = 3° v Z[\/=5].
Vlastnosti Z[v/—5]:

(a+by/—=5) =a—by/-5

e Na=ad =a*+5b >0

a € Z[\V/-5]" & Na=+1 & a = +1.

Gaussovskost? Nel!

Napiiklad 2:3 = 6 = (1—+/=5)(1++y/=5), ale 2, 3, 14/=5 jsou (neasociované) ireducibiln{
prvky. Ukazeme to na piikladu 2:

At a|2,a )l La)f2.

Tedy Na| N2 =4 = Na = 1,2,4. Protoze « neni invertibilni, Na # 1.
Pokud Nov = 4, potom N(2) =1, tedy 2 je jednotka a o || 2.

2 = Na = a? + 5b% neni mozné, protoze takova celd ¢isla a, b neexistuji.

Aby se vytesil problém s nejednoznac¢nymi rozklady, zavedla se ,idealni c¢isla“:

A= (2,1++/-5), kde si znaceni piedstavujeme jako NSD

A= (2,1—+/=5)

B = (3,14 +-5)

B'=(3,1—+/-5)

Pak d4vé smysl uvazovat, ze 2 = AA’, 1+ 5 = AB,1 — /5 = A'B’,3 = BB/, takze
mame jednoznacny rozklad 6 = AA'BB’.

Vzpomenme si, ze v Z NSD odpovida s¢itani idedlu (NSD(m,n)) = (m) + (n)).

Uvazujme tedy A = (2,1 ++/=5) = 2 Z[/=5] + (1 — /=5)Z[/5] jako ideal.
Nésobeni idedlu pak vyjde A- A" =(2),A-A"-B- B = (6).
Prvoidedly odpovidaji prvocinitelum a skute¢né plati:

Veéta. Kazdy nenulovy idedl v Z[v/—5] jde jednoznacéné rozlozZit na soucin prvoidedli.

Diikaz. Casem jako specialni pifpad véty . O

Grupa idealta

Mnozinu v§ech nenulovych idedlt v Z[v/=5] (ale i obecnéji) s operaci nasoben{ mizeme
rozsitit na grupu podobné jako se konstruuje podilové téleso: Uvazujeme formélni podily
AB™! pro nenulové idedly A, B, piicemz ztotoziiujeme (formélné tak, Ze definujeme
pifslusnou ekvivalenci) AB~! s CD™!, pravé kdyz AD = BC.

Na vysledné mnoziné Z = {AB~! | A, B nenulové idedly} definujeme ndsobeni tak, Ze
(AB™1) - (CD™') = (AB)(CD)™!, ¢imz dostévame grupu idedli.

Také pro «, 5 € Z[v/—5] mame hlavni idedly («), (8).
Definujeme pak P = {(a) - (8)7! | o, 8 € Z[/—5]} coby podgrupu v Z.

Plati: OHI < T =P < Z/p = {1}.

Také OHI = Gaussovskost (coz nds zajima pro feseni diofantickych rovnic).
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Definuje se tedy tridovd grupa jako Cl :=1/p.
Obecné: Cl je vzdy konecnd. (Jeji velikost méri, ,jak Spatnd je nejednoznacnost roz-
kladu“).

Pro Z[v/—5] mame C{ ~ Z/9 a konetné muzeme naznaéit feseni nasi rovnice (z +
V) — VB) = o,
(1) Pocitdnim s idedly zjistime, Ze neexistuje zadny prvoidedl P, ktery by délil = + /=5
i x — /=), tyto dva prvky (resp. jejich hlavni idedly) jsou tedy nesoudélné.
(2) Uvazujme ted rozklad na soucin prvoidedlu v rovnici (x + +/=5)(z — v/=5) = (y)>:
Pk pkr ll...le — R3ma ... p3mu

1 1 s 1 t -

T

Z nesoudélnosti v bodu (1) mame P; # Q);.

Tedy jednoznacnost rozkladu implikuje 3 | k;, 3 | {; pro vSechna 1, j.
(3) Existuje tedy idedl A < Z[v/—5] takovy, ze (z +/—5) = A3,
(4) Tento idedl je hlavni, ¢ili A € P, protoze:

Vime, ze A € P podle (3).

Zaroven #Cl = 2, a tedy pro libovolny ideal plati 12 € P.

Pro n4s ideél to ale implikuje A = A3 . (A%~ € P.

(5) At A = (a + by/=5). Tedy = + /=5 = +(a + by/—5)>. Toto uz snadno dotesime
roznasobenim a porovndnim racionalnich a iraciondlnich ¢asti; vyjde, ze dana rovnice
nemé zadné teseni v Z.

Podobné se matematici snazili dokézat velkou Fermatovu vétu o rovnici a? — y? = 2P:
2mi
(z—y)(z—Gy) - (z—F7My), kde G, =e v ~ Z[().

4.2 Celistvé prvky

Definice. Téleso K je ciselné téleso, pokud je to rozsiteni QQ koneéného stupné.

Priklad. Q(v/D), Q(V2),Q((,), Q(V2. (3), kde ¢, = 7.
Vhodnou analogii celych ¢isel v K jsou celistvé prvky (viz sekci .

Definice. Okruh vsech prvku télesa K, jez jsou celistvé nad 7Z, se znaci Ok.
Zrejmé: Og N K = Ok.

Lemma 4.1. Bud K ciselné téleso. Pro a € K bud m(x) € Q[z] jeho minimdini
monicky polynom. Pak o € Oy, prdvé kdyz m,, € Z[x].

Dukaz. ,,<=“: Jasné

,=“ At f € Z[z] je monicky takovy, ze f(a) = 0. Pak m, | f v okruhu Q[z], ¢ili
f = mq - g pro néjaké g € Qlz]. g je tedy také monicky.

Bud p prvocislo. Vedoucf koeficient g je 1 a v,(1) = 0, tedy obsah ¢,(g) < 0. Stejné tak
cp(my) < 0.

Zérovenl vime, ze ¢,(my) + c,(9) = ¢,(f) =0, a tedy ¢,(g9) = 0 = ¢,(m,). Toto plati pro
vechna prvocisla p, takze m,, € Z[z]. O
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Disledek 4.2.
(1) OK N Q =7
b) Kazdy prvek o € K jde napsat jako g, kde B € Og,n € N.

Diikaz.
a) a € Ok NQ & my(x)=(r—a) €Zjz] & aclZ.

b) Vynésobime m,(z) nejmensim spolecnym nasobkem n jmenovatelu koeficienta m,,,
¢ili n - my € Z[z] a cp(n - my) = 0 pro vsechna prvocisla p.

Neni tézké ovéiit, ze na € Ok (porovnej n* - my a Mmyq, kde k je stupeii «).
Pakazgproﬁznae(’)fg. n

Priklad. Uvazujme kvadratické téleso K = Q(v/D) pro bezétvercové D # 0, 1.
Pak m, ma stupen < 2 pro vSechna o € K.
Pro a = a+bVD (s b # 0) je

me(z) = (x —a)(z —a) =2° — (e + o)z +a- o = 2* — 2az + (a® — Db?),

kde o = a —bV/D.

Pro¢ je to minimalni polynom pro «?

a ¢ Q, a tedy m, mé stupen presné 2. Polynom (z — a)(x — /) € Q[z] ma « za koten a
stupen 2, je to tedy vskutku minimélni polynom m,.

Tvaru tohoto polynomu jde vyhodné vyuzit k urcovani okruhu celistvych prvku, jak
uvidime v dalsi sekci.

4.3 Norma a stopa

Po cely zbytek kapitoly bud K = Q(v/D), D # 0,1 bezétvercové.
Definice. Normu definujeme jako zobrazeni

NINK/QiK%Q
a=a+bVDr— a-o =a®—bD

kde o/ = a — bV/D.
Definice. Stopu definujeme jako zobrazeni

Tr=Trgp: K - Q
a=a+bVDr a+d =2a

Pozorovant.

e 0 € Og & Tr(a), Na € Z.
Pro o € K\ Q jsme to dokazali v piikladu vyse; pro o € Q jde o jednoduché
cviceni.

° (a/B)/ — a//B/’ (O./—I—B)/ :a/+/8/

e N(af) = Na- Nj, nebot to muzeme rozepsat jako (af8)(aB) = (aa’)(BS").
Tr(a + 5) = Tr(a) 4+ Tr(8) podobné.
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Véta 4.3. Bud’ D # 0,1 bezétvercové a K = Q(v/D). Pak

O — Z[VD] pro D=2,3 (mod 4)
T zZ2] pro D=1 (mod 4)

Diikaz. Dokazeme inkluzi ,,C*“, opacnou inkluzi nechame jako lehké cviceni.
At a € Ok, a = a+ bV/D. Pak stopa Tr(a) = 2a je celé ¢islo, a tedy a = ¢/2 pro ¢ € Z.
Norma je také celociselna, ¢ili
2 4D
Na:az—bQD:CTGZ.
Specidlné mame 4b*D = (2b)?D € Z.
Jmenovatel raciondlniho &isla (2b)? je ctverec, ktery musi délit D, aby (20)?D € Z. Ovsem

D je bezétvercové, a tedy tento jmenovatel je 1, ¢ili (2b)% i (2b) jsou v Z.

Bud b= ¢ pro d € Z. Pak Na = “=£2 ¢ 7 implikuje ¢ = d>D (mod 4).

Vsimnéme si, ze protoze 4 1 D, ¢isla ¢ a d maji stejnou paritu. Rozlisme tedy dva piipady:
1) ¢,d sudd. Pak a = £,b =4 € Z.

2) ¢,d lichd. Pak 1=c?* =d?> = D (mod 4), ¢ili nutné D = 1 (mod 4).

Tedy pro D = 2,3 (mod 4) musi nastat pifpad 1), a tedy o = a + bv/D € Z[v/D].
Pokud D =1 (mod 4), muze se taky stét, ze ¢, d jsou obé licha.

Pak ale o = a + bv/D = <% + d%\/ﬁ) + %ﬁ. Protoze prvni séitanec lezi v Z[v/D] C

Z[H—;/ﬁ

], dostavame o € Z[1YD). O

Tvrzeni 4.4. O = {a € Og | Na = 1}

Dikaz. ,C*:a€ O =30 :af=1= N(a)-N()=N(1)=1.
Noa, N €Z = Na=+1
DO Na=+1= a-d =+1 = +d je inverzni prvek k a. ]

Piiklad. K = Q(v/D)

e D <0 = a®+b(—D) = £1 = konetné mnoho jednotek, typicky jenom Oy =
{#£1}. Vice jednotek mame jen ve dvou piipadech, a sice
Oy = (=1, £4}.

kmi
3

O% s = (€5 | k € {0.1,2,3,4,5}}

e D > 0,D =23 (mod4). Jde o teseni Pellovy rovnice 2> — Dy? = +1, jez md
nekonecné mnoho feseni.
Napiiklad pro D = 2 méme O = {£(1 ++/2)" | n € Z}.
(Pro 0 < D =1 (mod 4) je tfeba uvazovat Pellovu rovnici 22 — Dy? = +4.)

4.4 Idealy
Neméme jednoznaéné rozklady na souéin ireducibilnich prvku. Napiiklad v Z[v/—14] plati

3.5=(1+vV—14)(1—v—14)a3-3-3-3 = (54 2v/—14)(5 — 2V/—14),
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coz jsou vse ireducibilni prvky.

Misto toho budeme rozklddat na soucin prvoidedlu, jak jsem uz naznacili v sekei 4.1} K
tomu si napted dokdzeme nékteré zdkladni vlastnosti idealu.

Stejné jako v celé kapitole bud K = Q(v/D) pro bezétvercové D # 0, 1.

Tvrzeni 4.5. Kazdy idedl v Ok je konecné generovany, a to nejvyse dvéema generdtory.

Diikaz. 1dedl I v Ok je podgrupa I(+) v Ok(+) ~ Z*(+) podle véty 1.3 Ale kazda
podgrupa v Z? je izomorfni Z" pro né&jaké 0 < n < 2 (cviceni). Tedy I(+) ~ Z"(+), a
tedy I ma n < 2 generatoru jako abelovska grupa. n

Priklad. Jak vypad4 izomorfismus Ok (+) ~ Z*(+)?
a) Og = Z[\V/D]. Pak a + bv/D + (a,b) € 7.
b) Ok = Z |22 ], Pak a+ b2 1 (a,0) € 22

Dusledek 4.6. O je noetherovsky obor.

Dukaz. Tvrzeni [1.10] + tvrzeni ]

Lemma 4.7. Bud I < Og idedl takovyj, Ze I = (ai,...,a,,) pro ay,...,an € Z. Pak
I = (a) je hlavni (pro néjaké a € 7).

Diikaz. Bud a = NSD(ay,...,a,) vZ. Pak a | a; v Z, takze a | a; v O, a tedy a; € (a).
Toto ale plati pro vSechna i, a tedy I C (a).

Na druhou stranu z Bézoutovy rovnosti v Z plyne existence prvku b; € Z takovych, ze
a=ab+ -+ anby, €1, atedy (a) C I. O

Tvrzeni 4.8. Necht [ = (aq,...,an),J = (B1,-..,0), a;, Bi € O. Potom:
o [ +J=(a,...,0m,01,--.,0)
o [-J=(a1f1,01P9,...,0:B,...,an)
o | CJ & kazdé o, je Ok-linedrni kombinace B;
o[- J=0&1=0mneboJ=0
Diikaz. Prvni 3 body jsou jasné z definic. Ten posledni také neni tézky:
,<=" Jasné.

,=* Sporem. Necht 0 £ a € I,0# 3 € J. Pakalea-8 € I-.J=0.To jespor s tim, Ze
Og je obor (coz plati, protoze jde o podmnozinu télesa Ox C K). O

Definice. Bud'te I,.J idedly v Ox. Rekneme, ze I déli J, coz znacime I | J, pokud
existuje ideal H takovy, ze J =1- H.

Pozorovdni. Pro a, f € O mame a | f < (a) | (B).

Diikaz.
=" 3y € Ok takové, ze f = ay = (8) = (ay) = (@)(7) = (@) [ (7)
= peB)=(a)- H={ai|i€cH}. Tedy e H:f=a-i=a]|p. O

Tvrzeni 4.9. Bud o € O, I = (B, ..., Bm) < Ok. Ndsledugici turzeni jsou ekvivalentni:
a) (a) | 1

b) a| B; pro viechna j

c)(a) DI
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Diikaz. ,a = b* Necht I = (a)J = {«i | i € J} pro négjaky ideal J. Tedy « déli vechny
prvky I, specidlné i generatory, ¢ili a | 85 Vj.

wb < ¢ a| B pro vSechna j < o déli vsechny prvky I < I C («).

,b = a“ Necht f8; = ary; pro néjaké prvky v; € Of. Potom

I= (ﬁla"'aﬁm) = (05717-~-7a7m) = (Oé) '(717-”77771)?
a tedy (a) | I. O
Véta 4.10. Pro idedly I,J < Oxg mame I | J < 1D J.

Diikaz. Pokud je néjaky z idealu I, J nulovy, tak ekvivalence plati trivialné. Dal tedy
uvazujme jen nenulové idedly. Pro ty zatim dokdzeme jen ,=“, druhd implikace pak
bude v pristi sekci.

Necht J =1-H. Protoze H C Ok, tak J=1-HC 1 -Og =1. O

4.5 Kraceni idealu

Stéle bud K = Q(v/D) pro bezétvercové D # 0, 1.
Definice. Bud I < Oy idedl. Jeho konjugovany idedl je I' = {o’ | a € I}.

Pozorovani. Ziejmé mame:

o (aq,...,apn) =(cf,...;a)
o (IJ)=T1J
° I//:I

Tvrzeni 4.11. Necht I = (o, 8) < Ok. Potom II' = (Na, Tr(af), NB), a tedy IT' je
hlavni idedl.

Diikaz. Pokud a = 0 nebo g = 0, tak tvrzeni plati.
At o # 0 # 3. Mame

IT' = (o, B)(, ) = (ad,af', 0/ B, BB") = (Na, aff’, &' B, N3).

Vsimnéme si, ze Tr(af') = af’ + o/, a tedy (No, Tr(af'), NG) C IT1'.

Zbyva dokézat opac¢nou inkluzi, k niz pottebujeme a5’ € (Na, Tr(af’), Nf).

Bud' g = NSDz(Na, Tr(af’), NB), éli (g) = (Na, Tr(a8'), NB) (viz dikaz lemmatu [4.7)).
Tedy chceme dokazat, ze af’ € (g), neboli O‘Tﬁl € Og. K tomu staci, ze norma a stopa
tohoto prvku € Z. Méame:

Te(22) = o 4 @8 — ofted _ BB ¢ 7, protoze g = NSD(N(a), Tr(a'), N).

g g g g
N(a_ﬂ' _of o8 _ad BB _ Na NB o7
g g g g g g g

Tim jsme dokazali, ze af’ € (g) = (Na, Tr(af’), N3).
Symetricky o’ € (Na, Tr(af’), NB), a tedy II' C (Na, Tr(af'), NS).
To, ze I1' je hlavni idedl, pak vyplyva z lemmatu |4.7] O]

Daisledek 4.12. Je-li I = (ay,...,an) < Ok, pak I1' je idedl generovany pruky
Nay, ..., Nay, a viemi proky Tr(o;a’;) pro 1 <i < j <m.
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Diikaz. Opakované pouzijeme tvrzeni [4.11] O
Nyni muzeme dokazat, ze nenulovymi idedly jde kratit.
Tvrzeni 4.13. Bud'te H,I,J < Ok idedly takové, e H #0 a HI = HJ. Pak I = J.

Diikaz. Rozlisime dva pripady:

a) H je hlavni, ¢ili H = (a),a # 0. Mame HI = (a)] ={«ai |i € [} ataké HJ = (a)J =
{aj|jeJ}.

Ok je obor, a tedy ai = «j implikuje ¢ = j. Tedy I = J.

b) H je obecny idedl. Podle tvrzeni mame HH' = (g) pro néjaké g. Tedy

Cast a)

HI=HJ= HH'I=HH'J = (¢)] = (9)J [=J O

vvvvv

Diikaz véty[{.10. ,<“: At I D J. Pak II' D JI'. Podle tvrzeni existuje g takové, Ze
IT" = (g).

Méme tedy (g) D JI'. Podle tvrzeni 4.9 pak (g) | JI', tedy existuje idedl H takovy, ze
JI' = (g9)H = II"H. Podle tvrzeni muzeme zkratit I, ¢imz dostaneme J = I'H, ¢ili
I]J. O

Poznamenejme, ze zatimco véta plati obecné (a je klicem k dikazu jednozna¢né
faktorizace na prvoidedly ve vété 4.17), tvrzeni je specifické jen pro kvadraticka
télesa. Obecné se k dukazu véty pracuje s ,lomenymi idedly“ a ,anihildtory*.

Dusledek 4.14. Méjme prvoidedl P < Ok a idedly I,J < O. Pokud P | IJ, pak P | I
nebo P | J.

Dikaz. P|TJ28P 517 P> Tnebo P> JEP | [ nebo P | J. O

4.6 Norma idedalu
Stéle bud K = Q(v/D) pro bezétvercové D # 0, 1.
Definice. Bud I idedl v Ok. Norma idedlu I je celé ¢islo NI > 0 takové, ze I[1' = (NI).

Toto celé ¢islo existuje podle tvrzeni [4.11] a tedy definice ddvé smysl.
Pozorovdni.

e N(0)=0

e [ =0 NI=1
Dikaz. ,<=“ (1) =1I" C 10 =1= 1= Ok.
N(IJ)=NI-NJ
I'|J=NI|NJ
Pokud I | JaJ#0,J #1,pak NI < NJ.

Pokud I = («) je hlavni, pak NI = |Na]|.
Dikaz. (NI) =1I' = (o) (/) = (ad) = (Na)



54 KAPITOLA 4. ALGEBRAICKA TEORIE CISEL

Priklad. At K = Q(v/—14).
Pro I = (3,1+ +/—14) mame

NI =NSD(N3,Tr(3- (1 —+v/—14)), N(1 + v/—14)) = NSD(9, 6, 15) = 3.
Pro J = (14 +/—14,1 — /—14) méme
NJ =NSD(15, Tr ((1 + v=14)*) , 15) = NSD(15, —26) = 1.
Tedy J = Ok.
Lemma 4.15. Je-li I < Ok nenulovy idedl, pak faktorokruh Ok /T je konecns.
Diikaz. Bud n = NI. Mame surjekci

Ox/(n)=O9x/11" - Ok /T
a+Il'—sa+1

Toto zobrazeni je dobie definované, protoze 11’ C I.

Stacf tedy dokézat, ze Ok / (n) je konecné.

Uvazujme to jako aditivni{ grupu. O (+) ~ Z*(+) podle véty Pak (n) odpovida
(nZ)?, a tedy mdme izomorfismy aditivnich grup OK/(n) o~ ZZ/(nz)2 = (Z/nZ)Q, jez
mé n? prvki. O

Poznamenejme, ze faktorokruh Ok /1 mé4 ve skutecnosti presné N1 prvki (coz v obecném
¢iselném telese slouzi k definici normy ideélu).

4.7 Prvoidealy a faktorizace
Bud K = Q(vD), D # 0,1 bezétvercové.

Tvrzeni 4.16. Bud P < Oy idedl. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) P je nenulovy prvoidedl,

b) P je mazimdlni idedl,

c) P je vlastni idedl a plati: Pokud P = 1J pro néjaké idedly I,J < Ok, pak I = O
nebo J = O.

Diikaz. b) = a) je jasné.

¢) = b): At P C I. K dikazu maximality chceme dokdzat, ze I = P nebo I = Ok.
Véta implikuje I | P, ¢ili P = IJ pro néjaké J. Podle ¢) pak mame [ = Ok nebo
J=0k. Pokud J =0k, pak P=1J = 1.

a)=c): At P=1J.Pak P D> IJ, atedy P D I nebo P D J z definice prvoidedlu, biino
P > I. Podle véty [4.10] pak mdme P | I.

Zaroven ale I | P, protoze P = I.J. Dohromady tedy mame P = I, a tedy POx = P =
PJ, coz podle tvrzeni implikuje J = Ok.

Tim je tvrzeni dokazané, ale pro zajimavost si ukazme jesté jednu implikaci.
a) = b): P prvoidedl implikuje, ze Ox/p je obor. Chceme, ze Ok /p je téleso, protoze
pak je P maximalni ideal. Podle lemmatu vime, ze Ok /p je konecné.
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Lemmatko. Kazdy konecny obor je téleso.

Diikaz. Bud R koneény obor a o € R, o # 0.

Uvazujme hlavn{ ideél (o) = {ar | r € R} C R.

Plati, ze ar = ar’ < r =1', protoze R je obor (a(r —r') =0=1r—1"=0).

Tedy #(a) = #R. Ale protoze (o) C R, mame (o) = R > 1, a tedy 35 : aff = 1, ¢ili «
je invertibilni. O

Pozndmka. Dokézali jsme, ze Ok (pro K = Q(v/D)) je Dedekindiv obor, kde obor R je
Dedekinduv, pokud:
e R je noetherovsky.

e R je celistvé uzavieny: Bud T podilové téleso R. R je celistvé uzavreny, pokud
Va € T plati: a je celistvy nad R = a € R.

e Kazdy nenulovy prvoideal je maximalni.

Poznamka. Okruh celistvych prvkia Ok libovolného ¢iselného télesa K je Dedekinduv.
Jednoznaé¢na faktorizace na prvoidedly plati i v obecném Dedekindové oboru.

Véta 4.17. Bud K = Q(v/D), D # 0,1 bezctvercové. Kazdy nenulovyj idedl I < O jde
rozloZit na soucin prvoidedlu

I=PF ... P r>0k,... k €N,
kde Py, ..., P, jsou po dvou ruzné prvoidedly. Tento rozklad je jednoznacny az na poradi.

Dikaz.

Ezistence. Indukei podle N(I):
e N(I)=1. Pak I = Ok a zvolime r = 0.
e N(I) > 1. Rozlisime dva pripady:

— I je prvoideal. Pak mame rozklad I = I*.

— [ neni prvoideal, potom z tvrzeni 4.16| mame, ze I = HJ pro néjaké idealy
H # Ok, J # Ok.
Norma je multiplikativni, takze mame NH, NJ < NI, a tedy H,J maji roz-
klad podle indukéniho predpokladu.

(Poznamenejme, ze prestoze jsme udélali dukaz indukei podle normy NI € N,
typicky neexistuji idedly vsech moznych norem.)

Jednoznacnost. At Plk1 . PfT = Qfl . fo

Pak P, | Q" ---Q%, a tedy podle dusledku Py | Q; pro néjaké j. Podle véty
pak mame P; D ;. Ovsem podle tvrzeni jsou Py, Q; maximélni, takze P, = Q;.

7 tvrzeni |4.13 pak dostaneme Pf*~t... Pk = Q% ... Q? B Q% a miZeme pokracovat

indukci. O

V tvrzeni jsme dokézali, ze OHI implikuje gaussovskost, pro OHI tedy méme jed-
noznacné rozklady na soucin prvku, jez jsou silnéjsi, nez rozklady na soucin prvoidedlu.
Obecné existuji gaussovské obory, které nejsou OHI, ne vsak v ptripadé Ok:

Véta 4.18. Ok je OHI, prdvé kdyz je gaussovsky.
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Dikaz. ,=“: Tvrzeni[L.§
»,<=": Postupné dokazeme:

(1) Pokud je 7 prvocinitel v Ok, potom je (m) prvoidedl.

Podle lemmatu [1.6] staci dokdzat, ze a8 € () implikuje o € (7) nebo S € (7).

Necht aff € (7). Pak 7 | a3, a protoze je m prvocinitel, madme 7 | o nebo 7 | 8. To ale
znamena, ze o € () nebo f € (7).

(2) Kazdy prvoidedl P < Ok je hlavni.

P = (0) zfejmé je hlavni, necht P # (0).

Potom P déli (n) pro néjaké n € Z (napiiklad muzeme vzit n = N P). Uvazujme rozklad
¢isla n na prvocinitele v O: n = 7t - - - 7kr,

Mame P | (n) = (m)" -+ (7,.)%, a tedy P | (m;) pro n&jaké j, protoze P je prvoidedl.
Podle (1) mame, ze (7;) je prvoidedl, a tedy P = (;) je hlavni idedl

(3) Kazdy ideal je hlavni.

B ph . pre @ gk (Y = (kL ke, 0

4.8 Popis prvoideala

Bud K = Q(\/ﬁ% D # 0,1 bezétvercové. Checeme explicitné popsat, jak vypadaji prvo-
idedly v Ok. Naprtiklad vime, ze:
Priklad. V Z[i] je kazdy idedl hlavni a jsou tii typy prvoideélu, které dostaneme rozkladem
prvocisel p € N:

e (2) = (1+1)?% kde (1+1) je prvoideal,

e pro prvocislo p = 3 (mod 4) je (p) prvoidedl,

e pro prvocislo p =1 (mod 4) existuje jednoznacéné vyjadieni p = a*+b* s a,b € N a

odpovidajici rozklad (p) = (a+bi)(a—bi), kde (a+bi), (a—bi) jsou ruzné prvoidedly.

Napiiklad (5) = (2+14)(2 — ), (13) = (3 4 24)(3 — 2i).
Podobné tii moznosti nastanou obecné, jak za chvili dokazeme.

Lemma 4.19. Bud P nenulovyj prvoidedl v Og. Pak

a) 3! prvocislop e N: P | (p).

b) N(P) = p nebo p*.

c) Je-li I idedl v Ok takovy, zZe N(I) = p je prvocislo, pak je I prvoidedl.

Diikaz.

a) Af n = N(P) a uvazujme prvociselny rozklad n = pi* ... pkr v Z.

Pak P | PP' = (N(P)) = (p1)" -+ (p,)*, a tedy P | (p;) pro néjaké j. Zbyva dokdzat
jednoznacnost.

At P | (p),(q), kde p # q jsou prvocisla v Z. Podle Bézoutovy rovnosti existuji a,b € Z
takovd, ze ap + bg = 1. Pak ale P | (ap 4+ bq) = (1) = Ok, coz je spor s tim, ze P je
prvoideal.

b) P | (p) = N(P) | N((p)) = p*. Tedy N(P) muze byt 1, p nebo p?, ale N(P) = 1 nejde,
protoze P # Ok.

¢) At I nenf prvoidedl, ¢ili podle tvrzen{ mame I = AB pro vlastni idedly A, B. Pak
ale p= NI = NA-NB, atedy NA nebo NB se rovna 1, coz implikuje A = O nebo
B = 0. O
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Véta 4.20. At Ok = Z|w], kde

{\/5 {x2 - D pro D =2,3 (mod 4)
w =

md minimdlnd polynom f(xz) =
14+vD oy f@) ?—z+2 proD=1 (mod 4)

Pokud je p € Z prvocislo, potom rozklad (p) na prvoidedly v Ok odpovidd rozkladu poly-
nomu (f(z) mod p) € Fy[z] na soucin ireducibilnich polynomii.
MuzZou nastat tri pripady:

a) f(z) mod p je ireducibilni. Potom (p) je prvoidedl s normou p*.

b) f(z) = (x—c)(z—d) mod p pro néjakd c Z d mod p. Potom (p) = PP’ pro prvoidedly
P # P',N(P)=N(P) =p.

c) f(x) = (z — ¢)*> mod p pro néjaké c. Potom (p) = P?% pro prvoidedl P takovy, Ze
N(P) =p.

Dukaz. Mame

Ok = Zlw] = 2t/ (f(a))
a+bw— a+bx

O/ ()= 20l (p, p(a)) = Folt)/ (1 @)
(a4 bw) mod p — (e mod p)+ (b mod p)x

Rozlisme, jak vypada Fp (7] / (f(z)) Vv nasich ttech ptipadech:
a) f(z) mod p je ireducibilni. Pak Fp['r]/(f(m)) je teleso.
b) f(z) = (x—c¢)(z —d) mod p pro ¢ # d mod p. Podle ¢inské zbytkové véty pak méame

Folel/ (£ (2)) = Fole]/ (z — o) x Bol2] /(5 — @) = F, x F,.

Neni to tedy téleso a neobsahuje zadny nilpotent, coz je prvek u # 0 takovy, ze uf = 0
pro néjaké k.

¢) f(z) = (r —c)? mod p. Potom Fp[f]/(x — ¢)? nent téleso a obsahuje nilpotent (z — ¢),
protoze (z —¢)?* =0 mod (z — ¢)?.

Podobné uvazujme, jak vypada OK/(p). Diky izomorfismu OK/(p) ~ F, [ﬁ]/(f(x)) musi
odpovidat ptipadum vyse:

a) Ok/ (p) Je téleso. Pak (p) je maximalni idedl, a tedy podle tvrzeni m je (p) prvoidedl.

b,c) OK/(p) neni téleso, a tedy (p) neni prvoidedl.

Pak (p) = PI pro vlastn{ idedly P, I < Og. Mame N(p) = p*> = N(P) - N(I), a tedy
N(P) = N(I) = p. Podle lemmatu [£.19%) jsou pak P, I prvoidedly.

Zaroven z definice normy mame (p) = (N(P)) = PP’, tudiz P’ = I diky jednoznacné
faktorizaci

Zbyva rozlisit dva pripady:

- Pokud P = P', potom Ok/ (p) = Ok /p2 obsahuje nenulovy nilpotent, a to obraz
libovolného prvku a € P\ P? (mame totiz a ¢ P? a o® € P?). Jedn4 se tedy o pifpad c).
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- Pokud P # P’ potom OK/(p) =Ok/pp! z Ok /pxOk/pr, kde Ok /p, Ok / p' jsou
télesa, protoze P, P’ jsou maximaln{ idedly. Tedy Ok / (p) neobsahuje nilpotenty. Jedna
se tedy o piipad b).

Ovéteni norem je trivialni. O
Timto zpusobem muzeme i explicitné urcit, jak rozklad na prvoidedly vypada:

Véta 4.21. Bud p € N prvoéislo takové, Ze (p) neni prvoidedl v Ok . Potom f(z) =
(x —¢)(z —d) mod p (pricemz mize byt ¢ =d mod p) a plati (p) = (p,w — ¢)(p,w — d).

Diikaz. Podle véty méame (p) = PP a f(x) = (z — ¢)(x — d) mod p.
Bud I = (p,w — ¢). Potom I = (p,w —¢) D (p), a tedy I | (p) = PP'. Plati w — ¢ ¢ (p)
(cviceni), a tedy I # (p). Tedy I = P nebo I = P' nebo I = Ok; chceme dokazat, ze
I # Ok, cilize N(I) # 1.
Podle tvrzeni méame N(I) = NSD(N(p), Tr(p(w — ¢)), N(w — ¢)). Spoctéme tyto
hodnoty:

o N(p)=p?

o Tr(p(w—rc)) =pTr(w—rc)

e Nw—c)=(w—-0c)(w—c)=(c—w)(c—w) = f(c) =0 mod p.
Z toho plyne, ze vSechna tato ¢isla jsou délitelnd p, a tedy p | N(I) # 1. Tudiz I # Ok,
a tedy I = P nebo P’ je prvoidedl.

Podobné mame, ze (p,w — d) = P nebo P’ je prvoidedl.
Zaroven mame P = P < ¢ =d mod p < (p,w —c¢) = (p,w — d). V kazdém piipadé
dostaneme (p) = PP’ = (p,w — ¢)(p,w — d). O

Véty a nam umoznuji najit rozklad libovolného idedlu I v Ok na prvoidedly,
napiiklad takto:

1. Rozloz N(I) na soucin prvoéisel N(I) = pi*---pkr v Z.

2. Kazdé (p;) rozloz na soucin prvoidealu v Ok.

3. Tfm dostaneme rozklad idedlu (N(I)) = P{* --- P’ na soucin prvoidedl v O.

4. Zarovenn mame [ | [I' = (N(I)), a tedy I = P/ --- P pro néjakd 0 < m; < {,.

5. Najdi spravné hodnoty m;: pfinejhorsim jde vyzkouset vSechny mozné kombinace, ale
uvazovani norem idealu hodné pomuze; v zasadé jde o to vzdy spravné vybrat mezi P; a
F.

4.9 Priiklady v K = Q(v/—14)

V této sekci bud K = Q(v/—14), takze Oy = Z[/—14].
Priklad. Jak hledat prvoidealy?
e Zajimé nas 22 + 14 mod p, tedy 22 = —14 mod p
e f(x) mod p reducibilni < —14 je kvadraticky zbytek modulo p.
e p=2,2=—14 (mod 2) = x =0 (mod 2) (0 je dvojndsobny kofen)

(2) = P§ pro P, = (2,1/—14)
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e p=31=-14=1 (mod 3) =z = +1
(3) = P+ P’ pro Py = (3,v/—14 +1)

e p=>5, 25—14—1(m0d5):>x:il
(5) = Ps- P pro Ps = (5,v/—14 + 1)

e p=1, (7):P7 pro P; = (7,y/—14)

e p=11,22 = —14 = 8 (mod 11), 8 neni kvadraticky zbytek modulo 11 = (11) je
prvmdeal

p=13,22=-14=—1 (mod 13) = 2 = +5

(13) = P13 - P|5 pro Pi3 = (13,v/—14+5)

Priklad. Rozlozte (1 4+ v/—14) na souc¢in prvoideali

N1++v-T4) =1+14=15=3-5

Plati: 1 ++/—14 € P37 Ano

Také 14+ —14 € Ps. Tedy (1 +/—14) = Py - Ps

Priklad. Rozlozte (2 + 3v/—14)

N@2+3y—11) =4+9-14=130=2-5-13

2+3y/—ld e P,

2+3y—Ide Ps? 24314 —3(vV/—Td+1)=—1¢ Ps = 2+3/—14 ¢ P;

€Ps
2 1+ 3v/ 14— 3(v—14+5) = —13 € Py, tedy 2 + 3v/—14 € Py
(2+3y/—14) = P, - Py - Py
Priklad. Rozlozte (5 + 2v/—14).
N(5+2y/—14) =25 +4-14 = 25 + 56 = 81 = 3%,
Kdyby P3, P5' | (5+2v/—14), potom by (3) | (5+2v/—14), to by znamenalo 3 | 5+2+/—14
v Ok, ale to neni pravda.
Tedy jen jedno z Ps, P déli (5 + 2v/—14)
542y 14— 2(V—14+ 1) =3 € Py, tedy Py | (54 2¢/—14) a 7 toho (5 + 2v/—14) =
Priklad. Rozlozte (1 + v/—14,5 + 2/—14)
(1++/—14) = Py~ P;, (5 +2y/—14) = P}
Tedy (1 + v—14,5 + 2/—14) = P,
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Piiklady

Toto jsou piiklady z roku 2019/20. V jinych letech budou konkrétni cviceni a doméci
ukoly aspon trochu jiné.

5.1 Cviceni

5.1.1 Cviceni 1
1. Dokaz, ze sjednoceni fetézce (libovolné mnoha) idedlu I} C I, C I3 C ... je idedl.
2. Proidedly I, J definujme I+ J := {a+bla € I,b € J}. Dokaz, ze I + J je nejmensi

ideal v R, ktery obsahuje I a J.

. Bud R okruh a M ideal v R. Dokaz:

a) M je maximélni, pravé kdyz pro vsechna a € R\M plati R = M + aR.
b) Pokud M je maximélni a a € R\M, pak existuji m € M a r € R takova, ze
l=m+ar.

4. Urci Q[z]/(z +2), Q[z]/(2* — 2),Qlz]/(«* — 1), Rlz] /(2* — 2), Z[x]/ (2 — 2).

Meéjme ideély I, J, K okruhu R. Dokaz, ze IJ C INJ a I(J+ K) = IJ+IK. Najdi
priklad, kdy IJ # I N J.

Dalsi priklady:

6.

Dokaz, ze operace na faktorokruhu jsou definované korektné a ze jde o okruh (a
dokaz ostatni véci z prednésky, které jsme nechali jako cviceni).

7. Dokaz 3. vétu o izomorfismu (vétu [1.5)).

10.

11.

Pro podmnoziny A, B okruhu R definujme A® B := {abla € A,b € B} (pozor, toto
neodpovidd ndsoben{ idedlt). Bud I ideal v R. Dokaz, ze (a+1)® (b+1) C ab+ 1.
Plati opacné inkluze?

Uvazujme okruh Z a uvazujme v ném ideédly I = (168) a J = (288).

a) Jak vypadaji vSechny maximélni idedly a prvoideély v Z?

b) Uréi I + J, IJ, INJI1*+ J.

c¢) Najdi vSechny prvoidealy, které obsahujf ideal I, J, I.J, I N J, resp. J2.

Bud R obor hlavnich idedlu a a,b € R.

a) Uréi (a)(b), (a) + (b), (a) N ().

b) Jak vypadaji vSechny maximalni idedly a prvoidedly v R?

c¢) Dokaz, ze faktor R podle nenulového prvoidealu je téleso.

Uvazujme obor hlavnich idedla Q[z] a idedly I = (23 + 2* + 2z +2) a J = (z° —

60
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222 + 2x — 4).

a) Urci I+ J, IJ, INJ I?+ J3.

b) Které faktory modulo hlavni ideél z bodu a) jsou obory?

c¢) Najdi vsechny prvoidedly, které obsahuji idedl I, J, I.J, I N J, resp. J>.

Hinty:

Obecné: kdyz nevis, zkus to sporem!

4. 1. véta o izomorfismu.

7. Projekce m: R — R/I a jeji ztizeni na ¢: S — R/I. 1. véta o izomorfismu pro .
8. Neplati. Zvol R = 7Z a prvocislo v ab + I.

5.1.2 Cviceni 2

1.

Popis vsechny idedly v okruhu Z/(150) a charakterizuj, které dvojice z nich jsou
komaximéalni.

. Najdi priklad uspofadané mnoziny A, kterd obsahuje nespocetny fetézec B (specidlné

tedy takovy, ktery nejde indexovat ptirozenymi ¢isly).

Pouzij dukaz tvrzeni[l.21] (zejména krok, kdy 1 = a1 +as) ke konstrukei explicitniho
izomorfismu

Z/(n) x Z/(m) ~Z/(mn)

pro n = 16, m = 35. Jaké znamé veété krok ze zavorky odpovida?

. Bud' R okruh. Pomoci Zornova lemmatu dokaz, Ze kazdy vlastni idedl je obsaZeny

v néjakém maximalnim idealu.

. Af je R okruh a Iy, ..., I, po dvou komaximalni idedly v R. Dokaz, Ze pak mame

izomorfismus multiplikativnich grup
(R/(I,--- 1)) =~ (R/I,)" x -+ x (R/I,)" .

Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze kazda linedrné nezavisla podmnozina vekto-
rového prostoru jde rozsitit na bazi.

Bud (M, <) ¢dstecné uspoiddand mnozina. Dokaz pomoci Zornova lemmatu, Ze
usporadani < jde rozsitit na linedrni usporadani, ¢ili ze existuje usporadani < na
M, které je linedrni a splnuje: © < y = = < y pro vSechna z,y € M.

Dalsi priklady:

8.
9.

10.

11.

Bud R okruh. R je obor, pravé kdyz R[z] je obor.

Bud K téleso. Pak K[z,y] i K[x1,2s,...] (nekonetné mnoho proménnych) jsou
gaussovské, ale K|z, y] neni obor hlavnich idealu (ale je noetherovsky) a Kz, za, . .. |
neni noetherovsky ani obor hlavnich idealu.

a) Bud M noetherovsky modul a N jeho podmodul. DokaZ, Ze pak je faktormodul
M/N noetherovsky.

b) * Bud M modul a N jeho podmodul. Pokud jsou N a M/N oba noetherovské,
pak je noetherovsky také M (pouzij tvrzeni|1.10)).

Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Méjme nekonstantni primitivni
polynom f € R[z]. Pak f je ireducibilni v T[z], pravé kdyz je ireducibilni v R|x].
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* Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze pokud v okruhu R existuje vlastnf ideal, ktery
neni konecné generovany, pak v ném také existuje prvoideal, ktery neni konecné
generovany.

Ulohy s * jsou trochu tézsi.

5.1.3 Cviceni 3

1.

Pro téleso T" a polynom f(x) uréi: vSechna mozn4 kofenova nadtélesa pro f nad T,
rozkladové nadtéleso pro f nad T, stupné rozsiteni vsech téchto téles a také jejich
Galoisovy grupy nad 7.

a) f(x)=2>+3,T=R
b) flz)=22-1,T=Q
c) fla)=2>-1,T=Q

. At je prvek « algebraicky nad télesem T a f € T[z] je jeho minimdln{ polynom.

Pak [T(«) : T] = deg f.

Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Je-li u € T celistvé nad R, pak
u € R.

Budte T, U télesa charakteristiky 0. Pak Q C T,U a kazdy homomorfismus ¢ :
T — U je Q-homomorfismem.

Meéjme télesa T' C U C V. Je-li V algebraické nad U a U algebraické nad T, pak je
také V' algebraické nad T'.

. Bud T C U algebraické rozsiien{ téles a U C K (ne nutné algebraické). Pak K je

algebraicky uzaveér U, praveé kdyz K je algebraicky uzaveér T

. Uréi okruh celistvych prvki v télese a) Q(i), b) Q(v/2), ¢) * Q(v/—3). (Pouij

cviceni [12])

Dalsi priklady:

8.

10.
11.
12.

13.

Pro téleso T" a polynom f(x) uréi: vSechna moznd kofenova nadtélesa pro f nad T,
rozkladové nadtéleso pro f nad T, stupné rozsifeni vSech téchto téles a (piipadné)
také jejich Galoisovy grupy nad 7T

a) flx)=22+1,T=Q
b) fle) =2~ 1, T=Q

c) f#) =2 -2, T=Q

*d) f(x)=2" =1, T=Q (n € N)

Prvek « je algebraicky nad télesem T, prave kdyz T'(«) = T[a].

Rozsiteni téles konecného stupné je nutné algebraické.

Méjme rozsifeni téles V D U D T. Pak [V : T| = [V : U] - [U : T).

Je-li R gaussovsky obor, R C S a a € S celistvy prvek nad R, pak minimélni
polynom a nad R jde zvolit jako monicky.

Pozn.: Minimalnim polynomem nad oborem zde myslime toto: Bud T podilové
téleso R a m(x) minimalni monicky polynom « nad 7. Minimaln{ polynom « nad
R pak definujeme jako n - m(x), kde n je nejmensi spoleény nasobek jmenovatelu
vSech koeficientti polynomu m(z) (neboli n - m(z) je primitivni).

Zadné konecné téleso neni algebraicky uzaviené.
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14. * Algebraicky uzavér nekonecného télesa T" mé stejnou mohutnost jako 7.

15. At je obor S koneéné generovany okruh nad R. Pak S je konetné generovany R-
modul, pravé kdyz S je celistvy nad R (neboli kazdy prvek s € S je celistvy nad
R).

16. Pro kterd m,n € Z jsou télesa Q(y/m), Q(y/n) Q-izomorfni?

Ulohy s * jsou trochu t&zsi.

5.1.4 Cviceni 4

1. Bud U téleso a G < Aut(U) podgrupa. Pak Gal(U/Fix(U,G)) D G.

2. Bud V D U D T rozsiteni téles.
a) At V O T je normélni. Pak V O U je normdlni. Mus{ byt U D T normélni?
b) At V O T je Galoisovo. Pak V D U je Galoisovo. (Muze se hodit pouzit cviceni
[6)

3. Pro rozsiteni téles U D T urci [U : T1,[U : T)s, Gal(U/T), pokud T'=R, U = C.

4. Bud V O T Galoisovo rozsifeni a V' O U D T. Dokaz, Ze

o _ #Gal(V/T)
U Gy

5. Bud U D T konecné rozsiteni. Toto rozsiteni je Galoisovo, prave kdyz [U : T] =
#Gal(U/T).
6. Prvek a € U je separabilni nad télesem 7', pokud je kofenem néjakého separabilniho
polynomu v T'[z].
Dalsi priklady:
7. Bud f(x) € T[z] polynom, jehoz ireducibiln{ rozklad nad T je f(x) = fi(x) - - fu(x).
Uvazujme Galoisovu grupu rozkladového nadtélesa polynomu f jako grupu permu-

taci na mnoziné jeho korenu. Dokaz, ze kazd4 z téchto permutaci obsahuje aspon k
cyklu (pevny bod zde povazujeme za cyklus délky 1).
8. Pro rozsiteni téles U D T wrci [U : T),[U : T)s, Gal(U/T), pokud T' = F,(y),U =
T'(y/y) (k ovéfeni ireducibility pouzij Eisensteinovo kritérium).
9. Bud U D T rozsifeni téles. Viechny prvky a € U, jez jsou separabilni nad T', tvoii
podtéleso U (tzv. separabilni uzaver 7' v U).
10. Rozsiteni U D T je normdlni, praveé kdyz existuje mnozina M C T'[z] takova, ze U
je rozkladové nadtéleso mnoziny M nad T.
11. Dokaz tvrzeni ze skript (o existenci normalniho uzévéru).

12. Bud U téleso charakteristiky rizné od 2 a a,b € U prvky takové, ze v/a, Vb, Vab &
U. Pak [U(y/a,vb) : U] = 4.

5.1.5 Cviceni 5

1. Bud U rozkladové, resp. korenové nadtéleso polynomu f(x) nad télesem T'. Urci
U,[U : T],Gal(U/T), bazi U jako vektorového prostoru nad télesem 7.
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Rozhodni, zda jde o Galoisovo rozsiteni, a pokud ano, tak popis vSechna télesa
UDV DT, jestlize

a) flr)=22-5T=Q

b) f(z) =2 -2,T=Q

) fla) = £ — 2,7 = Q)

d) f(z) = (2* = 3)(2* = 5), T =Q
e) f) =22 -1,T=Q

f) f(z) =2 - 1,7 = Q(i)

h) f(z)=2"—-1,T=Q (n€eN)

. Pro rozsiteni téles U D T urci [U : T, Gal(U/T'), bazi U jako vektorového prostoru

nad télesem 7.

Rozhodni, zda jde o Galoisovo rozsiteni, a pokud ano, tak popis vSechna télesa
UDV DT, jestlize

a) U=Q(v2,V3,V5),T =
b) U=Q(V2,V3,i), T =Q
c) atd. :)

Q

Dalsi priklady:

3. Méjme télesa V O U D T takova, ze V O T a U D T jsou normalni rozsifeni. Pak

Gal(V/U) <« Gal(V/T) a Gal(V/T)/Gal(V/U) ~ Gal(U/T).

4. Dokaz vetu [2.29] (o rozsiteni Q(y/as, . .., /an) D Q).

Priklady 1b) a 2b) jsem na zacdtku cviceni vyresil na tabuli.

5.1.6 Cviceni 6

. Uré v oboru celych éisel Z(+, —,0,-,1)

a) \/(0), J(2),

b) /(25), /(125), 1/(50), \/(100), /(T]; pi*) pro po dvou ruznd prvocisla p;.
Dale urci

c) J(2/(100)),

d) * kdy je (Z/(n))/J(Z](n)) téleso.

. Rozhodni, které z nésledujicich mnozin jsou algebraické:

a) {(t,t%,¢%) € K3|t € K},
b) {(cost,sint) € R?|t € R},
c) * {(t,sint) € R*t € R}.

. Bud K téleso.

a) Pro S C K[xy,...,x,] dokaz V(I(V(S))) = V(5).
b) Pro X ¢ K" dokaz I(V(I(X))) = I(X).
¢) Proidedl I < K[zy,...,z,) dokaz I(V(I)) D V1.

. Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Je-li u € T celistvé nad R, pak

u € R.
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Dalsi priklady:

D.

10.

V oboru polynomu nad komplexm’mi ¢isly Clz](+, —,+,0,1)
spoél’tej V/(0), J(Clz]), —3)%(x — 1) (a3 +2), /(26 — 2t — 22 + 1),
) dokaz, ze \/(p) = (xsp557): kde p € Clz].

Je li K konecné téleso, pak je kazda podmnozina v K™ algebraicka.

Bud K nekone¢né téleso a V = {(¢,t%,13,...,t")|t € K} C K™

a) Najdi I(V) (a dokaz svou odpovéd ).

b) Dokaz, ze V' je ireducibilni.

Pracujme nad K = C.

a) Dokaz, ze I(V(z* —y)) = (2% — y) a ze algebraickd mnozina V (z* —y) C C? je
ireducibilni.

b) Uréi mnozinu V (y* — 22, y* — 2%y* + 2y* — 23) C C? a rozloz ji na ireducibilni
komponenty.

c) * Rozloz V(2% + y?> — 1,2% — 2% — 1) C C3 na ireducibilni komponenty.

Dokaz, ze f(z,y) = y* + 2?(x — 1)® € R[z, y| je ireducibilni polynom, ale mnozina
V(f) C R? je reducibilni.

Pokud K neni algebraicky uzaviené, pak Hilbertova véta o nuldch neplati (tedy

vty B15b). B10).

Ulohy s * jsou trochu t&7i.

5.1.7 Cviceni 7

1.
2.

Najdi véechny jednotky v Q(v/D) pro D = —2, =3, -7, *2, *5,

Bud K = Q(vD) aw = VD, resp. Y2 pro D = 2,3, resp. 1 (mod 4). Prom € Z
aa=a+bw € O dokaz, ze m|a v OK, prave kdyz m|a b v Z. Dokaz, ze to nemusi
platit pro m|a 4+ bv/D,a,b € Z.

Ireducibilni prvky:

a) Pokud mé prvek a € Ok normu p, coz je prvocislo v Z, pak je « ireducibilni v
Ok.

b) Najdi n&jaky ireducibilni prvek v Z[y/—14] s prvoéiselnou normou.

¢) Dokaz, 7e 3 a 1+ 1/—14 jsou ireducibiln.

d) Dokaz, ze 3-3-3-3 = (5 4 2v/—14)(5 — 2¢/—14) jsou dva rtzné ireducibilni
rozklady.

Hlavni idedly:

a) Dokaz, 7ze (17 + 2v/—14,20 + v/—14) = (3 — v/—14) je hlavn{ idedl v Z[/—14].
b) (2,+/—14) neni hlavnf{ idedl v Z[/—14].

¢) Dokaz, 7e (24 +/—14,7+2y/—14) = (3,1 — /—14) a Ze jde o vlastn{ idedl, ktery

neni hlavni.

Nésobeni idedlu:

a) (54+v—14,2 + /—14)(4 + /—14,2 — \/—14) = (6, 3/—14).
b) Bud I = (3,1+ +/—14). Pak II' = (3), I nenf hlavnf a I # I'.
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¢) Bud J = (5,1++/—14). Pak (15) = IJI'J". Vyuzij toho k nalezeni dvou ruznych
ireducibilnich rozkladu 15.
*d) I, J jsou prvoidedly.

Dalsi priklady:

6.
7.

9.

Dokaz, ze Oy,/p) D Z[V'D), resp. Z[*YP] pro D = 2,3, resp. 1 (mod 4).

Dokon¢i dukaz dusledku z prednésky, ze kazdy prvek K jde vyjadrit jako a/n
proa € O an € N.

Bud G podgrupa aditivni grupy Z", kde n € N. Dokaz, 7ze G ~ Z™ pro néjaké m,
0<m<n.

Vytes diofantické rovnice 22 +1 =% 2?2 +3 =y® a 22 + 4 = 3.

Ulohy s * jsou trochu t&zsi.

5.2 Domaci tkoly

5.2.1 Domaci ukol 1

1.

a) Dokaz lemma : Vlastni ideal I v okruhu R je prvoideal, praveé kdyz pro vSechna
a,be Rplati: abe I = a € I nebo b e I.

b) Pouzij lemma k pfimému dikazu, ze pokud je idedl M maximalni, pak je M
prvoideal.

Bud' R okruh. Dokaz, Ze je-li R[z] noetherovsky okruh, pak je také R noetherovsky
okruh. Hint: Je-li [ idedl v R, uvazuj I[z] C R|x].

Bud R gaussovsky obor. Dokaz, ze je-li f € R[z] ireducibilni, pak je to prvocinitel
v R[z| (bez pouziti véty z prednasky, jde totiz o ¢ast jejiho dukazu).

Bud R okruh a I, .J komaximdlni idedly v R. Dokaz, Ze pro libovolna piirozen4 ¢isla
m,n jsou také idealy I™, J" komaximalni.

Bud R okruh. Multiplikativni mnozina S v R je neprazdni podmnozina S C R,
ktera je uzaviena na nasobeni a neobsahuje 0. Pomoci Zornova lemmatu (tedy
bez pouziti lemmatu dokaz:

Bud S multiplikativni mnoZina v okruhu R a [ idedl v R takovy, ze INS = ). Pak
existuje prvoidedl P < R takovy, ze P D> I a PNS = .

Kazda tloha je za 5 bodu.

5.2.2 Domaci ukol 2

1.

(7 bodu) Méjme obory R C S C T. Dokaz:

a) Je-li T' konecné generovany S-modul a S konetné generovany R-modul, pak je
také T' konecné generovany R-modul.

b) Af a,8 € S. Je-li a celistvy prvek nad R a 3 celistvy prvek nad R[a], pak je /3
celistvy prvek nad R.

¢) vV V3 + V5 je celistvy prvek nad Z.
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2. (6 bodu) Méjme algebraické rozsiteni téles U D T a T-homomorfismus ¢ : U — U.

3.

Dokaz, ze pak je ¢ dokonce T-automorfismus.
(6 bodit) Najdi prvek o € C takovy, ze Q(v/2,vV7) = Q(a).

4. (6 bodu) Bud U téleso a G < Aut(U) podgrupa. Dokaz, ze pak pro vSechna ¢ €

Aut(U) plati Fix(U, oGe™') = p(Fix(U, G)).

5.2.3 Domaci ukol 3

1.

(8 bod) Bud U rozkladové nadtéleso polynomu f(z) = z* — 2 nad télesem Q.
Rozhodni, zda jde o Galoisovo rozsiteni a uréi U, [U : QJ, bézi U jako vektorového
prostoru nad télesem Q a Gal(U/Q).

(7 bodu) Bud V rozkladové nadtéleso polynomu (22 + 3)(2? — 2) nad télesem Q.
Popis Gal(V/Q) a vSechna télesa V D U D Q. (Bez pouziti véty 2.29] kterou jsme
uplné nedokézali.)

(5 bodi) Bud P prvoidedl v okruhu R a I, J vlastn{ idedly v R. Dokaz:

a) VI C P, prave kdyz I C P.

b) VI = VVI+ V7.

(5 bodil) Bud K téleso a V' C K" neprazdné algebraickd mnozina. Dokaz, ze V je
ireducibilni, pravé kdyz je I(V') prvoideal.
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