PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni program: FMUPN
Varianta A
Reseni tloh peclivé odiivodnéte.

Uloha 1 (20 bodi)
(a) V zavislosti na parametrech a, b, ¢ € R, a # 0 spoctéte limitu posloupnosti:

_ (an -l—b)"
lim .
n—oo \ an + ¢

(b) V zavislosti na parametru k € N rozhodnéte o konvergenci nasledujici rady:

2. (kn + 1)"(2n)!
Z n2ntly18n ’
n=1
Jednotlivé kroky fadné zdivodnéte.
Uloha 2 (20 bodi)
(a) At
1, pokudx <y <x +1,
f(x,y)=1-1, pokud x — 1 < y < x,
0, jinak.

Rozhodnéte, zda plati

too +oo +o0 +00
/ ( f(x,y) dX) dy =/ ( f(x,y) dy) dx.
0 0 0 0

(b) Spoctéte
/ al dxdy,
m1l+xy

kde M = [0,1] x [0, 2].

Uloha 3 (20 bodi)
Miame LC oscila¢ni obvod (elektricky odpor zanedbdvame). Na zacatku byl kondenzator

o kapacité C nabit stejnosmérnym zdrojem na napéti U a nésledné byl pfepinacem zdroj odpojen
a byla zapojena civka s indukénosti L — viz obrazek 1. Napéti na kondenzétoru, resp. civce, je
oznaceno uc, resp. ¥y, (analogicky u proudli ic a iy ).

OBRAZEK 1. LC oscilaéni obvod

Y

uc ury,
iC iL




Na zédkladé 1. a 2. Kirchhoffova zdkona plati

ic =i
a
uc +up =0 (Z3.1)
a budeme tedy proud oznacovat jednotné ;. Pfi vybijeni kondenzatoru bude obvodem téci proud
d
i=-Cc=% (232)
dr
a na civce se bude indukovat napéti
di
up =—L —. 733
L ” (Z3.3)

Na zédkladé uvedenych rovnic odvod’te i (¢), uc(¢) a uy(t) a zakreslete je do pripraveného
grafu na obrdzku 2. Jelikoz se jednd o oscila¢ni obvod, odvod’te vzorec pro frekvenci.

OBRAZEK 2. Zavislosti, uc a uy na Case
“Z7 uc, ur

vy

Uloha 4 (20 bodi) o
V kvantové mechanice lze vyjadrit relace neurcitosti operatoru A a B jako

(A4 (ABY) = [ 1(1A4. AB)P, @z

kde jsou na levé strané nerovnosti stfedni kvadratické odchylky a vyraz ([A/f , AB]) je stiedni

hodnota komutéatoru odchylek operatora AaBod jejich stiednich hodnot. Stfedni hodnota
operéatoru je definovana jako

(€) = (¥|Cly) = /w*éwdv, 74.2)

kde ¥ je vlnové funkce a ¥* je k ni komplexné& sdruZena. ||*> = ¥* ¥ uddvé hustotu pravdé-
podobnosti vyskytu Céstice, a proto plati

wiv) = [t var =1 43
Pro komutétor odchylek plati
[AA, AB]=[A, B]= AB - B A. (Z4.4)



Vypocitejte relace neurcitosti pro hybnost a polohu a vysvétlete jejich disledky. Operator
hybnosti, resp. polohy, je definovan jako

p=—ihV, (Z4.5)
resp.
=FE, (Z4.6)
kde V = (0/0x1, 0/0x,, 0/0x3), ]Ejejednotkovy operdtor a ¥ = (x1, X2, X3).

=D



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni program: FMUPN

Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (20 bodi)
(a) Pokud b = c, pak vysledek je trividlné¢ 1. Predpoklddejme tedy naddle, Ze b # c. Vime, Ze

pro velkd n plati:
an+b\" _ ros(snst
an +c '

Ze spojitosti exponencidly a Heineho véty tedy plyne, Ze pokud

(ax+b

lim xlog
ax +c

X—>+00

):AER,

pak hledany vysledek je e4. ProtoZe a # 0 a b # c, tak limy_, ;oo &2 = ] g 9x+b £ |

ax—+c ax+c
pro x # —2. MiZeme tedy substituovat y = % a s pomoci véty o limité sloZené funkce
PV LI . 1 v
a zndmé limity limy,_,, ;i_{ = | obdrZzime:

b lo ax+b A
lim xlog (ax + ) = lim e (e . (ax o l) X

X—>+00 ax +c x—+oo 4Xtb _ | ax +c¢
ax—+c
. (b—=c)x b—c
=1- lim = .
x—>+o0 ax 4+ ¢ a

Vysledek je tedy e’
(b) Pouzijeme limitni podilové kritérium:

po @ | L @u D@4 kn k4 1) (kn+k+1 "(on !
im = lim
n—>oo | a, n—00 8(n + 1)3 kn+1 n+1
k k
=—.e-e = —,
2 2e
Tedy fada je konvergentni pro k < 5 a divergentni pro k > 6. Pfi vypoctu jsme pouzili
¢ast (a):
. (kn+k+1Y)"
lim [ —— | =e,
n—o00 kn+1
n 2n+1 n n-\ 2 n )
lim = ( lim lim =) 1=¢2
n—oo \ n + 1 n—oo \ n + 1 n—oopn + 1
Uloha 2 (20 bodi)

(a) Pro y > 1 je zjevné f0+°° f(x,y)dx =1—-1=0.Pro0 <y <1je f0+°° f(x,y)dx =
y — 1. Celkové tedy vychdzi integral vlevo jako fol (y—1dy = [% Y2 =yl = —%. Symetrickym
vypoctem dostaneme, Ze integral vpravo je roven % Rovnost integrald tedy v uvedeném piipadé
neplati.



(b) MnoZina [0, 1] x [0, 2] je kompaktni a integrovana funkce je na této mnoZiné spojita,
tedy omezend a celkové proto integrovatelnd. MiZeme proto pouZit Fubiniovu vétu a pocitat
standardnim vypoctem s vyuZitim metody per-partes:

/ dxdy = /1 (/2 al d ) dx = fl ([1 (1+x )]Y=2) dx =
= X = 0 - =
1 y y ; ) 1 5 y 5 g Y)ly=o0

1 1 2x
= log(1 4+ 2x)dx = [xlog(1 + 2x)]} —

1 1 1 !
= log3 — 1— dx =log3 — 14+ | =log(l +2 =
og /0( 1+2X) x = log +[2og<+x>]

0

dx =

1 3
=log3—1+ —log3 =—-1log3 —1.
og +20g 2og

Uloha 3 (20 bodi)
Vytvorime diferencialni rovnici pro proud i. Rovnici (Z3.2) upravime na tvar
duc i
C - 1
dr C M)
a rovnici (Z3.3) zderivujeme podle Casu, tj.
dug, d?i
— =-L—. 2
dt dr? @
Sectenim rovnic (1) a (2) ziskame
d (e + 1) i, d%i 3)
— (u up) =——-—-L—.
de T T e Tae

Na zdklad€ rovnice (Z3.1) vime, Ze leva strana rovnice (3) je rovna 0. Dosazenim a upravou

tedy dostdvame
0 d?i N I
= — 4+ —1.
a2 LC
Ziskali jsme znamou diferencidlni rovnici, jejiz feSeni miZzeme vyjadrit napiiklad ve tvaru

i =1 sin(wt),

kde jsme zvolili nulovou pocateéni fazi, I je amplituda proudu a w = 1/+/L C. Ze zndmé
rovnice w = 27 f miZeme odvodit vzorec pro frekvenci:

1
/= aiic

Napéti uy ziskdme z rovnice (Z3.3) dosazenim feSeni proudu:
d
up = —L m (I sin(wt)) =—w LI cos(wt). 4)
Clen w L I je amplitudou napéti a jedn4 se o napéti U (maximalni napéti, na které byl na za¢atku

nabit kondenzator). Na zakladé toho lze s vyuZitim vztahu w = 1/+/L C odvodit vztah pro
nezndmou amplitudu proudu:

U U C
ol L L
VL C

Napéti uc ziskdme z rovnic (Z3.1) a (4):

uc = —uy = U cos(wt).



NiZe je shrnuti vysledkil a na obrazku 1 jsou naznacené ¢asové pribéhy i(¢), uc(¢) aup(t)
ve zvolené znaménkové konvenci (pro piehlednost jsou v obrdzku amplitudy I a U zvoleny
ruzné velké, ale jejich srovnani nema smysl — jednd se o riizné fyzikalni veliCiny).

uc(t) =U cos(wt),
ur(t) = =U cos(wt),

i(t) = \/gU sin(w 1),

1
I = vic

OBRAZEK 1. Zavislosti, uc a uy, na Case
Vi, ue, ug

Uloha 4 (20 bodt) o
K vyjadfeni relaci neurditosti hybnosti a polohy budeme muset znat komutator [Ap, AF],

resp. [p. 7]. Pro jeho vypocet pouZijeme rovnici (Z4.4), pomocnou funkci ¥ a pro jednoduchost
budeme problém fesit v jednotlivych sloZkéach.

[ﬁnv )Acm]l/f = ﬁn )Acmw _)Acn ﬁmw,

kde n, m = 1, 2, 3. Nyni dosadime z rovnic (Z4.5) a (Z4.6) definice operatord a ziskame:

[Py Xm] = —iFr ! (Xm ¥) — Xm (—lh 81#) =

0x,, 0xy,
0, 0 0 0Xm
iy ihn Y L iha, Y i h Sy sy
0x, 0x, 0xp 0x,
[ﬁn’ xm] = —ihdum,

kde 8, je Kroneckerovo delta.
Stfedni hodnotu [Ap,, AX,] zjistime dosazenim do rovnice (Z4.2) a s vyuZitim rovnice
(Z4.3) dopocitame:
(85n A%l = W7 1850 ARV = [0 k8 vV =

— ihs, [w*dez—ihSnm.



Dopoéitame |{[Ap,, AXn,])|? jako soudin komplexniho a komplexné sdruzeného &isla:
([Apn, AZm))? = | =i B 8um|® = (=i h8pm)* (=i h8um) = —i2H>82,..
—i2jerovno 1 a §,,, nabyva pouze hodnot 1 nebo 0, coZ umocnénim na druhou nijak nezménime.

Tedy
([ADn, AZm))? = 12 . 5)
Nyni miZeme do rovnice (Z4.1) dosadit operatory hybnosti a polohy a vysledek z rovnice (5)
a ziskdme tak hledané relace neurcitosti:

. . 1
((A5n)*) ((A%m)?) = 25 Sum, 6)
respektive je lze psat ve tvaru
h
Apn Axpy > 55,1,".

Disledky relaci neurcitosti si ilustrujeme na ptipadu p; a X1, coz pro ndzornost preznac¢ime na
Px a X. Z nerovnice (6) vyplyv4, Ze pokus o lokalizaci &dstice na soutadnici x (4j. {((AX)?) — 0)
vede k jeji ,delokalizaci“ na soufadnici py (fj. ((Apy)?) — o00) a naopak. Stejné tak pro
souradnice p, a X, resp. py ay,a p3z a x3,resp. p; a z.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni program: FMUPN
Varianta B

Reseni uloh peclivé odtiivodnéte.

Uloha 1 (20 bodi)
Spoctéte

/ tg x d
X

6+ 11cosx + 6cos? x + cos3 x

na maximdalnich moZnych intervalech a tyto intervaly urcete.

Uloha 2 (20 bodi)
(a) UkaZte, Ze mnoZina bodi (x, y, z) € R?, pro které
x% 4+ 4y?cosx —z2 = 2xyz,
je na né&jakém okoli bodu (0, 1, 2) grafem spojité diferencovatelné funkce f(x, y), ktera je
definovana na jistém okoli bodu (0, 1) a spliuje f(0, 1) = 2.
(b) Spoctéte parcidlni derivaci f podle x v bod¢ (0, 1).
(c) Spoctéte totalni diferencial f v bodé (0, 1).
(d) M4 funkce f v bodé (0, 1) lokdlni minimum?
Pokud pouZivéte vétu o implicitnich funkcich, ovéite jeji predpoklady.

Uloha 3 (20 bodi)
Nehomogenni koule o poloméru R m4 proménnou objemovou hustotu, kterd kvadraticky
roste se vzdalenosti r od stfedu koule:

o(r) = Kr?,
kde K je kladna redlnd konstanta.

(1) Urcete hmotnost koule m.

(2) Urcete polomér sféry, kterd by byla s kouli soustfednd a rozd¢lila ji na dvé disjunktni
télesa stejné hmotnosti.

(3) Urcete moment setrvacnosti koule vzhledem k ose prochazejici jejim stredem.

Uloha 4 (20 bodii)

Chlapec tahne sainky vzhiiru po zasnéZeném svahu se stoupanim f za provazek, ktery svird
s rovinou svahu uhel «. Najdéte takovou velikost thlu «, pii kterém bude sila vynaloZend na
taZeni sani nejmensi. Koeficient smykového tfeni mezi sanémi a snéhem je f = 0,1 a rychlost
sani zdstava stéla.




PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2025
Studijni program: FMUPN

Varianta B — ReSeni

Uloha 1 (20 bodi)
Integrél nejdiive upravime

tan x sin x
] = f dx = / dx.
6+ 11cosx + 6cos?x + cos3 x cos x(6 + 11 cosx + 6¢cos? x + cos? x)
Po substituci ¢ = cos x, dt = — sin x dx dostavame

1 1
[ = — dr = — dr.
/t(6+11t+6t2+t3) /t(l—l—l)(t+2)(t+3)
Zde pouzijeme rozklad na parcidlni zlomky. ProtoZe mame jen jednondasobné redlné koteny,
muiZeme pouZit zakryvaci pravidlo. Obdrzime

1 1 1 1 1
AN+ +3) 6 204D 2042 6t +3)
Tak dostaneme
1 1 1 1 1 1 1 1 c
I:——[—dt-l—— —dr — = —dt—i——/—dt:
6) ¢t 2) t+1 2) t+2 6J) t+3
1

c

1 1 1
=—glog|t|+510g|t+1|—§10g|t+2|+glog|t+3| =

1 1 1 1
=—¢ log | cos x| + 5 log(cosx + 1) — 3 log(cosx +2) + c log(cos x + 3).
Maximdln{ intervaly jsou (=%, %) + 2kx, (5, 7w) + 2km a (7, 3%) 4 2kw, k € 7.

Uloha 2 (20 bodi)
(a) Oznaéme F(x, y,z) = x>+ 4y2cosx —z% —2xyz. Zfejmé F je spojité diferencovatelnd
funkce, F(0,1,2) =0a

oF oOF
—(x,y,2) = -2z —-2xy, —(0,1,2) =—4#0,
0z 0z

tedy mnoZina {(x, y,z) € R?; F(x, y,z) = 0} je podle véty o implicitnich funkcich na néjakém
okoli bodu (0, 1, 2) grafem spojité diferencovatelné funkce f', pro kterou f(0,1) = 2.
(b) Snadno spocteme

oF oF
—(x,y,2) = 2x —4y*sinx —2yz, ——(0,1,2) = —4.
dx 0x

Z véty o implicitnich funkcich pak

o 0.1y = 5 (0.1,2)
ax T 2E0.1,2)
81( [ )
tedy
9
—f(o,1)=—1.
0x

(c) Podobné jako v (b) spocteme

oF oF
—(x,y,2) =8ycosx —2xz, —(0,1,2) =38,
dy dy



tedy

of

—(0,1) = 2.
5y 0D

Ze spojitosti parcidlnich derivaci plyne existence totdlniho diferencidlu, a tedy Df (0, 1)(h, k) =
—h + 2k.

(d) Parcidlni derivace f v bodé (0, 1) jsou (dokonce obé) nenulové, tedy neni splnéna nutna
podminka pro existenci lokdlniho extrému v bodé (0, 1). Funkce f tedy lokalni extrém v bodé
(0, 1) nema.

Uloha 3 (20 bodi)

(1) ProtoZe koule je nehomogenni, jeji hmotnost m ur¢ime integraci — tu lze provést riiz-

m

nymi zpusoby. MiZeme si napiiklad pfedstavit, Ze koule je slozena z velkého mnozstvi
infinitezimdln& tenkych slupek o objemu dV = 47 r? dr. Celkovou hmotnost ziskdme
integrac{ pfes proménnou r:

R R
4
m = /QdV:/ 47rQ(r)r2dr:/ drKrtdr = gnKRS.
14 0

0

Jinym zplisobem je integrace ve sférickych soufadnicich (s poc¢atkem zvolenym ve stfedu
koule), kterd vede také pfimocare k vysledku:

R k14 2n R T 2n 4
f / / o(r)r*sin 6 drdfdy = / Kr*dr f sin 6 d@ / dp = —nKR°.
0 0 0 0 0 0 5

(2) Hleddame-1i polomér R, soustfedné sféry, kterd by rozdélila kouli na dvé télesa stejné

hmotnosti, 1ze jednoduse vyjit z toho, Ze takovéato sféra vymezi mensi kouli o poloméru
Ry a hmotnosti 7. Tuto hmotnost Ize znovu naintegrovat vice zpiisoby — napiiklad opét
pres infinitezimdlné tenké slupky:

Ro
— :/ 47TQ(I’)7‘2dI’.
2 0

Dosazenim do levé strany této rovnice a vyintegrovanim pravé strany dostdvame:
2

5_ 4 5
-7KR> = —nKRy,
5 5

odkud snadno dostaneme vysledek, ktery se dal zahlédnout i bez vypoctu:

(3) Pro vypocet momentu setrvacnosti nehomogenni koule budeme opét integrovat:

J =/riQdV,
174

kde r, je vzdalenost bodu koule k ose otdCeni. ProtoZe problém je sféricky symetricky,
budeme jej fesit ve sférickych souradnicich:

R T 21
J = / [ / r2o(r)r?sin 6 drdfde.
o Jo Jo

Jako osu otaceni si vybereme osu z — je samoziejmé mozné vybrat jakoukoliv jinou
osu prochdazejici sttedem koule (dloha ma sférickou symetrii), ale z hlediska obvyklého
zavedeni sférickych soufadnic (x = rsinf cos ¢, y = rsinfsing, z = r cos f) bude



vypocet vztazeny k ose z nejjednodussi. Vzdélenost r; od osy z totiZ vyjadiime jako:
r; = +/x% 4 y2 = rsin 6, dosadime do integrdlu a upravime:

R b4 21 27 T
J = K/ r6dr[ sin39d8/ dp = 7KR7/ sin® 6 dé,
0 0

0 0
pficemz zbyly integral vyfesime pomoci jednoduché substituce cos € = ¢ a dostaneme:
8T KR’
J = :
21

Alternativni FesSeni: Jinym zpisobem Ize k vysledku dojit tak, Ze preintegrujeme
vztah pro moment setrvacnosti tenké kulové slupky (Jgupka = %m r?) o objemu dV =
47 r? dr pies soufadnici r:

2 2 2
dJ = Zr?2dm = —r2Q dV = —r294nr2 dr,
3 3 3
8 R 8w KR’
J = —nK/ rodr = il .
3 0 21

Uloha 4 (20 bodd)

Abychom mohli hledat uhel «, pro ktery je tahova sila (oznaCme ji f) minimélni, budeme
muset nejdiive najit zavislost jeji velikosti na tomto tGhlu, tj. 7 = T («). Zatneme rozkreslenim
pusobicich sil — jsou jimi tihova sila ﬁg, tlakov4 sila svahu N, tahov4 sila T a tieci sila ﬁT.
Abychom mohli uvazovat ve skaldrnich rovnicich, tyto sily rozloZime do sméru rovnobézného
s naklonénou rovinou a sméru kolmého na rovinu (viz obrazek).

—

Pokud se sanky pohybuji stdlou rychlosti, musi byt vyslednice sil ve sméru osy x 1 osy y nulovd,
tedy:

T cosa = F; + Fg sin B,

Tsina + N = Fgcosf.
Ze druhé rovnice vyjadiime tlakovou silu podloZzku N jako:

N = Fgcos B — T sina.
ProtoZe tieci silu lze vyjadrit pomoci soucinitele smykového tieni f jako Fr = fN, miZeme
ze vztahu pro N dosadit do prvni rovnice:

T cosa = f(Fgcosf —Tsina) + Fgsin B,
odkud snadnou dpravou ziskavame zavislost T = T («) ve tvaru:
T(@) = Fg(f cos B + sin f)

cosa + fsina
Pro nalezeni lokdlniho extrému zderivujeme tuto funkci podle « a poloZime derivaci rovnu nule:

dT (o) ) —(—sina + fcosa)
de Fe(f cosp +sinf) (cosa + fsina)? 0




Derivace je zjevné rovna nule pro @ = arctan f (a jesté lze pripadné ovéfit, Ze jde skute¢né
o lokalni minimum). Ciselné dostdvame: o« = arctan0,1 = 5,7°.



