PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2022
Studijni program: Finan¢ni a pojistnd matematika
Varianta A

Reseni tloh pedlivé odiivodnéte. Vénujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.

Uloha 1 (25 bodd)
Naleznéte maximum a minimum funkce

f(x,y) = arccotg(xw)

na mnoziné

M ={x,y,z,w] € R*; x*+2y*+ 322 +4w’ = l,.x+y+z+w =0, x—y+z—w = 0}.

Uloha 2 (25 bodi)

Spoctéte / 3y°, kde
M

M ={(x,y) eR*:0 <xy <3, 2x < y*> < 4x}.

Uloha 3 (25 bodi)
Uvazujme ndhodny vybér X1, ..., X, z Weibullova rozdé¢leni s hustotou

flxso, B) =af x> Texp ;— (%)aé J{x >0}, a>0/p8>0,

pficemZ hodnota parametru o je zndm4.

(a) Najdéte maximalné vérohodny odhad pro nezndmy parametr 8 > 0.
(b) Odvod’te asymptotické rozdéleni maximélné vérohodného odhadu pro nezndmy parametr S.
(c) Sestavte
(i) test pomérem vérohodnosti,
(i1) Raotv skérovy test,
(iii) Walduv test
pro nulovou hypotézu Hy : B = By oproti alternativé H; : 8 # fo.

Uloha 4 (25 bodi)

Uvazujte dvé aktiva A a B. Jejich vynosy jsou ndhodné veliiny se stfednimi hodnotami
U4 = 4apup =2 asmérodatnymi odchylkami o4 = 2 aop = 1 (vSe v procentech). Korelacni
koeficient vynost aktiv A a B ozna¢me p. Investor chce bohatstvi ve vysi W = 1 investovat do
portfolia slozeného z téchto dvou aktiv (¢ast alokovanou do aktiva A oznacme x).

(a) Vyjadrete ocekavany vynos z portfolia v zavislosti na x. Pro jaké portfolio je tento vynos
nejvetsi a jak velky tento vynos bude?

(b) Vyjadrete rozptyl vynosu z portfolia v zavislosti na x a na p. Pro jaké x je tento rozptyl
nejmensi (x muze zaviset na p)?

(c) Jaké portfolio zajisti minimalni rozptyl v piipadé nezavislosti vynost aktiv A a B? Pro
jaké hodnoty p budeme rozptyl vynosu minimalizovat investovdnim veskerého bohatstvi do
aktiva B?



(d) Nyni uvazujte p = —1 a predpokladejte, Ze vynosy aktiv A a B maji sdruZené normalni
rozdéleni. Jako miru rizika uvaZujte hodnotu v riziku s hladinou 95 % (VaRg ¢s5) — ta
udav4 horni mez pro budouci ztritu, kterd nebude pfekrocena s danou pravdépodobnosti.
Vyjadrete zdvislost VaR 95 na x. Jste-li rizikove averzni investor, chcete tuto hodnotu spiSe
minimalizovat nebo maximalizovat? Najdéte portfolio, které je optimdlni z hlediska VaRg ¢s.
Pozndmka: 95% kvantil normovaného normdlniho rozdé€lent je pfiblizné ug 95 = 1, 645.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2022
Studijni program: Finan¢ni a pojistnd matematika
Varianta B

Reseni tloh peclivé odiivodnéte. VEnujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.
Uloha 1 (25 bodi)
Necht’
f(x,y) = arctg X.
x

(a) Urcete defini¢ni obor funkce f.

(b) Spoctéte totalni diferencidl funkce f v bodé (1, 1), pokud existuje.
(c) Najdéte vSechny lokdlni extrémy funkce f.

(d) Jaké je supremum a infimum funkce f a nabyva se ho?

Uloha 2 (25 bodi)
Spoctéte
/4 2x + 1 q
X
0 2x +5/2x+1+7
Uloha 3 (25 bod)
Uvazujme nahodny vybér (X1, Y1) T, ..., (X,.Y,)" zrozdé&leni s hustotou

fx.y:¢) = pxexp{—¢pxy}d{x € (0.1),y >0}, ¢ >0.
(a) Najdéte maximdlné vérohodny odhad pro nezndmy parametr ¢ > 0.
(b) Odvod’te asymptotické rozdéleni maximalné vérohodného odhadu pro nezndmy parametr ¢.
(c) Sestavte
(1) test pomérem veérohodnosti,
(i1) Raotv skérovy test,
(iii) Walduv test
pro nulovou hypotézu Hy : ¢ = 1 oproti alternativé H; : ¢ # 1.

Uloha 4 (25 bodi)
Kupénovy dluhopis m4 nomindlni hodnotu N a dobu splatnosti n let. Kupénové platby jsou
ro¢ni polhitné dané sazbou r. K datu splatnosti je vyplacena nominalni hodnota.

a) ZapiSte rovnici pro vypocet vynosu do splatnosti, je-li dluhopis zakoupen k datu emise za
cenu Py.

b) Vypocitejte ze zapsané rovnice vynos do splatnosti, je-li Py = N.
¢) Rozhodnéte, zda je vyhodné koupit dluhopis k datu emise za cenu Py < N a za cenu
Py > N. Hodnotici trokova mira je rovna kupénové sazbé r. Odpovéd’ zdivodnéte.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2022
Studijni program: Finan¢ni a pojistnd matematika
Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (25 bodi)

Zrovnicx+y+z4+w=0ax—y+z—w =0plynez = —x aw = —y. Staci
tedy hledat extrémy funkce arccotg(—xy) na mnoziné N := {[x, y] € R?;4x? + 6y? = 1}.
Oznacme g(x, y) = xy. ProtoZe je funkce arccotg(—t) rostouct, staci hledat pouze extrémy
funkce g na mnoZin& N. Ozna¢me @ (x, y) := 4x? + 6y? — 1. Ze spojitosti funkce @ plyne
uzavienost mnoZiny N. MnoZina N je elipsa a tedy je téZ omezend. Dohromady tedy méame, Ze
N je kompaktni. Ze spojitosti funkce g pak plyne existence maxima a minima g na N.

Nyni ovéfime piedpoklady véty o Lagrangeovych multiplikdtorech. Funkce g a @ jsou C! na
R2aV®(x,y) = [8x,12y] je nulovy pouze v bod& [0,0] ¢ N.

Z véty o Lagrangeovych multiplikatorech plyne, Ze body, v nichZ miZe byt extrém, jsou pouze
body [x, y] € N, pro které existuje A € R, jeZ fesi soustavu rovnic V(g — A®)(x, y) = [0, 0],

®(x, y) = 0. Toto spliuji pouze body [:I: %, + %] Z toho plyne, Ze maximum f na M se

nabyva v bodech + [\/I, Vi —\/E, —,/1—12] a je rovno arccotg (—,/%) a minimum f na
M se nabyva v bodech £+ [\/g —,/%, —\/I, ,/ﬁ] a je rovno arccotg (,/%).

Uloha 2 (25 bodi)
Budeme integrovat pfes mnoZinu

M ={(x,y) eR?*:0 < xy <3, 2x < y* < dx},

plati A, (M \7\7) = 0. Pouzijeme substituci u = xy, v = yx—z, (u,v) € (0,3) x (2,4) =: U.
Plati

Pro ¢(x,y) = (xy, yx_2) tedy existuje ¢ ! na U a plati

o
o (o v) = ((uv)s,(%) )

¢ U)=M,
v u
3 2/3 3 2/3
(57 )
3(uv)l/3 3(uv)4/3
a
1
detJ,—1| = —.
| ol 3v

Dile y¢ = u?v? adet J,—1 # 0na U. Podle véty o substituci a Fubiniovy véty plati

1 3 4 33 24
/~ 3)’6 = / 3utv?. — = / / wrvdvdu = |:u—:| . [v_] = 54,
M U 3v Jo )2 310 L21s



Uloha 3 (25 bodi)
(a) Nejdiive vyjadiime vérohodnost

La(B:X) = 4" (HX) exp{— ) (%)

i=1 i=1

, X; >0, Vi.

Logaritmicka vérohodnost je pak

N

n o

Li(B:X) =nloga —anlogB + (@ — 1) lOgX"_Z(%)

i=1 | =

Nasledné zderivovanim dostaneme skorovou statistiku

n
+af Y X
i=1

an

B

Maximdlné vérohodny odhad je feSenim vérohodnostni rovnice
n(B:X)/9p =0

vzhledem k nezndmému parametru S, tj.

A_O‘Z?:lxia
p ===

Pozorovana (vybérova) informace je
_laU,,(,B;X) _ oz(oz-l—l)ZXa
n B B2 npe+2 o

kterd po vycisleni v maximdlné vérohodném odhadu nabyvé kladné hodnoty
R nyay 2/
L(B:X) = a? (L) > 0.
n

Tim padem je nalezeny maximalné vérohodny odhad pravé jeden.
(b) Fisherovu informaci spocitidme jako

Un(IBaX) =

0[2

B>

EX?* = /Ooooeﬁ_“xz"‘_l exp {— (%)“} dx = g“ /000 ye Vdy = B“.

Pak plati, ze

I (B) =EL(B:X) =

protoze

A D ,32
ﬁ(ﬂ—ﬁ)—)N(O,—z), n — oo.
o
(c,i) Test podilem vérohodnosti pro nulovou hypotézu Hy : f = o oproti alternativé
H, : B # Bo je zaloZen na testové statistice

L.(8;:X "X \* i
Dn=210g%=2anlogﬂo+22(ﬂ—;) —2n—2nlogZXi‘"

a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz D, > y3(1 — ), kde x3(1 — ) je (1 — a)-kvantil y?
rozdéleni o jednom stupni volnosti.



(c,ii) Raotiv skorovy test pro nulovou hypotézu Hy : B = By oproti alternativé Hy : f # Bo
je zaloZen napftiklad na testové statistice

2
Un(Bo; X)]? I (X \*
nl(Bo) n3 Bo
a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz R, > x3(1 — «).

(c,iii) Waldav test pro nulovou hypotézu Hy : B = By oproti alternativé Hy : B # By je
zaloZen naptiklad na testové statistice

= (f ) 1 (8) = (10 (E220) )

a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz W, > y3(1 — a).
Uloha 4 (25 bodi)

(a) Pro oCekdvany vynos portfolia plati
pp(x) =E[x Va+ (1—x) Vg] = x pa + (1 —x) up
=4x +2(1 —x) =2x + 2.
Ocekdvany vynos bude maximalni pro x = 1, jeho hodnota bude up(1) = 4.
(b) Potrebujeme cov(Vy, V) = posop = 2p. Déle
o3 (x) = var[x V4 + (1 —x)Vg] = x?035 + (1 — x)?*03 + 2x(1 — x)po40p
=4x? 4+ (1 —x)*>+4px(1 —x)
= (5—4p)x* + (4p—2)x + 1.
Pro minimalizaci rozptylu spoc¢itime
do3(x)
dx
Vzhledem ke kladnému koeficientu u x? dostdvdme nejmensi rozptyl pro
Xo(p) = max %0, %} .
(c) V pripad¢€ nezavislosti mame p = 0 a tedy x,(0) = 2/5. Portfolio je 1/54 + 4/5B.
Veskeré bohatstvi bude investovano do B v pfipadé x,(p) = 0 a to je, pravé kdyz

pe(l/2,1].
(d) Z predpokladi mame pro vynos portfolia

Vp ~ N(up(x),05(x)),

=2(5—-4p)x + (4p—2) =0.

kde
up(x) =2x+1, a op(x) =9x*—6x+1=3x—1)%
Ukazatel VaRg 95 je definovén jako kvantil pro ztratu
P[-Vp < VaRg 5] = 0, 95.
Z toho dostdvame (po prevodu na normované normélni rozdéleni)
VaRg,95(x) = ug.95 op(x) — pup(x) =1,645|3x — 1| —2x — 1.

Rizikové averzni chce minimalizovat VaR 5. VaR 95(X) je minimalni pro x = 1/3.
Optimdlni portfolio je 1/3A4 + 2/3B.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2022
Studijni program: Finan¢ni a pojistnd matematika
Varianta B — ReSeni

Uloha 1 (25 bodi)

a) Dy = {(x,y): x # 0}
b) Pro x # 0 plati
aif -y af X
dx  x24+y2 3y  x24y?
Obe parcialni derivace jsou spojité v bodé¢ (1, 1), tedy totdln{ diferencial existuje. Po dosazeni
dostdvame
af 1 af

1
21, )=- L1, 1)==
8x(’) 2’ 8y(’) 2’

tedy Df (1, 1)(h,k) = 3(—=h + k).

c¢) Parcialni derivace f podle y je na definicnim oboru funkce f nenulova, tedy f nema
74dné lokdlni extrémy.

d) Z vlastnosti funkce arctg plyne sup f = 7,inf f = —% a té€chto hodnot funkce f
nenabyva. Vskutku, lim, 1. f(1,y) = £7.

Uloha 2 (25 bodd)
Pouzijeme substitucit = +/2x + 1, x = tZT_I, dx = t dt, kterou prevedeme na integral

3 t3 3 3197 4+ 30
/—dt:/ t—5dt+/ —+dt
, t24+5t+6 1 , t24+5t+6

RozloZime na parcidlni zlomky
19t +30 8 n 27
2245 +6 t+2 t+3

Tedy dostdvame

3 /3 2 3 X X
——dt = | — -5t —[8log(t + 2 27log(t + 3
[ e = |5 5] ~stoe+ 20 + 7ot + 3

Hodnota integralu je tedy rovna

6— 8log > + 27log >
—6 —8log = og =.
£3 £3

Uloha 3 (25 bodi)
(a) Nejdiive vyjadiime vérohodnost

n
Lo(#:[X,Y]) = ¢" [ | Xiexp . X; €(0.1), Y; >0, Vi.
i=1

n
_¢ZXiYi
im1

Logaritmicka vérohodnost je pak

Ca(@: X, Y]) =nlogg + ) logXi —¢ ) XY

i=1 i=1



Nasledné zderivovanim dostaneme skérovou statistiku

Un(@:[X. Y]) = %—inn.

i=1
Hledany maximdalné vérohodny odhad je feSenim vérohodnostni rovnice 94, (¢; [X, Y])/d¢p = 0
vzhledem k nezndmému parametru ¢, tj.

A n
b=

Zi=1 XY

Pozorovana (vybérova) informace je

10U (¢: [X.Y]) 1
L@ X Y)=————"—""~ = —,

ktera po vycisleni v maximdlné vérohodném odhadu nabyvd kladné hodnoty
5 " XY
I,(¢;[X,Y]) = (@) -0,
n

Tim p4ddem je nalezeny maximalné vérohodny odhad pravé jeden.
(b) Fisherovu informaci spocitdme jako

1@ = EL@XX) = 2.
Pak plati, Ze
ﬁ<$—¢) i>N(0,¢2), n — oo.
(c,i) Test podilem vérohodnosti pro nulovou hypotézu Hy : ¢ = 1 oproti alternativé H; :
¢ # 1 je zaloZen na testové statistice

L,(¢:1X,Y !
Dn=210gM=2nlog+—2 n—ZX,-Yi
L,(1;[X,Y]) Zi=1 XiY; im1

a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz D, > y3(1 — ), kde (1 — ) je (1 — a)-kvantil y?
rozdéleni o jednom stupni volnosti.

(c,ii) Raouv skérovy test pro nulovou hypotézu Hy : ¢ = 1 oproti alternativé H; : ¢ # 1 je
zaloZen naptiklad na testové statistice

2
N LXCE. % (1) N N,
R =0 _n(n ;X’Y’)

a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz R, > x3(1 — «).
(c,iii) Walduv test pro nulovou hypotézu Hy : ¢ = 1 oproti alternativé H; : ¢ # 1 je
zaloZen naptiklad na testové statistice

Wn:n(&s—l)zl(q@):n(l—M)z

n

a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz W, > y3(1 — a).

Uloha 4 (25 bodi)
a) Kupoénova platba je C = rN. Rovnice pro vypocet vynosu do splatnosti i je

—P, C N =0
ot ;(1+i)+ (l-l-i)




b) Diskontni faktor odvozeny od vynosu do splatnosti i je v = 1+rz Rovnice z bodu a) pak

ma pii Py = N tvar
n
—N +C > v' +Nv"=0.
=1

Déle ji upravime a fesime vzhledem k neznamé i.
="

val = N(1 —v")
1 1
F—— =1
1+i1--L

1+i

r .
- =1li=r
i

c) Cista soucasna hodnota investice do dluhopisu pfi hodnotici urokové mife i je

n 1 t 1 n
NPV(i)=—P0+CZ( ) +N( ) .
— 1+ 1+

Pro Py = N jepodlebodub)i =ra NPV(r) = 0.Pro Py < N bude tedy NPV (r) > 0, coz
znamena, Ze investice do nakupu dluhopisu je vyhodna. Naopak pro Py > N je NPV (r) <0

a dluhopis se nevyplati koupit.
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