PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2019

Studijni program: Matematika
Studijni obor: Finan¢ni a pojistnd matematika

Varianta A

Resent tloh pedlivé odiivodnéte. VEnujte pozornost ovéfeni pfedpokladii pouZitych matema-
tickych vét.
Uloha 1 (25 bodi)
Necht’
f(x’ y) — ea.rccotgy’
glx,y) =y,
M ={[x,y] e R?* 2y} —y +2x2 =0, y > 0}.
(a) Rozhodnéte,_zda mnoZina M je omezena.
(b) Ukazte, ze M = M U {[0, 0]}.
(c) Naleznéte supremum a infimum funkce g na mnoZiné M a rozhodnéte, zda a ptipadné kde
se jich nabyva.
(d) Naleznéte supremum a infimum funkce f na mnoZiné M arozhodnéte, zda a piipadné kde
se jich nabyva.

Uloha 2 (25 bodi)
Spoctéte
/ (x + y)dxdy,
M

kde M je mnozina omezend kfivkami y = /x,x +y =2,y = 0.

Uloha 3 (25 bodi)
Uvazujme ndhodny vybér X1, ..., X, z rozdéleni s hustotou
flxd) =~ s o0n 4> 0
X;A) = —expi{—— X , .
2P T2

(a) Najdéte maximdlné vérohodny odhad pro neznamy parametr A > 0.
(b) Odvod’te asymptotické rozdéleni maximalné vérohodného odhadu pro neznamy parametr A.
(c) Sestavte
(i) test pomérem vérohodnosti,
(i) Raotv skérovy test,
(iii) Walduv test
pro nulovou hypotézu Hy : A = 1 oproti alternativé H; : A # 1.

Uloha 4 (25 bodi)

Kupo6novy dluhopis m4 nomindlni hodnotu N a dobu splatnosti n let. Kupénové platby jsou
pulro¢ni polhitné, rocni kupénova sazba je r. K datu splatnosti je vyplacena nomindlni hodnota.

a) Zapiste vzorec pro spravedlivou cenu dluhopisu Py k datu emise pfi pozadovaném rocnim
nomindlnim vynosu do splatnosti 2 procenta s pulro¢ni frekvenci drocCeni. Upravte podle
moznosti na co nejjednodussi tvar vCetn€ pouZiti souctovych vzorca.

b) Zapiste vzorec pro stfedni dobu splatnosti (duraci) piijmt majitele dluhopisu, kdyz byl
zakoupen k datu emise. Uved’te, v jakych jednotkach je durace vyjadiena.



¢) Zapiste vzorec pro spravedlivou cenu dluhopisu Pr k datu 7', od kterého zbyva 1,25 roku
do data splatnosti, pfi roénim efektivnim vynosu do splatnosti 7. Staci nesecCteny tvar. Urcete
alikvotni drok, ktery je zahrnuty v zapsané spravedlivé cené.
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Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (25 bodi)
Oznaéme ®(x,y) = 2y3 — y + 2x2.

(a) Lze snadno nahlédnout, Ze pokud y > 1 pak
S(x,y)>2y—y=y>1>0.
Tedy [x, y] ¢ M. Déle, pokud y < 1a|x| > 1 pak
D(x,y)>—14+2x*>—-14+2=1>0.

Tedy [x, y] ¢ M. Dohromady dostdvdme, Ze M C [—1, 1] x [0, 1], a tedy je omezend.
(b) Inkluze M C M U {[0, 0]} plyne z

M C {[x,y] € R* &(x,y) =0, y > 0}

a z faktu, Ze @(x,0) = 0 implikuje x = 0. Pro opacnou inkluzi staci nalézt posloupnost
bodi z, € M, ze lim, . 2, = [0,0]. Pron € N volme

3
a1 2GH) 2
2 n+1

in =

(¢) Z (a) dostavame, Ze M je kompaktni. Ze spojitosti g na M (g je polynom) plyne, Ze g nabyva
na M maxima i minima. Body podezfelé z extrému dostaneme z véty o Lagrangeovych
multiplikdtorech (vazba ®). Protoze @ a g jsou polynomy, jsou téz C ! (R?), a tedy miiZeme
pouzit vétu o Lagrangeovych multiplikatorech, ktera fikd, ze podezielé body jsou body
spliujici

V@(x,y) = [4x,6y* — 1] = [0,0] (1)
nebo
Vg(x,y) + AV®(x,y) =[0,0] (2)
pro n¢jaké A € R. Rovnici (1) spliiuji pouze body [0, i%g]. Tyto body ale nelezi v mno-
ziné M . Rovnici (2) spliiuji body [0, y], pro néjakd y € R. Z téchto bodi v mnoziné M lezi
pouze body [0, 0] a [0, \%] V bodé [0, 0] nabyva funkce g svého minima 0 na mnoZziné M.
ProtoZe bod [0,0] ¢ M, tak zde g sv€ho minima nenabyvd a jednd se pouze o infimum. V
bodg [0, \/LE] nabyva funkce g svého maxima \/LE na mnoZiné M . ProtoZe bod |0, %] eM,
tak zde g nabyva rovnéZ maxima na mnoZziné¢ M.

(d) Pouzijeme fakt, Ze funkce exp je rostouci a funkce arccotg je klesajici. Tedy funkce y —

€87 je klesajici. Z toho plyne, Ze
supf — earccotg(infM g)’
M
mlnf — earccotg(maxM g)_

Suprema se nenabyva a minima se nabyva v bodé [O, \%]



Uloha 2 (25 bodi)
Body mnoZziny M maji prvni soufadnici v intervalu [0, 2]. Z rovnice /x = 2 — x dostaneme
x = 1. Z Fubiniovy véty pak dostdvame

/M(x+y)dxdy =/01 (/Oﬁ(x”)dy) dx+f12 (/02_x<x+y)dy) dx

1 1 y=+x 2 1 y=2—x
= / |:xy + §y2j| dx + / |:xy + §y2i| dx
0 y=0 1 y=0

| S
= / (x2 + —x)dx + / (2 — =x?)dx
0 2 1 2

2 5 1,7 1,77 89
=|zx2+ x| +|2x—=x"| = —.
5 47 |, 6 |, 60

Uloha 3 (25 bodi)
(a) Nejdfive vyjadiime vérohodnost

"X, noox2 .
L,(A:X) = %exp%—zg—i’}, X; >0, Vi.

Logaritmicka vérohodnost je pak

n 1 n
(A X) = ZlogX,- —nlogA — ﬁZXiZ.
i=1 i=1

Nasledné zderivovanim dostaneme skorovou statistiku
n 1 <
UMAX)=—+— ) X2
S TEPRL
Hledany maximdlné vérohodny odhad je feSenim vérohodnostni rovnice d¢,(A; X)/dA = 0
vzhledem k neznamému parametru A, tj.

R 1 <&
A=—) X2

Pozorovana (vybérovd) informacni matice je

10U,(1; X) 1 1 &,
LX)=——"" = Y X2
(A X) n oA A2 + n3 ; !

kterd po vycisleni v maximalné vérohodném odhadu nabyva kladné hodnoty

n -2
L,(A; X) = 4n? (Z X}) > 0.
i=1

Tim padem je nalezeny maximélné vérohodny odhad pravé jeden.
(b) Fisherovu informac¢ni matici spo¢itdme jako

1
['(A) =EL(A:X) = 7.

protoze

00 )C3 x2 [oe]
EX? = / —exp {——} dx = 2)&/ ye ¥ dy = 2A.
' 0o A 21 0



Pak plati, ze
Vi(l-2) BN0.27), 1o

(c,i) Test podilem vérohodnosti pro nulovou hypotézu Hy : A = 1 oproti alternativé H :

A # 1 je zaloZen na testové statistice
1 n
2
i=1

Ly(; X)
Ln(1; X)
a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz D, > y3(1 — ), kde x3(1 — @) je (1 — o)-kvantil y*
rozdéleni o jednom stupni volnosti.
(c,ii) Raotiv skérovy test pro nulovou hypotézu Hy : A = 1 oproti alternativé H; : A # 1 je

zaloZen naptiklad na testové statistice
U XP _ (1 2
=277 —pl—) X*-1
i=1
a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz R, > x3(1 — «).

nl(1l)
(c,iii) Walduv test pro nulovou hypotézu Hy : A = 1 oproti alternativé H; : A # 1 je zaloZen
napiiklad na testové statistice

Wn:n(i—1)21(i)=n(1

a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz W, > y3(1 — a).

= ZXI-Z—Zn—anog

i=1

D, = 2log

n

2n )2
Z:’l:l Xi2

Uloha 4 (25 bodi)
a) Palro¢ni kupénova platba je C = % Diskontni faktor odvozeny od ro¢niho nominélniho
vynosu do splatnosti i, = 0,02 s pilro¢nim drofenim je v, = 7. Pak mame

2n

P0:CZv§+Nv§”:Cv2 1_1]22 + Nvy"=C l._22 + Nv3"
=1 2
B 1 2n_ 1 2n
=100C |1 - — +N|—
1,01 1,01
B 1 2n- 1 2n
=50rN|1—(— N|— .
g (1,01) * (1,01)

b) Stfedni doba splatnosti v ptilrocich je

c¢) Diskontni faktor odvozeny od ro¢niho efektivniho vynosu do splatnosti i je v

D

TP

pficem? 1 +i = (1 4+ 2)2. Pak mdme

pT:[

Alikvotni trok je % IES
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2n
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C Ztv; + 2nNv3",
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