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Varianta A

Řešeńı př́ıklad̊u pečlivě od̊uvodněte. Věnujte pozornost ověřeńı předpoklad̊u použitých mate-
matických vět.

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

• Sečtěte
∑nn

k=1 k.

• S použit́ım věty o dvou policajtech spočtěte limitu posloupnosti an pro n jdoućı do
nekonečna, kde

an = n

√ ∑nn

k=1 k∑2n
k=1 k

k
.

Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

• Rozhodněte, zda množina bod̊u [x, y, z, w] ∈ R4, které splňuj́ı vztah

x2 + 2y2 + 3z2 + 4w2 = 10xyzw

je v okoĺı bodu [1, 1, 1, 1] popsatelná jako graf spojitě diferencovatelné funkce f(x, z, w)
(f(x, z, w) = y) definované na jistém okoĺı bodu [1, 1, 1], pro kterou je f(1, 1, 1) = 1.

• Spočtěte parciálńı derivaci složené funkce T (x, z, w) = f(f(x, z, w), f(x, z, w), f(x, z, w))
podle z v bodě [1, 1, 1].

Pokud použ́ıváte větu o implicitńıch funkćıch, tak ověřte jej́ı předpoklady.

Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Spoč́ıtejte integrál ∫ 2
√
3

2

dx

x2
√

4 + x2
.

Použijte substituci x = 2 tg(y).

Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

Ve vektorovém prostoru R4 uvažujme vektory

v1 =


1
1
2
1

 , v2 =


3

a + 3
7
5

 , v3 =


b

b− 2a
2b− 1
2b− 4

 .



(i) Najděte všechny dvojice (a, b) ∈ R2, pro které je posloupnost (v1,v2,v3) lineárně závislá.

(ii) V př́ıpadech, kdy to jde, vyjádřete každý z vektor̊u v1, v2, v3 jako lineárńı kombinaci
ostatńıch dvou.
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Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

• Jedná se o součet aritmetické posloupnosti. Tedy

nn∑
k=1

k =
1

2
(nn + 1)nn.

• Budeme použ́ıvat větu o dvou policajtech. Využijeme následuj́ıćı odhady pro n ∈ N

(2n)2n ≤
2n∑
k=1

kk ≤ 2n(2n)2n,

1

2
n2n ≤ 1

2
(nn + 1)nn ≤ n2n.

Tedy

1

4
n

√
1

4n
=

n

√
1
2n

2n

2n(2n)2n
≤ an ≤ n

√
n2n

(2n)2n
=

1

4
.

Vı́me, že

lim
n→∞

n

√
1

4n
= 1.

Z věty o dvou policajtech a výše zmı́něných odhad̊u a výpočt̊u plyne, že

lim
n→∞

an =
1

4
.



Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

(1) Ověř́ıme předpoklady věty o implicitńıch funkćıch pro vztah

F (x, y, z, w) = x2 + 2y2 + 3z2 + 4w2 − 10xyzw = 0

a bod [1, 1, 1, 1].

– F je polynom, tedy F ∈ C1(R4).

– F (1, 1, 1, 1) = 0.

– Fy(1, 1, 1, 1) = −6 6= 0, tedy f existuje a je C1.

(2)

fx(1, 1, 1) = −Fx(1, 1, 1, 1)

Fy(1, 1, 1, 1)
= −4

3
,

fz(1, 1, 1) = −Fz(1, 1, 1, 1)

Fy(1, 1, 1, 1)
= −2

3
,

fw(1, 1, 1) = −Fw(1, 1, 1, 1)

Fy(1, 1, 1, 1)
= −1

3
.

Použit́ım řet́ızkového pravidla dostáváme

Tz(1, 1, 1) = ((fx + fz + fw)fz)(1, 1, 1) =
14

9
.



Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Integračńı obor je kompaktńı, integrand je na něm spojitý, integrál tud́ıž existuje. Použijeme sub-
stituci x = ϕ(y), kde

ϕ(y) = 2 tg y, ϕ′(y) =
2

cos2 y
.

Tato substituce je korektńı, neboť ϕ je zřejmě spojitě diferencovatelná, prostá na [π/4, π/3] a
ϕ((π/4, π/3)) = (2, 2

√
2). Integrál je tedy roven∫ π/3

π/4

1

4 sin2 y
cos2 y

√
4 + 4 sin2 y

cos2 y

· 2

cos2 y
dy =

1

4

∫ π/3

π/4

cos y

sin2 y
dy.

Nyńı použijeme substituci
ψ(y) = sin y, ψ′(y) = cos y,

která je opět korektńı, neboť ψ je na [π/4, π/3] spojitě diferencovatelná a prostá. Dostáváme tak

1

4

∫ √
3

2

√
2

2

1

z2
dz =

1

4

[
−1

z

]√
3
2

√
2
2

=
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2

(
1√
2
− 1√

3

)
.



Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

K vyřešeńı obou úkol̊u nejprve uprav́ıme rovnost xv1 + yv2 + zv3 = o. Pro pevné parametry a, b
je tato rovnost ekvivalentńı soustavě lineárńıch rovnic, kterou uprav́ıme elementárńımi řádkovými
úpravami. 

1 3 b 0
1 a+ 3 b− 2a 0
2 7 2b− 1 0
1 5 2b− 4 0

 ∼


1 3 b 0
0 a −2a 0
0 1 −1 0
0 2 b− 4 0

 ∼


1 3 b 0
0 1 −1 0
0 0 −a 0
0 0 b− 2 0


(i) Posloupnost (v1,v2,v3) je lineárně závislá právě tehdy, když má rovnice xv1 + yv2 + zv3 = o

netriviálńı řešeńı (x, y, z) 6= (0, 0, 0). Z upravené soustavy vid́ıme, že to nastane právě tehdy,
když a = 0 a b = 2. Jediná dvojice, pro které je daná posloupnost lineárně závislá je tedy
(a, b) = (0, 2).

(ii) Je-li jeden z daných vektor̊u lineárńı kombinaćı ostatńıch, pak je nutně posloupnost (v1,v2,v3)
lineárně závislá. Hledané vyjádřeńı tedy neexistuje, pokud (a, b) 6= (0, 2). V př́ıpadě (a, b) =
(0, 2) je jedńım z řešeńı soustavy trojice (x, y, z) = (−5, 1, 1), čili plat́ı −5v1 + v2 + v3 = o. Z
toho dostáváme

v1 =
1

5
v2 +

1

5
v3, v2 = 5v1 − v3, v3 = 5v1 − v2.
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