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Varianta A

Reseni prikladi peclive odiuvodnéte. Vénujte pozornost ovéfeni predpokladil pouzitych mate-
matickych vét.

Piiklad 1 (25 bodu)

e Sectéte Y1 k.
e S pouzitim véty o dvou policajtech spoctéte limitu posloupnosti a, pro n jdouci do

nekonec¢na, kde

n n

n k=1 k

an = .
2n k
k=1 k

Piiklad 2 (25 bodii)

e Rozhodnéte, zda mnozina bodi [z,y, z,w] € R, které spliuji vztah
2 + 2y + 322 + 4w? = 102zyzw

je v okoli bodu [1, 1,1, 1] popsatelnd jako graf spojité diferencovatelné funkce f(z,z, w)
(f(x,z,w) = y) definované na jistém okoli bodu [1, 1, 1], pro kterou je f(1,1,1) = 1.

e Spoctéte parcidlni derivaci slozené funkce T'(z, z,w) = f(f(x, z,w), f(x, z,w), f(x, z,w))
podle z v bodé [1,1,1].

Pokud pouzivate vétu o implicitnich funkcich, tak ovérte jeji predpoklady.
Piiklad 3 (25 bodu)

Spocitejte integral

/m da
9 224 + 22

Pouzijte substituci x = 2tg(y).

Piiklad 4 (25 bodii)

Ve vektorovém prostoru R* uvazujme vektory

1 3 b

1 a—+3 b—2a
iz og | V2T rOR AT )

1 5 2 — 4



(i) Najdéte viechny dvojice (a,b) € R?, pro které je posloupnost (v, vo, v3) linedrné zavisla.

(ii) V pripadech, kdy to jde, vyjadiete kazdy z vektoru vq, va, vs jako linedrni kombinaci
ostatnich dvou.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2016
Studijni program: Matematika

Studijni obory: MA, MMIT, MMFT, MSTR, MNVM, MPMSE

Varianta A — reSeni

Priklad 1 (25 bodu)
e Jednd se o soucet aritmetické posloupnosti. Tedy

n™ 1
D k= ("4 n",
k=1

e Budeme pouzivat vétu o dvou policajtech. Vyuzijeme nasledujici odhady pro n € N

2n
(2n)?" < Z kF < 2n(2n)?,
k=1
an" < 1(n” + 1)n" < n®"
2 -2
Tedy
1,/1 ] gn?n S on 1
R — <apy S = —
4V 4n 2n(2n)?n (2n)2r 4
Vime, ze
o 1

lim — =
n—00 4n

Z véty o dvou policajtech a vyse zminénych odhadu a vypoctu plyne, ze

lim a, = -
n—oo



Piiklad 2 (25 bodi)

1) Ovétrime predpoklady véty o implicitnich funkcich pro vztah
( y véty
F(% Y, z,w) =22+ 23/2 + 322 + dw? — 10zyzw =0
a bod [1,1,1,1].

— F je polynom, tedy F € C1(R%).
~ F(1,1,1,1) =0.
— Fy(1,1,1,1) = =6 # 0, tedy [ existuje a je C.

) F.(1,1,1,1) 4
111__93737 - _ =

fo(L L) F,(1,1,1,1) 3’

F.(1,1,1,1) 2

1,1,1) = ==

f-(1L,1L1) £ (1,1 11) 3

Fy,(1,1,1,1) 1

1,1,1) = — =—=

ful,L1) F,(1,1,1,1) 3

Pouzitim fetizkového pravidla dostavame

L) = (b St )01 1) = o



Piiklad 3 (25 bodi)

Integraéni obor je kompaktni, integrand je na ném spojity, integral tudiz existuje. Pouzijeme sub-

stituci = = p(y), kde
2

=2t '(y) = —=—.
©(y) gy, YW= -3 ”

Tato substituce je korektni, nebot ¢ je zfejmé spojité diferencovatelnd, prostd na [r/4,7/3] a
o((m/4,7/3)) = (2,2v/2). Integral je tedy roven

/”/3 1 2 du — 1/“/3 cosy
/4 4sin2y 4+4sin2y cos2y y_4 /4 sin2y v

cos?y cos2y

Nyni pouzijeme substituci
P(y) =siny, ¢'(y) = cosy,

ktera je opét korektni, nebot ¢ je na [r/4,m/3] spojité diferencovatelnd a prostd. Dostdvame tak

f V3
1/“51@_1_15_1 11
4 V2 22774 z§_2 V2 V3]



Piiklad 4 (25 bodi)

K vyfeseni obou tkoli nejprve upravime rovnost xvy + yve + zvs = 0. Pro pevné parametry a,b
je tato rovnost ekvivalentni soustavé linearnich rovnic, kterou upravime elementarnimi radkovymi

Upravami.
1 3 b 0 1 3 b 0 1 3 b 0
1 a+3 b—2a|0 0 a —2a |0 01 —-110
2 7 26—110 01 -—-110 00 —a |0
1 5 2b—410 0 2 b—-410 00 b—210

(i) Posloupnost (vi,va,vs) je linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz ma rovnice xvy + yva + 2v3 = 0
netrividlni feseni (z,y,z) # (0,0,0). Z upravené soustavy vidime, Ze to nastane pravé tehdy,
kdyz a = 0 a b = 2. Jedind dvojice, pro které je dand posloupnost linedrné zavisla je tedy
(a,b) = (0,2).

(ii) Je-li jeden z danych vektoru linedrni kombinaci ostatnich, pak je nutné posloupnost (vi,va, v3)
linedrné zavisla. Hledané vyjddieni tedy neexistuje, pokud (a,b) # (0,2). V piipadé (a,b) =
(0,2) je jednim z FeSeni soustavy trojice (x,y,z) = (=5, 1,1), ¢ili plati =5v; + vy + vz =0. Z

toho dostavame )
Vi = —-Vo+ —V3, Vo =DHVv] — V3, V3 =5HV] — Vo.
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