PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICT MAGISTERSKE STUDIUM 2015

Studijni program: Matematika
Studijni obory: MMUI

Varianta A
Reseni pifkladi peclivé oduvodnéte.
Piiklad 1 (25 bodil)

Navrhnéte deterministicky koneény automat nad abecedou {0, 1}, ktery ptijima vsechna slova
spliiujici zaroven tyto podminky:

e slovo obsahuje aspon jeden znak 0,

e pocet znaku 1 obsazenych ve slové je délitelny tremi.

Napriklad slova 1101 nebo 00000 automat piijme, zatimco slova 111 nebo 0011 nepfijme.
Prechodovou funkci automatu zapiste ve tvaru tabulky a automat znazornéte ve tvaru prechodového
diagramu. Navrhnéte co nejjednodussi automat, tzn. takovy, ktery bude mit minimalni pocet
stavi. Minimalitu poc¢tu stavu vaseho automatu zduvodnéte.

Piiklad 2 (25 bodu)

Je dén nésledujici program (obé zadani v Pascalu a v jazyce C jsou ekvivalentni):

program A2015; main() /* A2015 */

var A, B, C: integer; {

begin int a, b, c;

read (A, B); scanf ("%d %d", &a, &b) ;

while A > B do while (a > b)
begin A:=A-1; B:=B+l end; {a—=; b++;}

while B > A do while (b > a)
begin A:=A+1; B:=B-1 end; {a++; b——;}

C := AxA - BxB; c = axa — bx*b;

writeln (C) printf ("%d", c);

end. }

Urcete, jak zavisi vysledna hodnota proménné C (tzn. vystup programu) na vstupnich hod-
notach proménnych A, B.

Piiklad 3 (25 bodu)
Konverguje rada

5~ (wee(2) - (1))’

n=1



Piiklad 4 (25 bodii)

Funkce f je dana predpisem .
f(z) =e=(z +6).

(i) Urcete definiéni obor funkce f.
(i

(iii

)
) Zkoumejte spojitost funkce f.

) Vypoctéte limity funkce v krajnich a nevlastnich bodech defini¢niho oboru funkce f.
(iv) Zkoumejte monotonii této funkce. Zjistéte, zda ma funkce f lokdlni extrémy, a pokud

ano, urcete je. Nabyva funkce na svém definicnim oboru nejvétsi a nejmensi hodnoty?
(v) Zkoumejte konvexitu (konkdvnost) funkce f.
(vi) Urcete asymptoty funkce f.

(vii) Na zédkladé provedenych vypoctu nacrtnéte graf funkce f.
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Varianta A — reSeni

Piiklad 1 (25 bodd)

K feseni 1lohy stac¢i koneény automat se Sesti vnitinimi stavy. Pomoci stavi automatu rozlisime, zda
uz byl precten aspon jeden znak 0 a do které zbytkové tiidy modulo 3 patii dosud precteny pocet
znaku 1. To dava Sest kombinaci odpovidajicich stavim automatu A, B, C, D, E, F. Koncovy
z nich bude pouze stav D, ktery odpovidd jiz pfeétenému znaku 0 a poctu znaku 1 délitelnému
tfemi. Minimalitu poc¢tu stava ovéiime redukci sestrojeného koneé¢ného automatu.

0 1
—A D B A = nebyla 0, pocet 1 (mod 3) =
B E C B = nebyla 0, pocet 1 (mod 3) =
C F A C' = nebyla 0, pocet 1 (mod 3)
<D D E D = byla 0, pocet 1 (mod 3) =
E E F E = byla 0, pocet 1 (mod 3) =
F F D F = byla 0, pocet 1 (mod 3) =



Piiklad 2 (25 bodi)

Vstupni hodnoty proménnych A, B si ozna¢ime Ay, By. Rozlisime tii piipady:

a)

Maji-li vstupni hodnoty Ag, Bp stejnou paritu, provede se nejvyse jeden z cyklu v programu.
Probéhne podle potieby tolikrat, az se proménné s nizs§i vstupni hodnotou bude pfesné rovnat
proménné s vyssi vstupni hodnotou. Obé proménné A, B tak dosdhnou stejné hodnoty (Ap+Bp)/2
a proto vyslednd hodnota proménné C' bude rovna C = (A+ B) - (A— B) = (Ao + By) -0=0.

Maji-li vstupni hodnoty Ag, By ruznou paritu a pfitom Ay < By, prvni z cykli v programu se
neprovede ani jednou, ve druhém cyklu se proménnd A postupné zvysi az na hodnotu (Ag + By +
1)/2 a proménna B se snizi na hodnotu (Ag + By — 1)/2. Vysledna hodnota proménné C bude
proto rovna C' = (A+ B) - (A— B) = (Ao + Bp) - 1 = Ag + Bo.

Maji-li vstupni hodnoty Ag, Bg riznou paritu a pfitom Ag > By, bude se v prvnim cyklu proménna
A snizovat az na hodnotu (Ag + By — 1)/2 a proménnd B se zvysi na (Ao + By + 1)/2. Tim ale
vypocet nekoné¢i. Poté je totiz splnéna podminka druhého cyklu a jeho télo bude provedeno piesné
jednou, pticemz si obé proménné vymeéni hodnoty a situace se prevede na piedchozi piipad.



Piiklad 3 (25 bodi)

Pouzijeme limitni srovnévaci kritérium. Podle Heineho véty a I’Hospitalova pravidla plati

lim sin(3) — ?rctan(%) _ lim sin(z) — é;rctan(x) — lim (1+ xj) COS(:L'Q) -1
n—00 o3 z—0+ x z—0+ 3z (1 +x )

lim cos(z) — 1 + x2 cos(x) _ 1 n 1 1

a0+ 322(1 + z2) 6 3 6

Existuje tedy index ng € N takovy, Zze pro n > ng, n € N je sin(%) — arctan(%) > 0. Navic

fada > 2, # konverguje podle integralniho kritéria. Podle limitniho srovnavaciho kriteria tedy

konverguje i fada
o

3 (sin(:l) - arctan(i))

n=1

a nutné i vySetfovand rada.



Piiklad 4 (25 bodi)

(i) Definiéni obor funkce je

(ii) Z véty o spojitosti podilu dvou spojitych funkei a ze spojitosti funkce e® plyne spojitost funkce
f v kazdém bodé defini¢niho oboru D(f).

(iii) limg— oo f(2) = —00, limy_o0 f(z) = 00, lim, 0+ f(x) = 00 a lim, - f(z) = 0.

(iv) Snadno vypocteme

— f'(x) > 0, a tedy f je rostouci, na intervalu (—oo, —2).
— f'(z) <0, a tedy f je klesajici, na intervalu (—2,0).
— f'(z) <0, a tedy f je klesajici, na intervalu (0, 3).

(z) (

— f'(x) > 0, a tedy f je rostouci, na intervalu (3, c0).

Funkce f(z) m4 lokdlni maximum 4e? v bodé —2 a lokalni minimum 9e3 v bodé 3. Jelikoz
neni funkce f na D(f) omezend shora ani zdola, tak nenabyva na D(f) maxima ani minima.

(v) Vypocteme druhou derivaci

Za znaménka druhé derivace dostaneme

— f"(z) <0, a tedy [ je konkdvni, na intervalu (—oo, —33).

— f"(z) >0, a tedy [ je konvexni, na intervalu (—5,0).

— f"(z) > 0, a tedy f je konvexni, na intervalu (0, c0).
(vi) Funkce f m4a asymptoty y =z + 7 a z =0.

(vii) Naért grafu funkce f na zdkladé uvedenych vypoctu:
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