PRIJIMACT ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2015
Studijni program: Fyzika
Studijni obory: FFUM

Varianta A
Reseni pifkladi peclivé odavodnéte.
Piiklad 1 (25 bodu)
Pro funkci )
flz) =¢e =22

1. Urcete defini¢ni obor.

2. Vysettete spojitost.

3. Vypoctéte limity v krajnich bodech defini¢niho oboru a v 4-o0.
4. Vysettete monotonii, lokalni a globalni extrémy a obor hodnot.
5. Urcete asymptoty grafu.

6. VysSetrete konkavnost a konvexnost.

7. Nacrtnéte graf.

Piiklad 2 (25 bodii)

Vypoctéte

/2ln2 261 . 6;)3/2
———— dx.
0 er — 2e%/2 45

Piiklad 3 (25 bodit)

Homogenni kouli, jejiZz polomér a hmotnost jsou rovny poloméru a hmotnosti Zemé (R =
6378km, M = 6-10**kg) je provrtdn tunel prochézejici stiedem koule. Do tunelu upustime
malé zévazi o hmotnosti m = 1,3 kg. (Na povrchu koule ma zévazi nulovou poc¢atecni rychlost.
V tunelu i okoli koule je vakuum.)

—_

. Jakd sila pusobi na zavazi v tunelu (v obecné vzdalenosti od stiedu)?
2. Jak se pohybuje zavazi v tunelu? Popiste jeho pohyb kvalitativné i kvantitativneé.
3. Za jak dlouho zavazi dolétne do stfedu tunelu?

4. Jakou rychlost mé zavazi ve stfedu tunelu? Srovnejte tuto rychlost s prvni kosmickou
rychlosti (rychlosti obihan{ druzice tésné nad povrchem koule).



Piiklad 4 (25 bodii)

Dlouhym piimym vodi¢em protéka proud I = 100A. Vedle vodice je obdélnikova smycka
z dratu, pfipojenda ke dvéma voltmetrum 1 a 2, viz obrazek. Vzdalenost blizsiho okraje
smycky od vodice je a = 1 cm, sitka smycky je b = 50 cm. Po smy¢ce se rychlosti v = 20m/s
pohybuje kovova tycka, obou kraju smycky se vodivé dotyka.

1. Jaka je velikost magnetické indukce B ve vzdalenosti x od vodice?
2. Jak velké napéti ukazuje voltmetr 1 a jak velké voltmetr 27

3. Jakéd je polarita napéti na obou voltmetrech? (V obrazku jsou vyznaceny svorky + a —
voltmetri: ukazuji voltmetry kladnou nebo zapornou hodnotu?)

4. Jak by se zménila napéti, pokud by kovovéa tycka nebyla kolmo na vodi¢, ale svirala
s nim thel 45°7 (Viz obrézek.)
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PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2015
Studijni program: Fyzika
Studijni obory: FFUM

Varianta A — reSeni
Priklad 1 (25 bodu)

1. Defini¢éni obor je R — {—1,+1}.

2. f je spojita na celém definicnim oboru.

lim f(z)=0

r—+1—

dostaneme pouzitim véty o limité slozené funkce, nebot lim 1 ﬁ =+4ooalimy ;e ¥ =

0. Podobné
:c—1>1-|r-nl+f(x> = +oo,
Ze zjevné sudosti f odtud plyne
zilin1+ f(%) - O’
lim f(z)= +o0,
T——1—
o FE) =1
4. Derivace ) 9
fla)=e T

(1—22)?

existuje na celém defini¢cnim oboru. Takze f je rostouci na (—oo,—1) a na (—1,0), klesajici
pak na (0,1) a na (1,400). Odtud vidime, ze x = 0 je jediné lokdlni maximum s hodnotou
f(0) = 1/e. Porovndnim s limitami vidime, ze globélnich extrému f nenabyva a obor jejich
hodnot je (0,1/e] U (1,400) (podle véty o nabyvéni mezihodnot).

5. Asymptoty jsouy=1v 4+o0iv —oo a x = +1.

6. Druhd derivace

; 1 -2z \?  —2(1-2%)?— (—22)2(1 — 2?)(—2z
f(@_elﬂ_<(( P>4_ (1 —2%)?* — (=22)2(1 = #?)( >>_

1— 22 (1—22)*

_ e_l—lz2 6t —2
n (1—22)*

existuje na celém definiénim oboru, takze f je konkavni na (—+/1/3,1/1/3) a konvexni na
(—o0,—1) U (—1,—+/1/3) U (4/1/3,1) U (1, 400).



Piiklad 2 (25 bodi)

z/2

Existence integralu plyne ze spojitosti integrandu na [0, 2 In 2]. Pouzitim substituce t = e*/< dostavame

21n2 /2 2 2 _ 2 .
2e” — e” 202 -t 2 2t — 1
0 er —2e%/2 4+ 5 2 —2t+5 ¢t 1 2 —2t+5

2 2 5 2
2% — 2 1 1 1
—of 2 g2 at=2( “dut2| ——— at
/1 Z 245" /1 22t +5 /4 Lt /1 t—12+4

K posledni tipravé jsme pouzili substituci v = ¢ — 2t + 5, ktera je korektni, nebot pro ¢ € [1,2] je
t2 — 2t 4+ 5 prosta funkce. Déle tedy dostaneme

2In2 z _ Lx/2 2
2e e 5 1 1
————— dr =21 +/ ——— dt =
/() eT — 2eT/2 1§ z n4 2/, (t51)2_|_1
5 12 5 1
=2In- ——— dt=2In- tg—
n4—|—/0 21 n4+arcg2,

. ceyx e . . i1
kde jsme jesté pouzili substituci v = 5.



Piiklad 3 (25 bodi)

1) Sila na zavazi

Formulujeme Newtonuv gravita¢ni zdkon pro gravitacni silu, kterd pusobi na zévazi ve vzdalenosti r
od stfedu koule.

Nakreslime si obrazek, kde R je polomér koule, r je vzdalenost zavazi od stfedu, m je hmotnost
zédvazi a M, je hmotnost ¢asti koule o poloméru r.

Na zédvazi pusobi sila, kterd je vyvoldna ¢dsti koule o hmotnosti M., vysledné silové pusobeni zbylé
¢asti koule je nulové.
M"‘ = p‘/ﬂ

kde p je hustota koule a V, je objem, ktery je ohrani¢en pirerusovanou carou v obrazku. Pro objem
V., plati vztah:

473
Vi ==
Po dosazeni: 5
drr

M, = 3

Gravitacni sila, kterd pusobi na zavazi ve vzdalenosti r od stfedu koule, bude:

mM, mpdnr
F=—k 5~ = —K ,
r 3

kde k je gravitacni konstanta.
2. Pohyb zavazi
mpdm

Ve vztahu oznacime konstanty pismenem k = k—5—:

F=—kr

Vznikly vztah se podobd vztahu pro silu pruznosti v Hookové zdkoné. Zavazi se chova jako harmon-
icky oscilator a kond harmonicky pohyb.

Zname vyslednou silu pusobici na zdvazi. Napiseme pro néj druhy Newtonuv zakon:

F = ma,



kde a je zrychleni zavazi.

Zrychleni vyjadfime jako druhou derivaci vzdéalenosti zdvazi od stfedu koule r podle ¢asu t:

Dosadime a upravime:
mpdnr d?r

3 A
dez2 ~ R3 7

Reseni diferencidlni linedrni homogenni rovnice 2. fadu hleddme ve tvaru:
i/ EMy ,i\/@t
r=AeV B+ Be B3

Pro urceni konstant A a B se podivame na poc¢ateéni podminky:.

V case t = 0 byla vzdalenost zadvazi od stfedu koule r = R a rychlost zavazi v = % = 0. Odtud
dostavame:

R
A=B=—.

2

Po dosazeni:
. R ; My LB - %t.

a upravée

kM

r = Rcos ﬁt'

Zavazi kona harmonicky pohyb s thlovou frekvenci w:

kM

3) Doba, za kterou zévazi dolétne do stifedu koule

Zavazi bude trvat % jeho periody T nez se dostane do stfedu koule. Pro periodu plati vztah T = %ﬂ
do kterého za w dosadime

R3

T =2m/ —.

T wM

Pro dobu ¢ bude platit:
R3 T | R3
t ™M T2V eM
3,14 6378 - 103)3 3
T="2 (6378 107" ™% 19605291 min
2\ 6,67-10"11.597.10% m 1,
kg-s

4) Rychlost zavazi ve stifedu koule

Zavislost rychlosti zavazi na ¢ase uré¢ime derivaci polohového vektoru. Velikost rychlosti je



dr
dt

v =

kM . kM
=R &3 S\ t.
Dosadime ¢ = T'/4 do vztahu pro rychlost

v=R Msin\/ﬁMW\/Rg— ,{MRQSinE— ﬂ
R E R3 2V kM R3 2 V R

Poznamka: Velikost rychlosti lze také spocitat z kinetické energie. Ta je rovna praci, kterou na zavazi
vykond gravita¢n{ sila.

Dopocitame velikost rychlosti ¢iselné:

km

= 79002 = 28440
S h

\/6,67 10711 5,97 10% 25 - ke
v =
6378 - 10°

Srovnani s prvni kosmickou rychlosti:

F, = Fy,
mM v?
m? = mE,
v kM

7

Rychlost zavazi ve stiedu koule je rovna prvni kosmické rychlosti.



Piiklad 4 (25 bodi)

1. Z Ampérova zikona plyne pro nekone¢né dlouhy vodi¢ hodnota intenzity magnetického pole

_ I
H — m.
Velikost magnetické indukce je B = ugH = %

2. Prispévek magnetického indukéniho toku ploskou o délce y a sitce dx (viz obrazek) je

I
dd = Bydr = 1Y 4z,
2rx

dx

Integraci v mezich od a do a + b dostavame

atb 1 I atb I b I b
(I):/ Moy 4 uoy/ L uoyln(aJr >: uoyln<1+>.
o 2rx o 2 a

2T x 2T a T

Napéti indukované v levé ¢dsti smycky je podle Faradayova indukéniho zédkona (protoze y = vt):

dd Tug b\ dy Tugv b
=——=—T""In(l1+-)—==- In{1+-—].
0 dt 2m n( +a> dt or +a

Po dosazeni konkrétnich hodnot je velikost indukovaného napéti
100 - 47 - 1077 - 20
27

|Uy| = In(51) V.= 1,573-1072V = 1,6 mV.
Plocha pravé ¢asti smycky se s ¢asem zmensSuje stejné rychle, jako roste plocha levé ¢asti smycky,
druhy voltmetr proto ukaze stejné velké napéti.

3. Polaritu napéti muzeme urc¢it podle Lenzova zdkona. Levou ¢asti smycky roste magneticky
indukéni tok ve sméru ”do nakresny” (divame-li se na obrazek, mii{ tok ve sméru od nés; orientaci
magnetické indukce od dlouhého vodice urc¢ime podle pravidla pravé ruky). Pokud by levou ¢ésti
smycky protékal indukovany proud (kdybychom tieba zkratovali voltmetr), vyvoldval by magnetické
pole pusobici proti zméné, tedy mifici "z ndkresny” (proti ndm); tento proud by tedy v levé ¢ésti
smycky tekl proti sméru hodinovych rué¢icek. Voltmetr 1 proto ukaze kladnou hodnotu napéti.
Podobnou uvahu muzeme udélat pro pravou ¢ast smycky; voltmetr 2 ukaze také kladné napéti.
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d) Plochy levé i pravé ¢asti smycky se s Casem méni stejné rychle, jako kdyz kovova tycka byla kolmo.
Napéti, které ukazuji voltmetry, se proto nezméni, jsou stejnd jako ta spoctend v ¢asti b)



