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Varianta A

Řešeńı př́ıklad̊u pečlivě od̊uvodněte.

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

Pro funkci
f(x) := e

− 1
1−x2

1. Určete definičńı obor.

2. Vyšetřete spojitost.

3. Vypočtěte limity v krajńıch bodech definičńıho oboru a v ±∞.

4. Vyšetřete monotonii, lokálni a globálńı extrémy a obor hodnot.

5. Určete asymptoty grafu.

6. Vyšetřete konkávnost a konvexnost.

7. Načrtněte graf.

Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

Vypočtěte ∫ 2 ln 2

0

2ex − ex/2

ex − 2ex/2 + 5
dx.

Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Homogenńı kouĺı, jej́ıž poloměr a hmotnost jsou rovny poloměru a hmotnosti Země (R =
6 378 km, M = 6 · 1024 kg) je provrtán tunel procházej́ıćı středem koule. Do tunelu upust́ıme
malé závaž́ı o hmotnosti m = 1, 3 kg. (Na povrchu koule má závaž́ı nulovou počátečńı rychlost.
V tunelu i okoĺı koule je vakuum.)

1. Jaká śıla p̊usob́ı na závaž́ı v tunelu (v obecné vzdálenosti od středu)?

2. Jak se pohybuje závaž́ı v tunelu? Popǐste jeho pohyb kvalitativně i kvantitativně.

3. Za jak dlouho závaž́ı dolétne do středu tunelu?

4. Jakou rychlost má závaž́ı ve středu tunelu? Srovnejte tuto rychlost s prvńı kosmickou
rychlost́ı (rychlost́ı ob́ıháńı družice těsně nad povrchem koule).



Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

Dlouhým př́ımým vodičem protéká proud I = 100 A. Vedle vodiče je obdélńıková smyčka
z drátu, připojená ke dvěma voltmetr̊um 1 a 2, viz obrázek. Vzdálenost bližš́ıho okraje
smyčky od vodiče je a = 1 cm, š́ı̌rka smyčky je b = 50 cm. Po smyčce se rychlost́ı v = 20 m/s
pohybuje kovová tyčka, obou kraj̊u smyčky se vodivě dotýká.

1. Jaká je velikost magnetické indukce B ve vzdálenosti x od vodiče?

2. Jak velké napět́ı ukazuje voltmetr 1 a jak velké voltmetr 2?

3. Jaká je polarita napět́ı na obou voltmetrech? (V obrázku jsou vyznačeny svorky + a −
voltmetr̊u: ukazuj́ı voltmetry kladnou nebo zápornou hodnotu?)

4. Jak by se změnila napět́ı, pokud by kovová tyčka nebyla kolmo na vodič, ale sv́ırala
s ńım úhel 45◦? (Viz obrázek.)



Přij́ımaćı zkouška na navazuj́ıćı magisterské studium 2015
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Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

1. Definičńı obor je R− {−1,+1}.

2. f je spojitá na celém definičńım oboru.

3.
lim

x→+1−
f(x) = 0

dostaneme použit́ım věty o limitě složené funkce, neboť limx→+1−
1

1−x2 = +∞ a limy→+∞ e
−y =

0. Podobně

lim
x→+1+

f(x) = +∞,

lim
x→+∞

f(x) = 1.

Ze zjevné sudosti f odtud plyne

lim
x→−1+

f(x) = 0,

lim
x→−1−

f(x) = +∞,

lim
x→−∞

f(x) = 1.

4. Derivace

f ′(x) = e
− 1

1−x2 · −2x

(1− x2)2

existuje na celém definičńım oboru. Takže f je rostoućı na (−∞,−1) a na (−1, 0), klesaj́ıćı
pak na (0, 1) a na (1,+∞). Odtud vid́ıme, že x = 0 je jediné lokálńı maximum s hodnotou
f(0) = 1/e. Porovnáńım s limitami vid́ıme, že globálńıch extrémů f nenabývá a obor jej́ıch
hodnot je (0, 1/e] ∪ (1,+∞) (podle věty o nabýváńı mezihodnot).

5. Asymptoty jsou y = 1 v +∞ i v −∞ a x = ±1.

6. Druhá derivace

f ′′(x) = e
− 1

1−x2 ·

((
−2x

(1− x2)2

)2

+
−2(1− x2)2 − (−2x)2(1− x2)(−2x)

(1− x2)4

)
=

= e
− 1

1−x2 · 6x4 − 2

(1− x2)4
.

existuje na celém definičńım oboru, takže f je konkávńı na (− 4
√

1/3, 4
√

1/3) a konvexńı na
(−∞,−1) ∪ (−1,− 4

√
1/3) ∪ ( 4

√
1/3, 1) ∪ (1,+∞).



Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

Existence integrálu plyne ze spojitosti integrandu na [0, 2 ln 2]. Použit́ım substituce t = ex/2 dostáváme∫ 2 ln 2

0

2ex − ex/2

ex − 2ex/2 + 5
dx =

∫ 2

1

2t2 − t
t2 − 2t+ 5

· 2

t
dt = 2

∫ 2

1

2t− 1

t2 − 2t+ 5
dt =

= 2

∫ 2

1

2t− 2

t2 − 2t+ 5
dt+ 2

∫ 2

1

1

t2 − 2t+ 5
dt = 2

∫ 5

4

1

u
du+ 2

∫ 2

1

1

(t− 1)2 + 4
dt

K posledńı úpravě jsme použili substituci u = t2 − 2t + 5, která je korektńı, neboť pro t ∈ [1, 2] je
t2 − 2t+ 5 prostá funkce. Dále tedy dostaneme∫ 2 ln 2

0

2ex − ex/2

ex − 2ex/2 + 5
dx = 2 ln

5

4
+

1

2

∫ 2

1

1

( t−12 )2 + 1
dt =

= 2 ln
5

4
+

∫ 1/2

0

1

v2 + 1
dt = 2 ln

5

4
+ arctg

1

2
,

kde jsme ještě použili substituci v = t−1
2 .



Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

1) Śıla na závaž́ı

Formulujeme Newton̊uv gravitačńı zákon pro gravitačńı śılu, která p̊usob́ı na závaž́ı ve vzdálenosti r
od středu koule.

Nakresĺıme si obrázek, kde R je poloměr koule, r je vzdálenost závaž́ı od středu, m je hmotnost
závaž́ı a Mr je hmotnost části koule o poloměru r.

Na závaž́ı p̊usob́ı śıla, která je vyvolána část́ı koule o hmotnosti Mr, výsledné silové p̊usobeńı zbylé
části koule je nulové.

Mr = ρVr,

kde ρ je hustota koule a Vr je objem, který je ohraničen přerušovanou čarou v obrázku. Pro objem
Vr plat́ı vztah:

Vr =
4πr3

3
.

Po dosazeńı:

Mr = ρ
4πr3

3
.

Gravitačńı śıla, která p̊usob́ı na závaž́ı ve vzdálenosti r od středu koule, bude:

F = −κmMr

r2
= −κmρ4πr

3
,

kde κ je gravitačńı konstanta.

2. Pohyb závaž́ı

Ve vztahu označ́ıme konstanty ṕısmenem k = κmρ4π3 :

F = −kr.

Vzniklý vztah se podobá vztahu pro śılu pružnosti v Hookově zákoně. Závaž́ı se chová jako harmon-
ický oscilátor a koná harmonický pohyb.

Známe výslednou śılu p̊usob́ıćı na závaž́ı. Naṕı̌seme pro něj druhý Newton̊uv zákon:

F = ma,



kde a je zrychleńı závaž́ı.

Zrychleńı vyjádř́ıme jako druhou derivaci vzdálenosti závaž́ı od středu koule r podle času t:

F = m
d2r

dt2
.

Dosad́ıme a uprav́ıme:

−κmρ4πr

3
= m

d2r

dt2
.

d2r

dt2
+
κM

R3
r = 0.

Řešeńı diferenciálńı lineárńı homogenńı rovnice 2. řádu hledáme ve tvaru:

r = Ae
i
√
κM
R3 t +Be

−i
√
κM
R3 t.

Pro určeńı konstant A a B se pod́ıváme na počátečńı podmı́nky.

V čase t = 0 byla vzdálenost závaž́ı od středu koule r = R a rychlost závaž́ı v = dr
dt = 0. Odtud

dostáváme:

A = B =
R

2
.

Po dosazeńı:

r =
R

2
e
i
√
κM
R3 t +

R

2
e
−i

√
κM
R3 t.

a úpravě

r = R cos

√
κM

R3
t.

Závaž́ı koná harmonický pohyb s úhlovou frekvenci ω:

ω =

√
κM

R3
.

3) Doba, za kterou závaž́ı dolétne do středu koule

Závaž́ı bude trvat 1
4 jeho periody T než se dostane do středu koule. Pro periodu plat́ı vztah T = 2π

ω
do kterého za ω dosad́ıme

T = 2π

√
R3

κM
.

Pro dobu t bude platit:

t =
1

4
T =

1

4
2π

√
R3

κM
=
π

2

√
R3

κM
.

T =
3,14

2

√√√√ (6378 · 103)3

6,67 · 10−11 · 5,97 · 1024
m3

m3

kg·s2 kg
=̇1260 s=̇21 min

4) Rychlost závaž́ı ve středu koule

Závislost rychlosti závaž́ı na čase urč́ıme derivaćı polohového vektoru. Velikost rychlosti je



v =

∣∣∣∣drdt
∣∣∣∣ = R

√
κM

R3
sin

√
κM

R3
t.

Dosad́ıme t = T/4 do vztahu pro rychlost

v = R

√
κM

R3
sin

√
κM

R3

π

2

√
R3

κM
=

√
κMR2

R3
sin

π

2
=

√
κM

R
.

Poznámka: Velikost rychlosti lze také spoč́ıtat z kinetické energie. Ta je rovna práci, kterou na závaž́ı
vykoná gravitačńı śıla.

Dopoč́ıtáme velikost rychlosti č́ıselně:

v =

√
6,67 · 10−11 · 5,97 · 1024

6378 · 103

m3

kg·s2 · kg

m
=̇ 7 900

m

s
=̇ 28440

km

h
.

Srovnáńı s prvńı kosmickou rychlost́ı:

Fg = Fd,

κ
mM

R2
= m

v2

R
,

v =

√
κM

R
.

Rychlost závaž́ı ve středu koule je rovna prvńı kosmické rychlosti.



Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

1. Z Ampérova zákona plyne pro nekonečně dlouhý vodič hodnota intenzity magnetického pole
H = I

2πx .

Velikost magnetické indukce je B = µ0H = Iµ0
2πx .

2. Př́ıspěvek magnetického indukčńıho toku ploškou o délce y a š́ı̌rce dx (viz obrázek) je

dΦ = B y dx =
Iµ0y

2πx
dx.

Integraćı v meźıch od a do a+ b dostáváme

Φ =

∫ a+b

a

Iµ0y

2πx
dx =

Iµ0y

2π

∫ a+b

a

1

x
dx =

Iµ0y

2π
ln

(
a+ b

a

)
=
Iµ0y

2π
ln

(
1 +

b

a

)
.

Napět́ı indukované v levé části smyčky je podle Faradayova indukčńıho zákona (protože y = vt):

U1 = −dΦ

dt
= −Iµ0

2π
ln

(
1 +

b

a

)
dy

dt
= −Iµ0v

2π
ln

(
1 +

b

a

)
.

Po dosazeńı konkrétńıch hodnot je velikost indukovaného napět́ı

|U1| =
100 · 4π · 10−7 · 20

2π
ln (51) V = 1, 573 · 10−3 V =̇ 1, 6 mV.

Plocha pravé části smyčky se s časem zmenšuje stejně rychle, jako roste plocha levé části smyčky,
druhý voltmetr proto ukáže stejně velké napět́ı.

3. Polaritu napět́ı můžeme určit podle Lenzova zákona. Levou část́ı smyčky roste magnetický
indukčńı tok ve směru ”do nákresny” (d́ıváme-li se na obrázek, mı́̌ŕı tok ve směru od nás; orientaci
magnetické indukce od dlouhého vodiče urč́ıme podle pravidla pravé ruky). Pokud by levou část́ı
smyčky protékal indukovaný proud (kdybychom třeba zkratovali voltmetr), vyvolával by magnetické
pole p̊usob́ıćı proti změně, tedy mı́̌ŕıćı ”z nákresny” (proti nám); tento proud by tedy v levé části
smyčky tekl proti směru hodinových ručiček. Voltmetr 1 proto ukáže kladnou hodnotu napět́ı.
Podobnou úvahu můžeme udělat pro pravou část smyčky; voltmetr 2 ukáže také kladné napět́ı.



d) Plochy levé i pravé části smyčky se s časem měńı stejně rychle, jako když kovová tyčka byla kolmo.
Napět́ı, které ukazuj́ı voltmetry, se proto nezměńı, jsou stejná jako ta spočtená v části b)


