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Uvod

Od obecné relativity k relativistické astrofyzice
aneb Zajimavosti z relativistické astrofyziky pro ucitele fyziky

Relativistickd astrofyzika je atraktivni partii fyziky. Pojmy jako gravitacni kolaps nebo cerné diry asi
nékdy slysela vétsina zaka a ve sci-fi jsou uz béznou rekvizitou, byt ¢asto uzivanou bez vétsiho
pochopeni.* Cerné diry byly dlouho jen teoretickou piedpovédi obecné teorie relativity, data
z nejrlznéjsich typu pozorovani vsak postupné vedla k tomu, Ze vsak jejich existenci uz davno nikdo
nezpochybnuje.

Je tedy pfirozené, Ze na dand témata se mohou Zaci a studenti ptat — a je dobte, kdyZ o nich ma uditel
fyziky uréité povédomi. Tato kapitola z vas samoziejmé neudéla experty napiiklad na ¢erné diry®. Ale
na zakladni informace a zajimavosti se tu spolu podivdme. Pres bilé trpasliky a neutronové hvézdy
dojdeme az k tém ¢ernym diram.

Jak Cist tuto kapitolu

Lze ji Cist rGzné — podle toho, jak podrobné a do jaké hloubky se chcete s problematikou seznamovat.

Zakladni text je doplnén fadou poznamek pod ¢arou — ty mizZete zejména pfi prvnim ¢teni ignorovat.
A kdyZ budete i v hlavnim textu preskakovat odvozeni a vzorce, které vam prijdou narocné, muizete
celou kapitolu zkusit Cist i jako popularizac¢ni text. Doufam, Ze i na této Urovni muZe pfinést zajimavé
informace.

Pokud chcete do véci vidét hloubéji, vzorce a nékdy jejich odvozeni poskytnou dalsi uhel pohledu.
V nékterych prfipadech jde o pfiblizna odvozeni nebo odhady, které wvystaéi v podstaté se
stfedoskolskou fyzikou, jindy je potfeba jit na Uvodni vysokoskolskou uroven. Nikde zde ale
nenajdete ndrocnéjsi vypocty, které by vyZzadovaly znalost obecné teorie relativity; rozhodné tu
nesuplujeme ucebnice OTR nebo odbornou literaturu.

A pak je tu ta spousta poznamek pod ¢arou. Nékdy nabizeji upfesnéni, nékdy podrobnéjsi vysvétleni.
Jindy vybizeji k tomu, abyste si sami néco dopocetli, nebo uvadéji konkrétni Ciselné hodnoty pfipadné
dalsi informace. A mnohdy také odkazy na dalii zdroje, zejména zdroje dostupné na webu.? Takze:
nenechte se poznamkami zahltit, uZivejte je, jak je libo.*

Se véemi podrobnostmi a poznamkami celd kapitola urcité neni jen nendroénym ,ctenim pred spanim®.
Ale snad si z ni vyberete podle svého gusta.
Poznamka k zaclenéni do predmétu Fyzikalni obraz svéta:

Tato kapitola rozhodné neni celd myslena jako povinna pro predmét Fyzikalni obraz svéta.’ Na to je
ostatné az pfiliS rozsahla. Spise jde o rozsifujici udivo. Zamérem bylo dat budoucim i sou¢asnym

' Tahle vytka ovSem zdaleka neplati pro vSechna sci-fi. Pfikladem povidky, ktera (alespon kvalitativné) velmi
dobfre popisuje ucinky slapovych sil, je Neutronovad hvézda Larryho Nivena. Zajimavé je, Ze jde o povidku z roku
1966, kdy neutronové hvézdy byly jen teoretickou predpovédi — prvni pulzar, coZ je neutronova hvézda, byl
objeven v roce 1967. (Povidka je Ctiva, vysla i cesky, zajemcim doporucuiji.)

> Mate-li zajem se o téchto partiich dozvédét vic, vyberte si na MFF nékteré specializované prednasky. Lidi, ktefi
jsou v této oblasti erudovani, je napfriklad na Ustavu teoretické fyziky dost.

3 Odkazujeme i na stranky Wikipedie. Ne Ze by byla nezpochybnitelnym zdrojem, ale zejména v anglické verzi
obsahuje Casto i nové informace a uvadi odkazy na originalni ¢lanky, kde Ize dohledat podrobnosti.

* Cili, jak to alchymista Scotta fikal ve filmu Cisariv pekar a pekariv cisar o elixiru mladi: ,,Co kdo snese”.

> To je jisté radostné zjisténi... Zakladni znalost, Ze existuji bili trpaslici, neutronové hvézdy a ¢erné diry a jaka je
u nich velikost efektll OTR, se ovSsem u zkousky predpoklada. Zakladni informace jsou uvedeny v ¢asti Shrnuti.
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ucitelim informace, které jim mohou pomoci odpovédét na otazky, s nimiz mohou pfijit zvidavi a
,Stouravi” zaci a studenti.

Zadny text véak nemuze dat odpovédi na viechny podobné otazky. Navic relativisticka astrofyzika je
rozvijejici se oblast, takze zejména konkrétni informace a hodnoty nepochybné budou zastaravat —
nebojte se proto sami vyhledavat novinky. Snad vam pro to tato kapitola bude dobrym zdkladem a
odrazovym mustkem.

Cim zaéneme a na co se mGZeme tésit dal

Abychom celé tematice |épe porozuméli, nejdfive se trochu blize podivame, jak vlastné obecna teorie
relativity (OTR) popisuje gravitacni pole. Dotkneme se pfitom pojmu zakfiveny prostorocas. To bude
naplni ¢asti 4.1.

V Casti 4.2 se pak podivame na hvézdy mnohem hustsi, nez ,,normalni hvézdy“, i neZ jakékoli latky,
které existuji na Zemi: tedy na bilé trpasliky a neutronové hvézdy. Budete-li chtit, mGzZete si bilého
trpaslika teoreticky ,vymodelovat” i vExcelu, nebo se podivat, jak lze nékteré vlastnosti
neutronovych hvézd alespon zhruba odhadnout a pochopit i pomoci viceméné stfedoskolské fyziky.

V Casti 4.3 uZz se budeme vénovat cernym diram; tam vyuzijeme zdkladni predstavu o zakfiveném
prostorocase ze zacatku kapitoly. Na konci této ¢asti prejdeme od teorie k tomu, jak dnes cerné diry
hleddme a detekujeme.

Po velmi struéném zavéru a Shrnuti nasleduji uz jen Dodatky.®

Takze: pustme se do toho!

Podékovani

Tvorba této kapitoly byla podpofena z projektu ,Podpora pripravy budoucich uditelll matematiky,
fyziky a informatiky na MFF UK“ (v rdmci tzv. , Ukazatele P“) v roce 2020.’

® Dodatek A pfipomina par informaci ze specidlni teorie relativity, Dodatek B se tyka lokalnich inercidlnich
systému a Dodatek C dopliiuje informace o jednom typu diagramu pouzitém v ¢asti 4.3. (Z toho je vidét, ze
dodatky urcité nespadaji do ,,popularizacni Urovné“ této kapitoly.)

7 pavodné bylo v ramci daného projektu na ,Zajimavosti z relativistické astrofyziky pro ucitele fyziky“ pfislibeno
25 stranek; trochu se to rozrostlo...
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4.1 Jak OTR popisuje gravitacni pole: zakfiveny prostorocas

Do hlubsiho matematického popisu zakfiveného prostoroCasu se zde poustét nebudeme. Alespon
néco si vSak pokusime priblizit pomoci dvourozmérnych analogii. Udélejme tedy drobnou odbocku a
podivejme se na rovné a zakfivené plochy. ®

Pro zacatek trochu geometrie ve dvou dimenzich

Zacneme jednoduse, vroviné. Na ni si mOzeme nakreslit sit
kartézskych souradnic x, y. Délku Usecky Al spojujici body A a B Y

spocteme jednoduse jako

(A1) =(Ax)" +(ay), (1)

kde Ax a Ay jsou rozdily soufadnic koncovych bodd usecky, viz

obrdzek. Tohle je jednoduché, je to stard znama Pythagorova véta.

Vzdalenost bodl A a B jsme spocetli pomoci soufadnic x a y.
Miizeme ji spoCist i v jiné kartézské soustavé, s osamix’a y”

(AI') =(AX) +(ay') . (2)
Vyjde oviem stejnd vzdalenost,
Al'=Al, (3)

a je to prirozené: v obou pripadech jde o délky stejné Gsecky AB,

a ta nezdvisi na tom, jak soustavu soufadnic nato¢ime nebo
posuneme. Lze to vyjadfit konstatovanim, Ze Al je invariantni vi&i natoéeni a posunuti soustavy
soufadnic — ale nazornéjsi je asi prosteé fici, ze délka Al ma jasny geometricky vyznam, nezavisly na
volbé soustavy soutadnic.

A co kdyZ vroviné pouZijeme jiné souradnice neZ kartézské, napfiklad polarni
soufadnice ra @? Nemusime asi pfipominat, Ze pfevod mezi polarnimi a }
kartézskymi soufadnicemi je ' ol

X=rcosep, Xx=rsing , (4) T
viz obrazek.

Obrazek vpravo napovida, Zze délku usecky miizeme v tomto pfipadé urcit
pomoci vztahu

(A1) =(ar)" +(rap)" )

kde Ar a A jsou rozdily radialnich a Ghlovych soufadnic koncovych bodu.

® pokud jste jiz absolvovali néjakou prednasku z diferencidlni geometrie, tak nasledujici véci uz urcité znate, a to
na vyssi Urovni, neZ se jich dotkneme tady. TakZe nésledujici odstavce mizZete brat jen jako lehké pfipomenuti
dané problematiky.
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Upozornéni (!):
Obrazek to napovida sice nazorng, ale vztah (5) plati jen priblizné, pouze pro dostate¢né blizké body.’
Proto se casto misto konec¢nych rozdill souradnic piSou diferencialy:

(dI)"=(dr)* +(rdg)" . (6)

Tento vztah u? plati presné.’® Poznamenejme jeité, 7e vztah (5) resp. (6) mtzeme odvodit pfimo ze
vztaht (1) a (4), to viak jiz ponechame ptisloveénému laskavému &tenafi jako ,domaci cviceni“ ©.™

Poznamenejme, Ze pomoci diferencialll samoziejmé muizZeme zapsat i vztah pro vzdalenost blizkych
bodu v rovingé, tedy misto (1) psat

(d1)’ = (dx)* +(dy)’ . (7)
Zatim jsme stale v roviné. (V ni plati euklidovskd geometrie.)

V roviné plati zndmé poucky euklidovské geometrie, napfriklad:
e Soucet vnitfnich Ghld trojahelniku je 180°.
e Obvodkruhuje 27r.
e K pfimce jde bodem, ktery na ni neleZi, vést jedinou rovnobézku.

Poznamenejme, Ze toto neplati jen na roviné. Napfiklad kdyz na list papiru namalujeme trojuhelnik,
mUzZeme pak papir stocit a udélat z néj povrch vélce nebo kuZele — Ghly v trojuhelniku vsak zlstanou
stale stejné. Museli bychom je ovSsem méfit na povrchu papiru, jako bychom byli malymi mravenci
lezoucimi po papiru a studujicimi jeho geometrii.

PFimky, které jsme na papir namalovali, nebudou uzZ v prostoru primkami, ale pro mravence, ktery po

papiru poleze, budou stale pfimymi ¢arami. Mravenec prece po takové ¢are pochoduje stdle stejnym
smérem, neuhyba napravo ani nalevo.

MuZeme Fici, Ze z hlediska vnitfni geometrie dané plochy jde stale o geometrii euklidovskou. Také se
to vyjadfuje konstatovanim, Ze dand plocha neni zakfivend (pofdd mluvime z hlediska vnit¥ni

geometrie) nebo jinymi slovy, Ze je plochd.™

? presndji: Pro |A(p| «<1la |Ar| < r . Jedté presnéji: Ve vztahu (5) jsou zanedbdany ¢leny tfetiho a vyssiho Fadu.
Obrézek sice sugeruje, Ze jde opét ,jen o Pythagorovu vétu“, rozmyslete si ale sami, co je v ném nepfesné.
(Napovéda: Je ,kousek” oznaCeny rA¢g Usectka nebo kruhovy oblouk?)

10 p¥; vysvétlovani na Urovni stfedni Skoly asi radéji pojem diferencial pouzivat nebudeme a budeme mluvit o
blizkych bodech. Maximalné, s védomim toho, jak nepresné se vyjadfujeme, mlizeme snad vztah (6) napsat

s tim, Ze plati pro ,,nekonecné blizké body”.

! Zkuste si to, je to hezké opakovani véci, které jste uz urcité nékdy délali. Napovéda: Diferencovanim (4)
dostaneme dx = dr cos¢ +r (—sin@)d¢, podobné pro dy. Pak uZ staci dosadit do (7). Odvozovat (5) jde
dokonce i bez diferencidlniho poctu (staéi védét, Zze pro malé thly je Sina =« ), ovéem je to trochu klopotné;
takZe by to v principu Slo ukazat i stfedoskolakiim, ale asi by to bylo jen pro nadsence.

12 ,Plocha plocha” zni v ¢estiné divné a moc se nefika; anglické ,flat surface” tento problém nema.
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A co zaktivené plochy? (Na nich se potkame s neeuklidovskou geomettrii.)

Minime ted plochy zakfivené z hlediska jejich vnitfni geometrie. Asi nejjednodussim prikladem je
sféra, tedy povrch koule. Ta rozhodné neni plocha; papirem ji neobalime, aniz bychom ho zkrabatili.

Sféru si mlZzeme predstavit jako povrch glébusu, ndzorné na ném mizeme
ilustrovat sférické souradnice 8 a ¢. Cary 6 = konst. jsou rovnobézky, ¢ary
@ = konst. poledniky. Polomér sféry oznacime R.

A/ \ RA®

RsinBAgp

Jaka je vzdalenost dvou bodu na sfére? JestliZe se jejich souradnice lisSi o AO
a Ag a jde o body velmi blizké, pak jejich vzdalenost Al je™

(A1) =(RAO)’ +(Rsin0Ag)’ (8)

P¥i vyjadieni pomoci diferencialé ma vztah (8) tvar™

(d1)’ =(Rd6)’ +(Rsinddg)’ . (9)

Pokud bychom chtéli urcit vzdalenost dvou vzdalenéjsich bodl nebo délku néjaké krivky na sfére,
museli bychom vztah (9) integrovat. Dulezité je uvédomit si, Ze vzdalenost mérime na sféfe — na
glébusu bychom to mohli udélat napnutou niti, rozhodné bychom se neprovrtavali vnitikem glébusu.

KdyzZ se divame na sféru v nasem bézném tfirozmérném prostoru, fekneme, Ze na ni nejsou primky.
Ovsem z hlediska vnitfni geometrie mame dobrou analogii primky: nejpfiméjsi ¢aru. Mdzeme si
predstavit mravence, ktery leze po gldobusu a neuhyba nalevo ani napravo. Takovou nejpfimé;jsi ¢arou
je treba jakykoli polednik nebo také rovnik.”> Obecné jsou nejpfimé&jéimi éarami hlavni kruZnice.*® Pro
dva body na sféfe je jejich nejkratsi spojnici na sfére pravé oblouk dany hlavni kruznici.

Pomoci nejpfiméjsich ¢ar mizeme na sféfe kreslit tfeba trojuhelniky nebo kruZnice a zjistovat, zda
zde plati to, co zndme z euklidovské geometrie: napriklad, zda soucet vnitfnich 4hla v trojuhelniku je
180°, nebo zda obvod kruhu je 277 r . A naptiklad z nasledujicich obrazk( vidime, Ze to neplati.

,

Kdyz strany trojuhelnika tvofi ¢asti poledniki a rovniku,
zjevné jiz soucet uhll, které poledniky sviraji s rovnikem, je
180°, navic je zde uhel mezi poledniky (u , severniho pélu“).
Soucet uhli v tomto trojuhelniku je tedy vétsi nez 180°.

Podobné rovnik je kruznici, jejiz polomér (méreny po sfére (!) )
je r=(7/2)R. Obvod kruhu (tj. délka rovniku) je 2mR, tedy

0 =4r, je tedy mensi nez 2rtr. Vidime, Ze na sféfe neplati euklidovska geometrie.

13 Odvozeni je jednoduché: R sinB Ag je délka , kousku rovnobézky“ a R A délka ,kousku poledniku®, viz
obrazek. Oba , kousky” jsou kruhovymi oblouky, ovsem kdyzZ jsou body blizko sebe, jsou oblouky tak kratké, ze
jde prakticky o Usecky. Navic jsou tyto Usecky na sebe kolmé. Vztah (5) pak dostaneme z Pythagorovy véty.
Vzdalenost neni timto vztahem urcena zcela pfesné, zanedbdvdme zde ¢leny vyssiho fadu v A a AB.

"V tomto tvaru plati vztah pfesné. (Nazorné, byt ponékud nepfesné, by slo fici, Ze uréuje vzdalenost dvou
nekonecné blizkych bod.)

15 T vy , v . . v vV s ;. ; p .
Pozor, ne uz jina rovnobézka. Nazorné je to vidét na rovnobézkach, které jsou blizko severniho poélu.
Rovnobézka vzdalena od severniho pdlu tfeba deset metrli zcela zjevné neni nejpriméjsi ¢ara.

16 ~v- v v , v . . o v, , . P e s vy P
Pfipomenme, Ze hlavni kruZnice jsou priseciky sféry s rovinou prochazejici sttedem sféry.

6
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Na sféfe neplati ani to, Ze k dané primce lze bodem, ktery na ni neleZi, vést jedinou rovnobézku.
Analogii pfimek jsou nejpfiméjsi ¢ary, tedy napftiklad poledniky. K vybranému poledniku ale bodem
mimo néj nelze vést nejpiimé;jsi kiivku, ktera by s nim byla rovnobézna. Priklad: Zaéneme-Ili na

vvvvvv

postupujeme k severu, vzdalenost mezi poledniky se zmensuje a na pélu se oba poledniky protnou.

Je jasné, Ze na sféfe plati jind geometrie, nez na roviné; jde o priklad geometrie neeuklidovské.
Podstatné je, Ze vnitfni geometrii vystihuje vztah (8), resp. (9) pro vzdalenost blizkych bodu.
Ukazuje to ¢ast matematiky zvana diferencidlni geometrie (pro nas bude konkrétné podstatna tzv.

Riemannova geometrie); v nasem stru¢ném uvodu do problematiky se bohuzel musime omezit na
konstatovani, ze tomu tak je.'” Pfesto nam sféra bude dobrym odrazovym miistkem pro obecnéjsi

pripady.

Zobecnéni i na dalsi zakfivené plochy (pfi némz pozndme metricky tenzor)
KdyZ se podivame na vztahy (1), (3) a (5) pro vzdalenost blizkych bod(, vidime, Ze se v nich vidy
objevuji druhé mocniny rozdild souradnic. Mohlo by nas napadnout, Ze v obecném pripadé by tedy
vztah pro vzdélenost mohl vypadat treba takto: (Al)° = f (%, %,) (AX )" +g(x,%,) (AX,)’, kde X,

a X, jsou soufadnice a f a g néjaké funkce téchto soufadnic; pravé tyto funkce by vystihovaly
geometrii plochy. Ve skutec¢nosti je to nepatrné slozitéjsi: ve vyrazu pro délku se mlze objevit i ¢len
AX; AX, . A jesté jedna formalita: soufadnice byva zvykem oznacCovat indexy nikoli dole, ale nahofe,

tedy x* a X°. (Pozor, nejde o mocniny!)
Obecny tvar vztahu pro vzdalenost blizkych bod( tedy miZeme zapsat jako
(A1) = gy AXAXE + Gy, AXAXE + G,y AXPAXE + G, AXPAX?

kde g11, ... aZ g, jsou funkcemi soufadnic. Jesté kratsi zapis dostaneme, kdyZ pouzijeme znak sumy,
pfipadné Einsteinovu sumacni konvenci, tedy dohodu, Ze pres opakujici indexy se scita:

2 2
(A =Y g, AXAX) = g, AXAX (10)
i=1 j=1

Vypada to sloZité? Ve skutecnosti to tak dramatické neni. Napfiklad vztah (1) pro vzdalenosti bodu
v roviné dostaneme z (10), kdyz bude x'=x, x*=X a

9,=1 9,=1 0,,=0,=0. (11)
V polarnich soutadnicich X' =r, x* = ¢ ovsem funkce g; maji jiny tvar (srovnejte s (6)):
9,=1 09, =r, 0,,=0,=0. (12)

Pfesto jde o stejnou geometrii (v daném pripadé o geometrii roviny, tedy o geometrii euklidovskou).
Vidime, Ze tvar funkci g; zavisi na volbé souradnic. Zavisi samoziejmé také na geometrii plochy;

napfiklad pro sféru (kde soufadnice jsou Xt =6, X2 = @) je (srovnejte s (8))

0,=R, 9,=Rsing, g,=9,=0. (13)

Y Néco malo o geometrii sféry bychom mohli z (6) odvodit i na nazorné Grovni. Mohli bychom urcit tfeba délku
»poloméru kruznice”, kterou je rovnik: Ze stfedu kruznice (se soufadnici 6 = 0) bychom 3li po poledniku (¢ = konst.)
az po 6 =m/2 az(9) dostali délku I = R m/2; podobné bychom urdili obvod rovniku (6 = m/2) tak, Ze bychom po ném
Sliod ¢ =0 aZ po ¢ = 2m a dostali délku 2tR. Oviem k pochopeni, Ze (9) skutecné vystihuje dalsi aspekty vnitini
geometrie sféry, je uz opravdu potreba uzit diferencidlni geometrii.
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Abychom pofad nemluvili o ,funkcich g;“, zavedeme uZ pro né ndzev, ktery se pouziva
(v diferencialni geometrii i v obecné teorii relativity): jde o slozky metrického tenzoru.*®

Z toho, co jsme zatim poznali, vidime, Ze metricky tenzor zavisi jak na geometrii plochy, tak na volbé
souradnic. Pfirozené nas ted m(ze napadnout otazka:

A jak tedy z metrického tenzoru pozndme, kdy jde o rovnou, a kdy o zakrivenou plochu?

Nutno fici, Ze ,od oka” to nepozname. Ovsem z metrického tenzoru lze sestrojit tzv. tenzor
kiivosti °, a ten jiZ rovné a zakfivené plochy rozli$i. (Pro rovinu jsou véechny jeho slozky rovny nule.
Lze z n&j také sestrojit tzv. skaldrni kfivost, kterd ma napt. v p¥ipadé sféry velmi nazorny vyznam.?)

Vztahy pro vypocet tenzoru kfivosti zde nebudeme uvadét — pro dalS$i dvahy nam postaci
konstatovani, Ze obsahuji derivace metrického tenzoru podle soutadnic, az do druhého radu.

A ted' pro vice dimenzi ...

Vztah (10), ktery jsme dostali pro plochy, mlZeme pfirozené zobecnit i pro vice dimenzi. Pro

tfirozmérny prostor bychom dostali
3 3

(A1) =D > g, Axax) 2 (14)

i1 j=1
V euklidovském prostoru pfi pouZiti kartézskych souradnic by samoziejmé slozky metrického tenzoru
byly g, =9,, =0953=1 g; =0 pro i = j, slozky ve sférickych soufadnicich byste jisté doved|i
napsat sami (zkuste si to).

Podstatné je, Ze podobné, jako umél metricky tenzor popsat vnitini geometrii zakfivené plochy, umi
nyni popsat geometrii zakfiveného prostoru. A to aniz by tento prostor musel byt néjak ,,pokroucen”
v néjakém prostoru vyssi dimenze!

Tohle je néco, co se laicky tézko chape, ale matematika takto zakfiveni popsat umi. Prosté, kdyz
z metrického tenzoru spo¢teme tenzor kfivosti a zjistime, Ze jeho slozky jsou rGzné od nuly (nemusi
byt vSechny, staci nékteré), vime, Ze jde o zakfiveny prostor, v némz neplati euklidovska geometrie.

V takovémto prostoru mlizeme tfeba naméfrit soucet Uhll v trojuhelniku odlisny od 180°. Jak je tomu
ve skuteCném prostoru kolem ndas? Uvadi se, ze méreni GhlG v trojuhelniku mezi vrcholy tfi hor

18 Opravdu tvofi tenzor, ale nemusime se toho désit (resp., pokud s témito partiemi budete seznamovat tieba
stredoskolaky, nemusite tim désit je), bude nam tu stacit, Ze jde o veli¢inu se dvéma indexy.

Pozndmka pro zdjemce: Slozky metrického tenzoru se také Casto zapisuji v maticovém tvaru (na Urovni stfedni
Skoly bychom s védomim, Ze zjednodusujeme, snad mohli fici ,ve formé tabulky”). Vztahy (11) az (13) se v této

formé zapisuji jako 4 (1 O _(1 0 _(R 0 . A pro pripad, Ze byste na to narazili, jesté
Pt gij‘(o 1)' gij‘(o r) 9%=lo Rsing) "POPP Y J

zminime, Ze misto Cisel indexU se nékdy piSou symboly prislusnych soufadnic, takZe tfeba (13) pak vypada
takto: 9,0=R, 9,,= Rsin g, Ugp = g(/}ezo.
9 Nazyvany téz Riemannuv tenzor krivosti.

20 . ; P ; vs v . , ve s v , vaivs
Je rovna 2/R?, a to je opravdu nazorné: sféra o mensim poloméru je ,vice kfiva“, nez sféra o vétsim
poloméru; srovnejte tfeba kfivost pingpongového micku a zemékoule...

3 3
?! presnéjii by samoziejmé bylo vyjadFeni pomoci diferenciali: (dl)2 = ZZ 9; dx'dx’ .
=1 j=1
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provadeél uz Carl Friedrich Gauss, v ramci presnosti méreni vSak nezjistil odchylku souctu ahli od sto
osmdesati stuprit.”’ To véak $lo o body vzdilené maximalné néco pres sto kilometr(.. Dnes jiz
z presnych astronomickych méfeni, zminénych uz v predchozi kapitole, vime, Ze geometrie prostoru
se napriklad v okoli Slunce skutecné trochu lisi od euklidovské.

A pro ¢tyfrozmérny prostorocas ...

Koneéné se dostavame k teorii relativity! > Zaéneme u specialni teorie relativity (STR).

Z STR vime, Ze prostor a cas lze pfirozené spojit do ctyfrozmérného prostorocasu. Roli, kterou
v ,,obycejném“ trirozmérném prostoru hraje vzdalenost Al, hraje v prostorocase Ctyfinterval As.
Jsou-li Ax, Ay a Az, rozdily soufadnic a At rozdil ¢ast dvou udalosti, je

(As)" = —c*(At) +(Ax)" +(Ay)" +(Az) . (15)

Je vam jasné, pro¢ ma ctyrinterval v prostorocase roli analogickou vzdalenosti v prostoru a jak
souvisi napfriklad svlastnim ¢asem hodin a Sifenim svételnych signal(? Pripomenout si tyhle véci
muZete v Dodatku A.

My si ted vztah pro Ctyfinterval prepiSeme tak, aby Sel zobecnit do OTR. Soufadnice oznacime (opét

pfi pouziti hornich indext) x° =ct, X' = x, X’ = Y, x® = 7. Vztah (15) pak mGzeme zapsat jako

3 3
(89 = ~(30) + (80 (8] +(30] = S S paem s
#=0v=0
kde 1, Jsou slozky Minkowského tenzoru: 1, =—1, 1, =1, = Ny =+1, Mop = 0 pro a = 3. Tento

vyraz je analogii vztahu (1) pro vzdalenost bodu v roving, jen ted’ mame souradnice ¢tyfi misto dvou
(a oznacujeme je feckymi indexy béZicimi od 0 do 3) a u casové soufadnice je opacné znaménko
(protoze &as ma oproti prostorovym rozmérdim jiné postaveni)®.

Dosud jsme v prostorocase specialni teorie relativity. Ten neni nijak zakfiven, proto se zde také rik3,
Ze jde o plochy prostorocas.

| v STR (tedy v plochém prostorocase) bychom vsak misto kartézskych souradnic x, y, z mohli pouZit
jiné, a zapsat Ctyfinterval tfeba pomoci sférickych soufadnic r, 8 a ¢:

(As)2 = —¢° (At)2 +(Ar)2 +(r A¢9)2 +(rsin GA(D)Z 2 (17)
Tento vztah zase plati jen priblizné, pro blizké udalosti. Proto je vhodnéjsi psat Ctyfinterval pomoci
diferenciall; pak plati pfesné:

(ds)2 = —cz(dt)2 +(dr)2 +(r d¢9)2 +(rsin 49dgo)2 . (18)

Tohle se nam bude za chvili hodit pro porovnani s prostorocasem cernych dér.

2 Méfeni provedl mezi horami Brocken, Hoher Hagen a Inselsberg. V u€ebnici Kittel et al.: Berkeley Physics
Course 1, Mechanics, se uvadi, Zze méreni probéhlo pfi geodetickych mérenich v letech 1821 — 1823 a odchylka
souctu uhld od 180° vysla mensi nez jedna uhlova vtefina.

2 Jste-li jiz predchozimi odstavci znaveni, jesté chvilku vydrzte. Za chvili se ndm to za¢ne propojovat...
** proto se také Fika, e geometrie prostorocasu specialni teorie relativity je pseudoeuklidovska.

> 7e toto plati, si laskavy étend¥ jisté dovodi sam. © (Stadi si vyjadFit prostorovou €ast. Vztah pro vzdalenost
bod( na sféfe uz zname: (Al)® = (rA8)? +(rsin OAp)* a k tomu pFiddme v kolmém sméru Ar.)
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Zobecnéni na zakfiveny prostorocas (konecné...)

V obecné teorii relativity potfebujeme zakfiveny prostorocas. Jak jej popsat? Analogicky, jako jsme
vztahem (10) popisovali geometrii zakfivené plochy a vztahem (14) geometrii zakfiveného
tfirozmérného prostoru. Prosté misto Minkowského tenzoru ve vztahu (16) vezmeme metricky

tenzor g, , ktery vystihuje geometrii zakfiveného prostorocasu:

3 3
(as)’ = > 2) 9,, AX“AX" . (19)
u=0v=

=0

Rikdme, Ze timto vztahem je popsana metrika zakfiveného prostoro€asu. V uéebnicich obvykle tento
vztah najdeme zapsan pomoci diferencialll a s vyuZitim Einsteinova sumacniho pravidla (kdy se pres
opakujici se indexy automaticky s¢itd od 0 do 3) jako

(ds)2 = g, dx“dx" . (20)

Zda se to moc abstraktni? Pojdme se podivat na konkrétni priklad.
Sféricky symetrické gravitacni pole (pfiklad, ktery za chvili vyuZijeme u ¢ernych dér)

Méjme sféricky symetrické téleso o hmotnosti M. (MUZe jit tfeba o Zemi nebo Slunce, kdyz
zanedbame jejich rotaci a dal$i odchylky od sférické symetrie.) Zakfiveny prostorocas vné daného
télesa je pak popsan tzv. Schwarzschildovou metrikou *°:

(ds)’ = —c? (1—rg/r)(dt)2+(1(_dr%+(rd9)2+(rsin 0dg)” . (21)

ry jetav. gravitacni polomér (nazyvany téz Schwarzschildiv polomér),

_2GM

> (22)

9

Nebudeme zde zdlvodnovat, jak Ize dospét ke Schwarzschildové metrice — k tomu bychom museli
fedit Einsteinovy rovnice.?® Ale zkusme alespori naznatit, jak zakfiveni prostoro¢asu souvisi
s gravitacnim polem.

Z (21) vidime, Ze slozka g,, metrického tenzoru je g,, = —c? (1— rg/r), a po dosazeni (22):

2 2GM
Qgo =—C + ;

(23)

*® Nazvana je podle némeckého astronoma Karla Schwarzschilda (1873-1916), ktery jako prvni nasel sféricky
symetrické reseni Einsteinovych rovnic.

7 G je gravitacni konstanta a c rychlost svétla; 2 G/c2 = 1,5-10"27 m/kg. S tim, co gravitaéni polomér znamena, se
budeme postupné seznamovat v dalSich ¢astech kapitoly.

%8 Ty svazuji tenzor kfivosti (resp. z n&j vytvoFeny Einsteindv tenzor) s tenzorem energie a hybnosti hmoty (tedy
latky a poli). V tomto textu nebudeme Einsteinovy rovnice explicite uvadét.

10
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Ale GM/r je gravitacni potenciadl daného télesa, jak ho zndme z newtonovské fyziky! To znamen3, Ze
slozka metrického tenzoru Uzce souvisi s potencidlem gravitacniho pole — fakticky v OTR metricky
tenzor nahrazuje gravitacni potencidl. Takze uZ tusime, Ze popisem zakfiveni prostorocasu opravdu
miZeme popsat gravitaéni pole.”

A opravdu — pokud v prostorocase popsaném Schwarzschildovou metrikou (21) zkonstruujeme
»nejpriméjsi ¢ary” (fika se jim geodetiky), zjistime, Ze popisuji naptiklad pohyb planet v poli Slunce
(v¢etné toho, Ze z nich vyjde napfiklad spravna hodnota posuvu perihelia drahy Merkura, kde efekt
OTR déla 43 uhlovych vtefin za stoleti), ale i pohyb svételnych signall (a tedy ohyb svétla v blizkosti
Slunce, ktery jsme zminovali v kapitole 3). Slovy J. A. Wheelera: ,Prostorocas fika hmoté, jak se ma

«30

pohybovat.

Jak moc je prostorocas zakriveny v blizkosti Zemé nebo Slunce? Malo. Pro Slunce je ry = 3 km, pro
Zemi necely centimetr. Clen rg/r je tedy u Slunce mensi nez 5-10°, u Zemé dokonce mensi ne?

1,5-10°. Porovnanim s metrikou plochého prostoro¢asu specialni teorie relativity (18) vidime, Ze
prostorocas v okoli Zemé a Slunce je opravdu zakfiven jen velmi malo. (I tak to ale staci k tomu, aby
kameny padaly na zem a planety obihaly kolem Slunce.) Efekty OTR jsou proto v blizkosti Zemé a
Slunce jen malé.

Ze pomér ry¢/r je rozumnou mirou efektd OTR, vidime i zvelikosti jevd, které jsme diskutovali
v kapitole 3.3* V p¥ipadé Zemé jsme zmifiovali, Ze zpozdéni hodin na povrchu Zemé oproti hodindm
na satelitech GPS diky efektdim OTR ¢ini asi 46 ps za den. Oproti délce dne (86 400 s) je to relativné

asi 5:10™'°. To se fadové shoduje s vy$e uvedenym pomérem rg/r = 1,5-10°. *

V pripadé Slunce jsme zjistili, Ze ohyb svételnych paprsk(, které prochazi kolem jeho okraje, ¢ini 1,75
dhlové vtefiny. Kdy? tuto hodnotu porovname napfiklad s pravym Ghlem, dostaneme asi 5,4-10°,
opét v dobré shodé s pomérem ry/r.

V dalsi ¢asti kapitoly se podivdme na situace, v nichZ hraje OTR roli vyraznéjsi.

29 . “ . . ., e . . D
Poznamenejme, Ze prvni derivace metrického tenzoru souvisi s gravitacni silou a druhé derivace (z nichz je,
jak vime, vybudovan tenzor kfivosti) se slapovymi silami.

*pro upresnéni: Toto je druha ¢ast ¢asto citovaného vyroku. Prvni ¢ast zni ,Hmota fikd prostorocasu, jak se ma
zakrivovat.”, tato ¢ast vyroku odkazuje na Einsteinovy rovnice.

3! Viz https://kdf.mff.cuni.cz/vyuka/FOS/. Gravitaéni rudy posuv a ohyb svétla v gravitaénim poli jsou
diskutovany v kapitole 3. Obecnd teorie relativity: ndstin vychodisek a jejich disledk( konkrétné v ¢asti 3.3.

%2 Faktor zpozdovéni ve slabych gravitacnich polich je (1/2)-rg/r. Navic zpozd'ovani hodin na Zemi pf¥i porovnéni
s hodinami na druzicich GPS je o néco mensi nez pii porovnani s hodinami ve vétsi vzdalenosti od Zemé.

11
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4.2 Bili trpaslici a neutronové hvézdy

Jak jsme uvedli, velikost efektll obecné teorie relativity v blizkosti planet, hvézd a podobnych
objekt*®> mizeme odhadnout jako pomér

—, kde 1, = 2GM

’
g CZ

(24)

kde r je polomér télesa a M jeho hmotnost. U stejné hmotnych objektl je tento pomér zjevné vyssi
pro mensi télesa. Porovnejme, jak tomu je pro hvézdu, jakou je nase Slunce, pro hvézdy, které zname
pod nazvem bili trpaslici a pro neutronové hvézdy. Piehled podava nasledujici tabulka®. Pro
porovnani v ni uvedeme i Zemi. Jde nam o fadové velikosti efektu, hodnoty proto uvedeme
zaokrouhlené na jedno platné misto.

Zemé 6-10** kg 0,9 cm 6-10° km 1-107

Slunce 2:10*% kg 3 km 7-10° km 410°°

bily trpaslik 2:10% kg * 3 km 6-10% km 5.10™
neutronova hvézda 3.10%° kg 4 km 12 km 0,3

Bili trpaslici a neutronové hvézdy maji samoziejmé poloméry a hmotnosti v urcitém rozmezi (za chvili
se snim seznamime), takZe vysledné hodnoty rg/r musime brat jako radové: v pfipadé bilych
trpaslikd jsou Fadu 10™ (neprevysuji 107), v pfipadé neutronovych hvézd dosahuji desitek procent.

Bili trpaslici a neutronové hvézdy jsou mnohem mensi neZ ,obycejné hvézdy“. Rozméry bilych
trpaslikll jsou srovnatelné s rozméry Zemé, rozméry neutronovych hvézd pak s rozméry néjakého
mésta nebo tieba Mount Everestu®®. Hustoty téchto hvézd zjevné musi byt ohromné. Jak to, Ze
takové objekty viibec mohou existovat? A pro¢ maji zrovna uvedené hmotnosti a rozméry?

Podivame se, co tyto hvézdy drii v rovnovaze. Zacheme pfitom od hvézd, jako je naSe Slunce, a
zamyslime se, jaky bude jejich osud v zavérecnych fazich jejich vyvoje.

Pozndamka

V nasledujicich partiich zacne pfibyvat poznamek pod ¢arou i odvozeni v hlavnim textu. Jak jiz bylo uvedeno
v Uvodu, zejména pfi prvnim ¢teni se podrobnostmi nemusite rozptylovat. A obecné si prosté z textu vyberte
to, co vam pfijde zajimavé a uZitec¢né (pro vasi vyuku, diskusi s Zaky, studenty ¢i ostatnimi zdjemci, nebo prosté
pro vlastni pouceni a uspokojeni zvidavosti).

3 Prosté, v blizkosti sféricky symetrickych téles. Pro nase odhady miZeme zanedbat efekty spojené s rotaci,
bude nam tedy stacit znat hmotnost a polomér pfislusného (nebeského) télesa.

3% Velikost efektd OTR uvedenou v tabulce si mizete lehce spocist sami (a mohou si to spocist i vasi Zaci). Po
dosazeni hodnot univerzalnich konstant dostaneme ZG/C2 = 1,5-10'27 m/kg a po dosazeni hmotnosti Slunce
2GMo/c® =3-10°m =3 km.

* Bili trpaslici maji vétSinou hmotnosti o néco mensi, (0,8 az 1,4)-1030 kg. Zde pro jednoduchost uvadime hmotnost
rovnou hmotnosti Slunce; takovou ma napfiklad bily trpaslik Sirius B. Jemu odpovida i polomér 6 tisic km, uvedeny

v daném radku tabulky.

*® pokud bychom vzali jeho vysku od hladiny mofe nebo ode dna oceand.
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Staticka sféricky symetricka hvézda — a jeji rovnovaha

V nasem seznamovani se svlastnostmi hvézd (zejména bilych trpaslikl a neutronovych hvézd)
budeme uvaZovat nejjednodussi model: pfipad hvézdy, ktera je sféricky symetricka a s casem se
prakticky neméni.*’ To znamend, Ze veli¢iny jako teplota, tlak a hustota budou zaviset jen na
vzdalenosti r od stfedu hvézdy:

T=T(r), p=p(r), p=p(r). (25)

Navic kazda ¢ast latky uvnitf hvézdy musi byt v rovnovaze, tedy celkova sila plsobici na kterykoli
»kousek latky”“ musi byt rovna nule. Kdyby prevladla sila smérem od centra, latka by byla urychlovana
smérem ven a hvézda by expandovala (kdyby to bylo velmi rychle, mohli bychom mluvit o explozi);
pokud by sila sméfovala k centru, hvézda by se smrstovala, v pfipadé velmi rychlého déje bychom
mluvili o zhrouceni ¢ili kolapsu.®

Latka ve hvézdé ma charakter tekutiny, pljde ndm tedy o hydrostatickou rovnovahu. Pfipomenme si
rovnici hydrostatické rovnovahy, ktera plyne z newtonovské fyziky.

Uvazujme vrstvu latky ve hvézdé mezi poloméry r a r+Ar, pritom
Ar << r. Hustota latky ve vrstvé je p(r), tlak na vnitfni strané vrstvy
p(r), tlak na vnéjsi strané p(r+Ar).

Ve vrstvé si zvolime maly kousek ve tvaru valecku s plochou podstav
AS, jak to ukazuje obrazek.* Sila pUsobici na podstavu vale¢ku
blizSi k centru je F, = p(r) AS ; sila pGsobici na podstavu vzdaleng;si
od centra je F,=p(r+Ar)AS .*° Kromé téchto sil plisobi na
valetek i gravitatni sila. Jeji velikost je F, =GM(r) Am/r2 , kde
M (r) je hmotnost ¢asti hvézdy od centra az do poloméru r,* a
Am hmotnost daného kousku latky, Am = pAV = p(r)AS Ar .

Ma-li byt hvézda v rovnovaze, pak celkova sila (brana vcetné orientace, napf. od centra) musi byt
nulova, F —F, - F,=0.Po dosazeni tedy:

P(r)AS — p(r + Ar) AS — (GM (1) p(r)/r*) ASAr =0 .

Upravou odsud ziskdame

p(r)—p(r+Ar) G M (r) p(r)
Ar r? '

(26)

*” Nebudeme tedy uvazovat napfriklad rotaci hvézdy ani detaily typu proudéni latky, které napriklad v nasem
Slunci vedou k Fadé zajimavych dasledkd typu period slunecni aktivity apod. Pfesto nas jednoduchy model
umozni popsat alespon zakladni vlastnosti hvézd, o které nam pajde.

%% Rovnovaha statické hvézdy navic zFejmé musi byt stabilni; hvézda, ktera by se pfi nejmengim , po&touchnuti“
zhroutila nebo naopak explodovala, by realné nemohla existovat.

9 Kdyz Ar a AS budou velmi malé, pak stény , kousku” budou prakticky rovnobézné a opravdu ho budeme moci
brat jako valecek a ne jako komoly kuZel. Plochy obou podstav proto budou prakticky stejné, obé rovny AS.

“ Jde o velikosti sil, obé sily maji radidlni smér. Kam kterd sila nds valecek tlaci, je jasné a je to naznaceno i

v obrazku.

* Celkova gravitacni sila od vnéjsich sféricky symetrickych vrstev hvézdy na nas kousek latky je nulova, to vime
z mechaniky. (Pozn.: Nezélezi na tom, zda hmotnost vnitfnich vrstev budeme brat do poloméru r nebo do r+Ar
nebo do néjakého poloméru mezi témito hodnotami. Rozdil by byl fadu (Ar)2 a tento rozdil druhého fadu
zanedbavdme; nakonec stejné budeme limitovat Ar—0.)
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Odtud je vidét kvantitativné, jak se na rovnovaze podili tlak a gravitace. Nékdy se fika, Ze proti
smrstovani hvézdy pusobi tlak. Z (26) vidime, Ze ve skuteénosti je to gradient tlaku: blize k centru

vvs

musi byt tlak vy$si, déle od centra nizsi.*?

KdyZ rozdil tlaki oznacime jako p(r+Ar)— p(r) = Ap, dostaneme z (26) %: —GMZP("), a
r r
v limité Ar — 0 pak

do _ GMOA0) o)

dr r

Toto je (newtonovskd) rovnice hydrostatické rovnovdhy statické sféricky symetrické hvézdy.*

Poznamka:

V obecné teorii relativity Ize pro rovnovahu takové hvézdy odvodit analogickou rovnici:

. (M(r)+4zr’pic?)(p+plc?) 08)
dr r(r-2G6M(r)/c?)

Je znama pod nazvem Tolmanova-Oppenheimerova-Volkovova rovnice, zkracené TOV rovnice.

Vidime, Ze struktura TOV rovnice je stejna jako newtonovské rovnice (27). Pro ,normalni“ hvézdy typu naseho
Slunce ovSem nemusime efekty obecné relativity uvazovat a i pro bilé trpasliky dd4 TOV rovnice skoro stejné
vysledky, jako (27).46 U neutronovych hvézd ovSem, jak uz vime, délaji efekty OTR desitky procent, tam uz je
pouziti TOV rovnice na misté. Porovnanim (28) s (27) vidime, Ze potfebny gradient tlaku je diky efektim OTR
vyssi, nez podle klasické Newtonovy teorie gravitace.

2 Kdyby tlaky byly stejné, sily na obé podstavy naseho kousku latky by se vyrovnaly a gravitaci by nemélo co
branit ve stlacovani hvézdy. (Pozn.: Toto je vam jisté jasné; podobné jednoduché komentare zde pfidavame,
abychom naznadili, jak Ize vyklad vést na elementarni Grovni.)

r
* Hmotnost pod polomérem r ur&ime integraci z hustoty: M (r) = I47zl’2p(l’)dl’ , rozmyslete si, Ze to tak je.
0

o Ufff, to je slov! Kdybyste chtéli ucit fyziku tak, jak se to délat nema, tak mlzZete treba stfedoskolaky nutit

k tomu, aby se tenhle nazev naudili nazpamét jako basnicku... © (Pardon, sem by patfil spi§ smajlik ®.) A vzorec
(27) nazpamét jako obrazek... Jisté je ndm viem jasné, Zze mnohem lepsi bude (s témi zajemci, s nimiz tohle
téma budete pripadné probirat), diskutovat tfeba o tom, proc je v dané rovnici zdporné znaménko
(samoziejmé, protoze tlak smérem od centra klesd), Ze je-li latka hvézdy hustsi, tlak klesa rychleji apod.

* U tlaku a hustoty uz zde explicite nepiSeme, Ze jde o hodnoty v misté vzddleném r od centra hvézdy.

*®ve jmenovateli (28) je prakticky r (s odchylkou radu 10'4) a pomér p/c2 je rovnéz velmi maly: Hustota bilého
trpaslika je fadu jednotek krat 10° kg/mS, (ovérte si to vypoctem priimérné hustoty z hmotnosti a poloméru
bilého trpaslika), tlak v centru radu jednotek krat 10% Pa, takze p/c2 je radu 10° kg/mS, takze oproti p mizeme
tento ¢len zanedbat.
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Proc se hvézda nehrouti ani nevybuchuje - a proc to nevydrzi vécné

ru
[

Odpovéd otazku, pro¢ se ,normalni“ hvézda nehrouti ani nevybuchuje, uz ndm daly predchozi
odstavce: Gravitaéni pritahovéni k centru hvézdy je vyvazovano gradientem tlaku®’ diky tomu, Ze ve
vnitinich vrstvach hvézdy je tlak vys$si, nez ve vnéjsich. Ve hvézdé, jakou je nase Slunce®, je tlak ve
vnitfnich vrstvach vysoky diky vysoké teploté. A vysoka teplota je tam proto, Ze v centru hvézdy bézi
termojaderné reakce — ve Slunci je to syntéza hélia z vodiku.* Takto to béZi (napfiklad ve Slunci)

miliardy let.

Kdy? vétsina vodiku ,vyhoti“*°, hvézda se ponékud smréti, teplota v jejim centru stoupne a za¢nou
béZet dalsi termonukledrni reakce, vytvarejici tézsi prvky. Tyto procesy zde blize popisovat
nebudeme. Mohou byt rliznorodé, probihat bud v samotném centru, nebo vrstvach kolem néj, nékdy
explozivné, jindy dlouhodobé; hvézda sama pfitom muze vyrazné ménit své rozméry (napriklad se
stat tzv. rudym obrem).”

Termojaderné reakce oviem davaji energii pfi syntéze prvkd s atomovym &islem mensim ne? 56. >

v vy

Pro syntézu tézsich prvk( je naopak tfeba energii dodavat.

To znamenad, Ze termojaderné reakce nedokdzou energii ve hvézdé dodavat vécné. Navic syntéza
téz$ich a tézich prvk( dodava stale méné energie.”® A navic ne ve véech hvézdach se postupné dali
a dalsi reakce dokazi ,zapalit”; zavisi to na hmotnosti hvézdy. Opustme ted detaily a poloZme si
zakladni jednoduchou otazku:

Kdyz hvézda spotiebuje své termojaderné palivo, je néco, co dokaze udrZet dostatecny tlak,
aby gradient tlaku zabranil zhrouceni hvézdy?

Naivné by si ¢lovék mohl myslet, Ze kdyby se celd hvézda proménila tfeba v Zelezo, tak se uz dal
hroutit nebude, protoze Zelezo je prece pevné. Ovsem napriklad tlak v centru Slunce je radu 10 Pa,
zatimco pevnost Zeleza je fadu stovek MPa, i pro ocel nepresahuje asi 10° Pa. TakZe elezn4 koule o
hmotnosti Slunce by se urcité zhroutila vlastni gravitaci.

TakZe — co ndm pfiroda nabizi jiného, co by mohlo hrouceni zastavit?

* Na drovni st¥edni Skoly bychom asi fekli spddem tlaku.

*® A obecné ve vétiing hvézd s vyjimkou bilych trpasliki a neutronowvych hvézd.

* Je tomu tak nejen pro Slunce, obecné je termojaderna fuze vodiku zdrojem energie pro tzv. hvézdy hlavni
posloupnosti. (Zajemce odkazujeme na prednasku Astronomie a astrofyzika a dalsi zdroje, viz ucebnice
astronomie a astrofyziky i nap¥. stranku Wikipedie https://en.wikipedia.org/wiki/Stellar _evolution a odkazy na
ni uvedené.)

>0 KdyzZ tohle vykladame Zaklim, je dobré dat si pozor, aby to nékdo nepochopil tak, Ze vodik skuteéné hofi, tedy
sluCuje se s kyslikem... (V této souvislosti Ize diskutovat o tom, jak dlouho by diky této chemické reakci Slunce
vydrzelo davat vykon 4-10%° W, ktery poskytuje. Zjistéte si spalné teplo vodiku a dopoditejte si to.)

> Zajemci mohou najit pouceni napfiklad uz na vyse zminéné strance Wikipedie Stellar_evolution; v Cestiné je
vyvoj hvézd od jejich vzniku az po zavérecna stadia strucné a prehledné popsan napfiklad na strance
https://www.aldebaran.cz/astrofyzika/hvezdy/evolution.php . O nukleosyntéze ve hvézdach lze najit informace
na strance Wikipedie https://en.wikipedia.org/wiki/Stellar nucleosynthesis a odkazech z ni. (K této strance

v dobé psani tohoto textu zda se neexistuje ¢eska verze. Obecné byvaji ceské verze stranek, napf. o vyvoji
hvézd, na Wikipedii vyrazné stru¢néjsi nez anglické, je tedy vhodnéjsi vyuzivat verze v anglictiné.)

> Nejvétsi vazebnou energii na nukleon ma jadro Zeleza gg Fe. Poznamka pro zdjemce: Uvadi se, Ze jesté o néco
vétsi vazebnou energii na nukleon ma nikl, viz napf. https://en.wikipedia.org/wiki/Nuclear binding energy, ale
v kazdém ptipadé jde o prvky blizké Zelezu, viz https://en.wikipedia.org/wiki/lron peak . Pro nase dalsi dvahy
vsak tyhle detaily nejsou dllezité.

53 . . P . . , v/
To plyne ze zavislosti vazbové energie na jeden nukleon na atomovém disle.
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Co mtuze vyvinout dostatecny tlak: elektronovy Fermiho plyn

JestliZe se latka dostatecné stlaci, elektrony se uvolfiuji zatomU (tedy vazeb na jednotliva jadra) a
v latce se pohybuji viceméné volné, jako ¢astice plynu. ProtozZe jde o fermiony, pouZiva se pro néj
nazev elektronovy Fermiho plyn. V rozmezi hustot asi od 10° kg/m?® do asi 10" kg/m? je pro tlak
v latce vyznamny pravé elektronovy Fermiho plyn.>*

Aby elektronovy Fermiho plyn mél tlak, nemusi byt zahtaty (!). Fakticky pod tzv. Fermiho teplotou Tr
tlak elektronového plynu uz prakticky nezavisi na teploté. Takovy elektronovy plyn se oznacuje jako
degenerovany.>

Pro¢ i chladny® elektronovy plyn ma tlak? A pro¢ je jeho tlak, jak uvidime, dokonce hodné velky? Je
to proto, Ze elektrony se fidi kvantovou mechanikou. Presné se tlak elektronového plynu pocita ve
statistické fyzice; zde naznac¢ime jednoduché pfiblizné odvozeni, viceméné na stfedoskolské urovni.

Jestlize je vlatce N elektron( v objemu V, pfipada na kazdy elektron objem V/N. Elektrony jsou
fermiony a podle Pauliho vylu¢ovaciho principu tedy nemohou byt dva ve stejném stavu. Mlazeme si

predstavit, e kazdy elektron vlitce je vmalé krychlitce o strané Ax=3/(V/N).

Elektron zavieny v malé krychlicce oviem nemlze byt vklidu. Podle Heisenbergova
principu neurcitosti, kdyZ je jeho poloha uréena s presnosti Ax, musi mit jeho hybnost ==

(vx-ovém sméru) neurcitost Ap, , pficemi AXAp, >h/2 . Stiedni velikost slozky

hybnosti v x-ovém sméru, |p,|, je pfitom ddna pravé neurcitosti Ap, . >’ Dostavame tedy Ax
1
o) 5[
Stredni velikost x-ové slozky rychlosti je
vl = |7 /m.. (30)

kde m. je hmotnost elektronu. MliZeme si predstavit, Ze elektron se v krychlicce odrazi od pravé a
levé stény>®; doba mezi nasledujicimi odrazy od pravé stény je At:2AX/|vX|. Pocet narazd na

danou sténu za sekundu je tedy 1/At = |UX|/(2AX) . Pfi jednom narazu preda elektron sténé hybnost

2|p, Yat=|p,
pUsobici na sténu krychlicky. Tlak p ziskame vydélenim plochou stény krychlicky, tedy (AX)2 .

, za 1 sekundu tedy 2|,UX

|vx|/AX . Tomu je, podle prvni véty impulzové, rovna sila

>* Uvédomte si, ze uvedena dolni hranice hustot odpovida tisickrat vétsi hustoté, nez ma voda. | nejhustsi
znamy prvek, osmium, ma hustotu 22,59-103 kg/m3. Aby se vyrazné projevil tlak elektronového Fermiho plynu,
musi byt latka opravdu hodné stlacena.

>>To neni z4dné pejorativni oznaceni, jde o Cisté technicky termin. ©

>® p¥; podminkach, které panuji v bilych trpaslicich, je Fermiho teplota fadu miliard Kelvin( — takZe i elektronovy
plyn o teploté stovek milidnl stupril miZeme z hlediska degenerace vlastné brat za ,,chladny”.

>’ plati (Apx)2 = < px2>—< px>2 . Pfitom stfedni hodnota px je (px> =0, protozZe elektron se pohybuje stfidavé

doleva a doprava. Velikost slozky hybnosti v x-ovém sméru, P,

, bereme jako odmocninu se stfedni

kvadratické slozky hybnosti, |, = /(P2 .

>% Ve skute&nosti myslena krychlicka v latce samoziejmé nema stény, jde o ndzorny model pro odvozeni tlaku.
V tomto modelu by se samoziejmé elektron odrdazel i od ostatnich stén, pro nasi Uvahu si staci vSimat jen
pohybu ve sméru jedné osy.
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Dostaneme
p=|zwl/(A%)° . (31)
Po dosazeni (29) a (30) a vztahu pro Ax odtud plyne
> (N %
P= 4m, (Vj ' (32)

N/V je hustota poctu elektron(l. Tu mGZeme vypocitat z hustoty hmotnosti p latky hvézdy. Hmotnost
je dana prevainé nukleony. Pocet nukleond pfipadajicich na jeden elektron oznacime u.. (V latce
hvézdy je priblizné dvakrat vic nukleon(, nez elektrond, takze u. = 2.) Na N elektronl tedy ptipada
pe N nukleon(; jejich hmotnost je pe N m, (kde m, je hmotnost nukleonu®). Hustota latky je tedy
p=uNm/V,odtud N/V = p/(u,m,) . Po dosazeni do (32) vychazi, Ze tlak zavisi na hustoté jako

5
p=kp?, (33)

kde k :7/32/(4,ue‘r”3me mn5’3). Pfesny vypocet pomoci statistické fyziky dava ponékud jinou hodnotu
konstanty k,*° oviem zavislost tlaku na hustoté latky vychazi se stejnou mocninou: tlak je Umérny p5/3.

Tento vysledek ovsem plati jen v pfipadé, Ze se elektrony pohybuji rychlostmi malymi v porovnani
s rychlosti svétla. (Vztah (30) je vztah newtonovské fyziky!)

Z (29) je ovSsem vidét, Ze pfi zvySovani hustoty roste hybnost elektronl. Rychlost elektron( ale
nemuzZe presahnout rychlost svétla, maximalné se ji miZe pfibliZzovat. Pfi vysokych hustotach jiz tedy
Uy ve vztahu (31) prakticky neroste — a mGzeme si rozmyslet, Ze ve vztahu pro tlak tim pfijdeme

o faktor pl/s. V ultrarelativistickém pripadé (kdy se elektrony pohybuji témér rychlosti svétla) tedy
tlak s rostouci hustotou stoupa pomaleji, jen jako
4
p=kp?. ® (34)

Vypocet ze statistické fyziky ukaze, Ze relativistické efekty jsou podstatné pfi hustotach vétsich nez
asi 2:10° kg/m°.

Jak si vymodelovat bilého trpaslika

Bili trpaslici jsou hvézdy o hmotnostech zhruba hmotnosti Slunce a rozmérech srovnatelnych
srozméry Zemé — tedy zhruba stokrat mensich, nez rozmér Slunce. Jejich hustota je tedy radové
milionkrat vyssi, nez hustota Slunce, Cili fadu 10° kg/m3. Tlak dostatec¢ny k zamezeni dalSiho
zmensovani v nich ma pravé elektronovy Fermiho plyn. Po ,vyhofeni” termojaderného paliva se
jednou bilym trpaslikem stane i nase Slunce.

Spocitat, jaké rozméry a jaké hmotnosti mohou mit bili trpaslici, si mizeme pomérné jednoduse na
poditaci, tfeba v Excelu. Jak si takovy numericky model bilého trpaslika udélame?®

>° Rozdil mezi hmotnosti protonu a neutronu zde zanedbdvame nebo vezmeme primérnou hmotnost nukleonu.
60 Vychazi k = (37r2)2’3h2/(5-;ze5’3me mn5’3) , coz da hodnotu skoro osmkrat vyssi, nez jsme dostali nasim
jednoduchym odvozenim. (Ciselné vychazi k = 1,0-10’ ,ue'5/3 Pa/(kg/m3)5/3.) Charakter zavislosti tlaku na

hustoté i na hmotnostech ¢astic a poméru poctu nukleont ku poctu elektrond nam vsak i uvedeny silné
zjednoduseny pfistup dal spravné.

*t Vypotet ve statistické fyzice da k = (37%)"%chi/(4- 11,"*m ") =1,2.10" 1, *"* Pa / (kg / m*)** .

%2 |deu numerického vypoctu zde uvadime spiSe pro zajemce, ale fakticky jde model, ktery Ize prezentovat i
pokrocilejsim stfedoskolakim.
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Nas model budeme pocditat po krocich Ar radialni soufadnice, smérem od stfedu k povrchu.

Zatneme tim, Ze si zvolime tlak, jaky bude v centru.®® Z tlaku spocteme hustotu (vyjadiime ji ze
vztahu (33) nebo (34) podle toho, jestli bereme klasicky nebo ultrarelativisticky ptipad) a z hustoty
spoc¢teme hmotnost vrstvy obepinajici stfed. (Tésné u stfedu to bude koule o poloméru Ar.) Z rovnice
hydrostatické rovnovahy (27) urcime gradient tlaku a z néj pokles tlaku Ap. Tim jsme ziskali tlak pro
r=Ar.

A ddle uzZ se vse opakuje: zndme tlak p(r) v misté vzdaleném r od centra. Z néj spoéteme hustotu p a
z ni hmotnost vrstvy o tloustce Ar, ta bude AM =47zr?Ar p. Pfi€teme ji k hmotnosti M od centra do

poloméru r. ** A uZz mame vie pro pravou stranu rovnice hydrostatické rovnovahy (27), ta ndm da

gradient tlaku ? pokles tlaku tedy bude Apij—pAr:—G M_Z'OAr. A tlak ve vzdalenosti r+Ar
r r r

dostaneme jako p(r+Ar) = p(r)+Ap. Zndme tady tlak v misté o néco dal od centra hvézdy ... a vie

opakujeme. Kdy skonc¢ime? Az tlak poklesne k nule, to uz jsme na povrchu hvézdy.

Excelovsky soubor s vypoctem je uveden v pfiloze — jednak pro pripad nerelativistického a jednak pro
pfipad ultrarelativistického elektronového plynu. Opravdu dava realistické odhady velikosti a
hmotnosti bilych trpaslikd.

Grafy ukazuji prabéh tlaku a hmotnosti pod danym polomérem v zavislosti na radialni souradnici r
pro model s nerelativistickym elektronovym plynem a tlakem v centru 4-10% Pa, ktery se uvadi jako
tlak v centru Siria B:
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Z naseho modelu vychazi hmotnost asi 2,1-10%° kg, co? velmi dobfe odpovida. (Hmotnost Siria B se
udava® asi 1,02 Mo = 2,03-10* kg.) Polomér z nadeho modelu vychazi asi 8 100 km, co? u? tak dobie
»,hesedi”, protoze polomér Siria B byva udavan 0,0084 Ro = 5800 km. Nas model ovsem pocitd
s nerelativistickym elektronovym plynem — ale hustota v centru v ném vychazi takova, Ze relativistické
efekty uz musi hrat roli.®®

Pro nase Uvahy zde nebudeme budovat model spfesnym zapoctenim relativistickych efekt(.®
Minimalné radové nas model funguje velmi dobfe. MlZeme si s nim hrat a zadavat do néj rlizné tlaky
v centru. Zjistime zajimavou véc:

3V modelu, ktery je prilohou této prednasky, je jako zaklad zvolen tlak, ktery se uvadi jako tlak v centru hvézdy
Sirius B, co? je asi 4-10°° Pa. (Lze ale volit i tlaky men&i nebo vétsi.)

* Takie M (r+Ar)=M(r)+AM .
® Viz napk. Wikipedii https://en.wikipedia.org/wiki/Sirius , kde je u hmotnosti odkaz na &lanek v The
Astrophysical Journal z roku 2017, viz https://iopscience.iop.org/article/10.3847/1538-4357/aa6af8.

% To, e relativistické efekty vedou pfi stejné hmotnosti bilého trpaslika k nizSimu poloméru, je vidét treba
z grafu na https://en.wikipedia.org/wiki/White dwarf#/media/File:ChandrasekharLimitGraph.svg .

7\ ném by zavislost tlaku na hustoté byla slozitéjsi, protoze by musela postihovat prechod mezi
nerelativistickym a ultrarelativistickym pripadem.
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Bili trpaslici s vétsi hmotnosti maji mensi polomér!® Zavislost poloméru na hmotnosti je zhruba
R~M Y3
Ovsem mohou mit bili trpaslici libovolné velkou hmotnost?

Kdyby byl elektronovy plyn pofdd nerelativisticky, tak by opravdu mohl udrzet libovolnou hmotnost
proti gravitacnimu kolapsu. Ovsem v pripadé ultrarelativistického elektronového plynu tlak narUsta
s hustotou pomaleji, jen jako p4/3, viz (34). A kdyzZ si , pohrajeme” s modelem, vnémz plyn je
ultrarelativisticky,® zjistime, Ze at centralni tlak volime, jaky chceme, nikdy se hmotnost nedostane
nad asi 2,8-10%° kg, tedy nad asi 1,4-ndsobek hmotnosti Slunce. P¥ikladem je graf s vysledkem modelu
pro ultrarelativisticky elektronovy plyn a centralni tlak 4-10% Pa:

M/ kg M(r)
3,0E+30
2,5E+30 .
2,0E+30
1,5E+30

1,0E+30

5,0E429

0,0E+00 +ommeer™”

0,0E+00 2,0E+06 4,0E+06 6,0E+06 8,0E+06 L2E+07

Vidime, 7e existuje horni mez hmotnosti bilych trpasliki. Jako prvni ji spocetl” indicky fyzik
Subrahmanyan Chandrasekhar’, proto se tato mez nazyvéd Chandrasekharova mez. Jak uZ jsme
uvedli, &ini asi 1,4 Mo.

Sirius B je kZemi nejblizSim a asi nejznamé;jsim bilym trpaslikem. Pocet dosud objevenych bilych
trpaslikd véak uz jde do desitek tisic.” Zfejmé viechny hvézdy s hmotnosti mensi ne? asi 8 az 10 Mo
se nakonec stanou bilymi trpasliky. V zdvérecnych fazich vyvoje se totiz zbavi vétSiny své hmoty,
takZe nakonec zbyde objekt s hmotnosti mensi nez Chandrasekharova mez.

Hmotnosti bilych trpaslikd se pohybuji od 0,2 Me i méné az do uvedenych asi 1,4 Mo, vétSinou vsak
jsou vrozmezi asi 0,4 az 0,7 Mo.”* Povrchova teplota byva vrozmezi 8 a7 40 tisic kelvind.” Bili
trpaslici samoziejmé postupné chladnou, ovsem vzhledem k malé plose povrchu je to pomaly proces.

% Neni to zas tak nepochopitelné. Bily trpaslik s vétsi hmotnosti diky vétsi gravitaci v sobé latku vice stlaci, jeho
polomér se pfitom mlze zmensit. (A skuteéné se zmensuje.)

* Je ve stejném excelovském souboru v pfiloze.

’® Nikoli na pocitaci, ale analytickym vypoctem.

" Uvadi se, ze k prvnim vysledkdim dospél uzZ pfi plavbé lodi z Indie do Anglie, kam jel studovat do Cambridge.
Bylo mu tehdy 20 let. (!) Za své teoretické prace o fyzikalnich procesech dlleZitych pro strukturu a vyvoj hvézd
ziskal v roce 1983 Nobelovu cenu za fyziku. (Druhou polovinu v daném roce ziskal H. A. Fowler za experimentalni a
teoretické prace tykajici se vzniku chemickych prvk{ ve vesmiru.)

" Toto je limita spoctena pro sféricky symetrické bilé trpasliky. Objevuji se Uvahy, Ze rychle rotujici bili trpaslici
by mohli mit i hmotnost vyssi.

7 Pfispévek https://sci.esa.int/web/gaia/-/61343-shedding-light-on-white-dwarfs-the-future-of-stars-like-our-sun
uvadi, Ze jiz bylo objeveno 30 tisic bilych trpaslik(.

" Viz napk. http://people.physics.tamu.edu/depoy/astr314/Notes/lecture10.pdf, kde najdete fadu informaci o
zavérecnych fazich vyvoje hvézd. V cestiné jsou prehledné informace na
https://www.aldebaran.cz/astrofyzika/hvezdy/final.php.

>y takovychto hodnot je uz jedno, jestli jde o kelviny nebo stupné Celsia...
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Latka za jesté vyssSich hustot

Hustota latky v bilych trpaslicich je vrozmezi asi 10’ a7 10" kg/m>. MuZe néjaky mechanismus
zabranit gravitacnimu zhrouceni hvézdy pfi jeSté vyssich hustotach?

Elektronovy Fermiho plyn na to nestaci — vyse jsme vidéli, Ze neudrZi v rovnovaze hvézdu s hmotnosti
vys$si, nez Chanderasekharova mez. Navic pfi vysokych hustotach zacne byt energeticky vyhodné, aby
probéhl tzv. inverzni beta-rozpad, tj. aby elektron reagoval s protonem; pti této reakci vznikne
neutron a neutrino.”® Nazorné si mdzeme predstavit, ze elektrony jsou ,vtlatovany” do jader a reakci
s protony utvareji neutrony. Elektrond tedy v latce ubyva, a to prirozené tlak elektronového plynu
snizuje.”’

PFi vysokych hustotach uz je latka tvorena prevazné neutrony, s malou pfimési protonl a elektron(.
Neutrony pfitom z atomovych jader ,,odkapavaji“ a pohybuji se v latce jako ¢astice plynu. OvSsem jde
také o fermiony — a neutronovy Fermiho plyn tedy urcité ma tlak, podobné jako tomu bylo u
elektronového Fermiho plynu. Pro nerelativisticky neutronovy plyn zavisi tlak na hustoté analogicky,
jako tomu bylo ve vztahu (33):

p=kp®, (35)

kde K =5,4x10°Pa/(kgm®)*?.”® A pravé tlak neutronového Fermiho plynu (resp. jeho gradient)
je tim, co miZe zabranit dal$imu hrouceni hvézdy pfi velmi vysokych hustotach radu 10" kg/m’
a vyssich.

Neni na to sam. Hustota asi 2,7-10" kg/m?® je hustotou atomovych jader.”® P¥i vy$sich hustotach je
silnd jadernd interakce nukleonii odpudiva a pfispiva vyznamné ke zvySovani tlaku.

Model(, jak zavisi tlak na hustoté pfi hustotach vyssich neZ jaderna hustota, tedy stavovych rovnic
p=p(p), se uvaiuje vice.® Nem(izeme tedy zatim zcela jednoznaéné vypoditat tieba zavislost
poloméru na hmotnosti neutronové hvézdy nebo maximalni hmotnost neutronovych hvézd (tak jak
to Slo u bilych trpaslik(l). Ovsem vysledky z jednotlivych modell se podstatné (tfeba radové) nelisi;
navic stavové rovnice si nelze vymyslet zcela libovolné.®! Takze o vlastnostech neutronovych hvézd
nam mohou fici docela dost.

76 Normalni“ beta rozpad neutronu je reakce n — p+e+v . Tak se rozpada napfiklad volny neutron. Inverzni
proces je reakce p+e —> n+v . (Byva téZ oznaCovan jako elektronovy zdchyt. Jako inverzni beta rozpad se totiz

Casto oznacuje reakce protonu s antineutrinem za vzniku pozitronu a neutronu; terminologie se v rliznych
zdrojich lisi.)

7 Pfesnéji Feceno, zplsobi, Ze tlak neroste s hustotou tak rychle, jako kdyby elektront neubyvalo.

78 Ze statistické fyziky vychazi k = (37%)**n* /(5m,*®) . Dany vztah plati pro degenerovany neutronovy Fermiho
plyn, ovSem Fermiho teplota (pod niZ je plyn degenerovan, tedy ,chladny”), je pfi hustotach, o néz nam pljde,
vys$Si nez radoveé 10" K. Takze vnitiek neutronovych hvézd mizeme i pfi teplotach radu miliard kelvin( brat

z hlediska degenerace jako ,,chladny”.

”® Neberte tento udaj absolutné, rlizné zdroje udavaji hodnoty od 2,3 do 2,8 krat 10" kg/ms. Zde ndm nejde o
presnou hustotu konkrétnich atomovych jader, ale o fadovou hustotu ,jaderné latky“.

% Na zemi se samoziejmé nic s hustotou prevysujici hustotu atomového jadra stabilné nevyskytuje, takze je
tézké to experimentdlné zkoumat. Je zajimavé, Ze o tom, které stavové rovnice Iépe popisuji chovani latky za
hustot prevysujicich jadernou, mohou rozhodnout informace z pozorovani vlastnosti neutronovych hvézd.
(Obecné se vysledky kvantové, ¢asticové a jaderné fyziky uzivaji k vysvétlovani procesu v nitru hvézd, zde
naopak astrofyzikalni pozorovani mohou prinést informace fyzice zabyvajici se jadernou latkou.)
81 Vs . , . v . v v v

Napfriklad z nich nesmi vychazet, Ze by rychlost zvuku v latce prevysSovala rychlost svétla.
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Neutronové hvézdy

Z modelll vychazi, Ze aby neutronovy plyn a nukleon-nukleonova interakce udrzely hvézdu ve stabilni
rovnovaze (oproti gravitaci, ktera se ji snazi smrstit), musi byt hustota radové srovnatelna s jadernou
(asi 3-10" kg/m?) nebo vyssi. Nazorné lze Fici, ze celd hvézda vlastné tvofi jedno obrovské atomové
jadro, slozené prevaziné z neutron.

Pro hvézdu s hmotnosti 1,4 hmotnosti Slunce, tj. asi 3:10°° kg, z toho vyplyva, Ze jeji objem musi byt
mensi nez zhruba 10" m3. Tomu odpovida polomér mensi nez asi 14 km. | kdy? jde o znaéné pfiblizné
ivahy,® vidime, Ze neutronové hvézdy mohou mit poloméry jen néco pres deset kilometr(.

Pocitat rozméry a hmotnost neutronovych hvézd numerickym vypoctem by Slo v zdsadé podobné,
jako jsme to délali u bilych trpaslik(. Pro vypocet gradientu tlaku bychom vsak museli pouzit TOV
rovnici (28), kromé tlaku neutronového plynu (35) uvazit i tlak dany odpuzovanim nukleon( a navic
poditat i s tim, Ze pti vyssich hustotach jde o plyn relativisticky.®

Z vypoctu vychazi, Ze podobné jako u bilych trpasliki vétsi hmotnosti neutronovych hvézd odpovida

mensi polomér; pro realistické modely se ale pro rGzné hmotnosti polomér pfilis nelisi. Typicky
primér zavislosti M = M(R) ukazuje nasledujici graf:®*

M/MO T T T T 1 T I T T T T T

2,0 i
1,5+ 4
1,0+ -

0,5+ -

0,0 e b ey
0 10 R/km 20

vevs

Zajemci mohou najit podrobnéjsi vyklad a kfivky pro rzné realistické modely i ve zdrojich volné
dostupnych na webu.®

Minimadlni hmotnost, kterou modely davaji pro stabilni neutronové hvézdy, se uvadi okolo 0,1 Me.
Realistické scénare vzniku neutronovych hvézd ovsem vedou k vys$i minimalni hmotnosti: redlné
zfejmé mohou vznikat neutronové hvézdy s hmotnosti minimalné asi 1 Mo. (Viz napt.®.) Pozorovana

data ukazuji, Ze neutronové hvézdy s hmotnosti jen o néco vyssi (napf. 1,1 M) skutecné existuiji.

82 v .. . v . . , o v
NerozliSovali jsme v nich tfeba mezi centralni a prmérnou hustotou.

8 Zajemce muUZeme odkazat na ¢lanek R.R. Siblar, S. Reddy: Neutron stars for undergraduates v ¢asopise
American Journal of Physics, Vol. 72, No.7 (July 2004), p. 892-905; doi: 10.1119/1.1703544 — s tim, Ze i zde je
popisovan zjednoduseny (pro vyuku ev. samostatnou praci studentd vhodny) pfistup.

¥ Je prekreslen podle obr. 2 v ¢lanku citovaném v nasledujici poznamce. Analogické grafy Ize najit i v dalSich
zdrojich, napf. v knize S. L. Shapiro, S. A. Teukolsky: Black holes, white dwarfs and neutron stars, Wiley, 1983.

& Napfiklad v pfispévku J. M. Lattimera Introduction to neutron stars, AIP Conference Proceedings 1645, 61
(2015) na https://aip.scitation.org/doi/pdf/10.1063/1.4909560. Jak uz byva ¢asté, kdy? se néco jmenuje ,,Uvod
do ...”, tak to byva Casto text velmi podrobny, s mnoha odkazy na originalni prace, a s mnoha partiemi Citelnymi
jen pro lidi, ktefi se v oboru uz vyznaji. © Vyjimkou neni ani dany devatenactistrankovy pfispévek; da se v ném
ovsem najit fada informaci. Kfivky M(R) tam najdete v pravé ¢asti obrazku 3.

8. Kaper et al.: Measuring the Masses of Neutron Stars. Dostupné na
http://www.eso.org/sci/publications/messenger/archive/no.126-dec06/m126/m126-kaper.pdf.
Wikipedie uvadi minimalni hmotnost 1,1 Mo.

21


https://aip.scitation.org/doi/pdf/10.1063/1.4909560
http://www.eso.org/sci/publications/messenger/archive/no.126-dec06/m126/m126-kaper.pdf

K prednasce NUFY023 Fyzikalni obraz svéta prozatimni ucebni text, verze 01
4. 0d OTR k relativistické astrofyzice Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2020
4.2 Bili trpaslici a neutronové hvézdy

Pro maximdlni moZnou hmotnost neutronovych hvézd se uzivd nazev Tolmanova-Oppenheimerova-
Volkovova mez (TOV mez). Uvadi se pro ni hodnota asi 2 Mo ptipadné lehce vyssi, nékdy aZ asi
2,3 Mo.¥ | v tomto pfipadé jsou hmotnosti blizké tomuto maximu pozorovany.®

Vétsina neutronovych hvézd se svou hmotnosti pohybuje mezi uvedenymi extrémy, vétSinou
v oblasti blizké 1,4 Mo.

Takze kdyZ to shrneme a pridame jesté nékteré dalsi vlastnosti:

e Hmotnosti neutronovych hvézd jsou v rozsahu 1 aZ asi 2,2 Mo, ,,typickd hmotnost” je 1,4 Mo.

Polomér neutronovych hvézd je asi 10 az 15 km; ,typicky polomér” je asi 11 az 12 km.

e Hustota latky v neutronovych hvézdach je extrémni, pfevysuje i hustotu v atomovych
jadrech.®

e Gravitaéni zrychleni na povrchu je fadové stomiliardkrat vétsi nez na povrchu Zemé.”

e Magnetické pole neutronovych hvézd je extrémné silné, 10” a7 10° T.”* Neutronové hvézdy
s extrémné silnym magnetickym polem zvané magnetary maji pole s indukci az 10™ T.

e Kratce po svém vzniku je neutronova hvézda velmi horkym objektem, s teplotou stovek
miliard stupnd. Rychle (v fad dnd) ovsem zchladne na teplotu radu miliard stupn(, pak uz
pomaleji (v Fadu let) na teplotu fadové milién stupnd.

Kdyz k tomu pficteme, Ze se uvaZuje, Zze materiadl neutronové hvézdy je supratekuty a ma vlastnosti
supravodiCe, je jasné, Ze neutronové hvézdy jsou velmi zajimavé objekty.

Jak neutronové hvézdy vznikaji: vybuch supernovy

Neutronové hvézdy vznikaji z hvézd o hmotnosti asi 8 az 25 Me. V zavérecné fazi jejich vyvoje zacne
vlivem gravitace kolabovat jejich jdadro o hmotnosti prevysujici Chandrasekharovu mez. Je to proces
velmi rychly, fakticky volny pad. A7 toto kolabujici jadro dosahne hustot fadu 10" a7 10" kg/m? (tedy
hustoty atomovych jader nebo vyssi), je kolaps zastaven tlakem neutronového Fermiho plynu a
odpudivymi silami nukleon-nukleonové interakce. Ohromna energie ziskana ztohoto ,volného

“%2 se preméni na vnitini energii, latka se tedy extrémné zahteje. Na tkor této energie mohou

padu

probihat reakce elementarnich Castic produkujici vysokoenergetickd neutrina. Ta se S$ifi ven a
predavaji svou energii obalce (zbytku hvézdy kolem zkolabovaného jadra). Navic se z jadra Sifi rdzova
vina. Energie pfedana obadlce je tak velka, Zze obélka se prestane smrstovat a za¢ne expandovat —a to

v vz

velkou rychlosti, aZ fadu 10" km/s. Obalka je horka a zafi — na nékolik tydnil mdze prevysit svitivost

¥ Riizné stavové rovnice davaji rizné hodnoty maximalni hmotnosti neutronovych hvézd. Pravé proto hodnoty
hmotnosti neutronovych hvézd zjisténé z astrofyzikdlnich pozorovani mohou nékteré stavové rovnice vyloucit.
Hodnota maximdlni hmotnosti neutronovych hvézd bude nepochybné v budoucnu jesté upresfiovana.

% Viiz napk. https://www3.mpifr-bonn.mpg.de/staff/pfreire/NS_masses.html.

5 p¥; popularizaci by $lo tfeba uvést, Ze ¢ajova lZicka (5 ml) tohoto materidlu by méla hmotnost pét miliard tun. ©

% Yvadi se, ze nejvyssi ,hora” na povrchu neutronové hvézdy, i kdyz by byla z extrémné pevného materidlu
klry neutronové hvézdy, by mohla mit vysku maximalné 10 cm, vétsi by se vlastni tihou propadla.

ot Pfipomenime, Ze horizontalni slozka zemského magnetického pole je 20 uT, indukce neodymovych magnet(
je néco pres 1 T, magnetické pole v pfistrojich pro magnetickou rezonanci je fadu jednotek tesla a nejsilné;si
magnetické pole vytvorené v laboratofich nemd ani 100 T.

2 Tedy fakticky na Ukor gravitacni potencialni energie.
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celé galaxie. Celkova vydand energie se odhaduje aZ na 10 J; to se rovna energii, kterou by nase
Slunce vyzafilo se sou¢asnym vykonem za 10 miliard let. Tento jev zndme jako vybuch supernovy.”

Rozpinajici latka postupné chladne. Znamym prikladem, kdy mdZeme tuto latku pozorovat, je Krabi
mlhovina. Jde o pozUstatek vybuchu supernovy, kterou pozorovali ¢insti astronomové v roce 1054.

V dnesni dobé astronomické pozorovani umoZfuje zachytit a nasledné analyzovat pfi vybuchu
supernovy mnohem vice detaill, nez pouhé zjisténi, Ze se nékde objevila superjasna ,,nova hvézda“.
P¥ikladem je pozorovani supernovy SN1987A **ve Velkém Magellanové oblaku. V tomto pfipadé
dokonce detektory neutrin zachytily antineutrina emitovana pfi vybuchu supernovy(!).”” Energie
odnesend neutriny se odhaduje na 2-10% J; uvadi se, e &ini 99% celkové energie uvolnéné pfi
vybuchu supernovy.

Supernov jiz bylo pozorovano velmi mnoho, v poslednich letech pocty jejich pozorovani stoupaji
doslova astronomickym tempem. Volné dostupny katalog jich (ke dni psani tohoto textu) uvadi skoro
68 tisic. *°

A co samotné neutronové hvézdy? | ty pozorujeme, a to od roku 1967, kdy byly objeveny pulzary.

Pulzary

Pulzary byly objeveny diky radioastronomickym pozorovanim. V roce 1967 byl objeven radiovy zdroj,
od ného? prichéazely kratké pulzy s periodou asi 1,33 sekundy.” Pro pulzy s takto kratkou periodou
nebyl zndm Zadny bézny zdroj, takze se pry chvili uvazovalo, zda by nemohlo jit o signdl mimozemské
civilizace. Ptivodné byl proto oznagen jako LGM-1.% Tato predstava byla ale brzy opusténa® a prijaté
signaly byly vysvétleny jako zareni produkované rotujici neutronovou hvézdou.

PulzarC byly jiz objeveny téméF tii tisice.'® Jde o rotujici neutronové hvézdy'®, perioda pulzl je
dana periodou jejich rotace. Detaily mechanismu vyzarovani jsou dosud predmétem vyzkumd,

93 Pfesnéji Fe€eno, supernovy typu Ib, Ic nebo II. Viz nap¥. https://www.aldebaran.cz/produkty/2014 afsv/docs/2.pdf.

94 ., . v . . , v . , .
Cislo v nazvu oznacuje rok, kdy byla pozorovana, pismeno A Ze jde o prvni supernovu pozorovanou v daném
roce. Zpozorovana byla 24. Gnora 1987.

» Zachytily je nezavisle tfi detektory neutrin. Celkem Slo jen o 25 neutrin, ale diky ¢asové korelaci s optickym
pozorovanim se ma za jasné prokazané, zZe zdrojem byl opravdu kolaps jadra hvézdy pfi vybuchu dané
supernovy. Viz napt. https://en.wikipedia.org/wiki/SN_1987A a odkazy na této strance uvedené, napt.
https://arxiv.org/pdf/0810.0466.pdf. Z uvedenych zdroji se miZzeme poudit (nebo alespon ziskat uréity dojem),
do jakych detail(l dnes astrofyzikové procesy pfi vybuchu supernovy popisuji. A také zjistit, kolik je jesté

v popisu celého procesu otevienych otazek.

% Viz https://sne.space/. Ne vSechny supernovy ovsem vznikaji kolapsem produkujicim neutronovou hvézdu.

7 Pulzy mély délku 0,04 s. Zdroj objevila Jocelyn Bellova, doktorandka A. Hewishe. (Hewish dostal v roce 1974
Nobelovu cenu spolu s M. Rylem za ,,prikopnicky vyzkum v oblasti radioastronomie”, Hewish konkrétné za
»rozhodujici roli v objevu pulzard”. Na J. Bellovou se cena nedostala — ale ve viech pramenech informujicich o
historii objevu pulzar( byva uvadéna jako objevitelka prvniho.)

% 1GM je zkratkou , little green men”. (Pfedstava mimozemstand jako ,malych zelenych muzi¢kd“ tu byla
mnohem dfiv, neZ byla vyuzita v reklamé... ©)

% Ani podle soucasnych astrofyzikdlnich nazord neldkaji signaly pulzar na Black Friday. © (Omlouvam se za
nejapny vtip. Napad, Ze by mohlo jit o mimozemské civilizace, byl definitivné opustén, kdyz byl detekovan druhy
podobny signal, od dalsiho objeveného pulzaru. Viz napfiklad https://en.wikipedia.org/wiki/PSR _B1919%2B21 a
zdroje tam uvedené.)

1% v/oIné dostupny katalog https://www.atnf.csiro.au/research/pulsar/psrcat/ jich ke dni psani tohoto textu
uvadi 2871.

% Uvadi se jedina vyjimka: AR Scorpii, vtomto pfipadeé je pulzarem rotujici bily trpaslik.
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obecné je vsak prijiman model, kdy zdrojem zafeni jsou ,horké skvrny“ na povrchu neutronové
hvézdy v mistech ,magnetickych pdla“, kde rotujici magnetické indukéni ¢ary urychluji nabité ¢astice.
Zafeni je emitovano podél magnetické osy. Ta je naklonéna vidi ose rotace pulzaru. Uzky kuzel zafeni
se proto v prostoru otaci podobné, jako svétlo majaku — avidy, kdyZ zasahne Zemi,

prijmou radioteleskopy kratky pulz. Schematicky to ukazuje obrazek.'®

V jiz zminéné Krabi mlhoviné se nachazi pulzar s periodou asi 33 ms. Zafi i v optickém a (*5
také v rentgenovém oboru spektra, a po gama-zareni.'® .

Znamy jsou i pulzary skratsi periodou. Zatim nejkratS$i pozorovanou ma pulzar
PSR 1748-2446ad, jen asi 1,3 ms. (Frekvence otaceni je tedy 716 Hz.) Nejdelsi znama
perioda je 23,5 s, ma ji pulzar PSR J0250+5854.*%*

Slavny je pulzar PSR 1913+16. Jde o prvni objeveny bindrni pulzar, tedy dvojhvézdu tvorenou
neutronovymi hvézdami.'® Poskytl totiz prvni, byt nepfimy diikaz existence gravitaénich vin. Podle
obecné teorie relativity totiz dva kolem sebe obihajici objekty musi vyzarovat gravitacni viny. Ty
odnaseji energii; v disledku toho se obé slozky dvojhvézdy k sobé musi pomalu pfibliZzovat. U daného
binadrniho pulzaru je ptiblizovani vyznamné, protoZze obé neutronové hvézdy jsou blizko sebe (jejich
nejmensi vzdalenost je necelych 750 tisic km, tedy srovnatelnd s polomérem Slunce) a doba obéhu je
proto kratka (necelych 8 hodin). Hmotnost obou neutronovych hvézd je pfiblizné 1,4 Mo.'®
»Vyznamna zména“ periody ovsem znamena asi 76,5 s za rok — ale i takovouto hodnotu se podafilo
spolehlivé zmérit. A co je dileZitéjsi, teoreticka hodnota, kterou pro vyzarované gravitacni viny a
z nich plynouci zménu periody obéhu predpovida obecnd teorie relativity, se shoduje s hodnotou
uréenou z pozorovani. Jiz davno pred tim, nez byly gravitacni viny detekovany na Zemi, tedy podal
binarni pulzar PSR 1913+16 astrofyzikalni dikaz, Ze tyto viny opravdu existuji. O vyznamnosti tohoto
dlkazu svédci fakt, Ze Hulse a Taylor byli za objev daného pulzaru odménéni v roce 1993 Nobelovou
cenou.'”’

Jak leccos odvodit jednoduse

Vypocty struktury neutronovych hvézd a déju pri kolapsu jadra hvézdy vytvarejici neutronovou
hvézdu a pfi vybuchu supernovy jsou samoziejmé velice sloZité. Nejde o ,hotovou fyziku“, ale
o soucasny aktivni vyzkum.

Pfesto ndm o nékterych rysech téchto déji mohou dat predstavu i pfiblizné radové odhady
vychazejici z ,,bézné fyziky“, prevainé z newtonovské mechaniky. Efekty OTR, jak jsme uZ uvedli, ¢ini

1% Mnohem hez&i obrazky najdete na webu, tfeba na https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=2612701.

103 Prislovecny laskavy ¢tenar snadno najde spoustu detailnéjsich informaci na webu, staci zadat do
vyhledavace ,Crab pulsar”. Podobné i pro dalsi zmiriované pulzary. Pripadné staci vyjit ze stranky Wikipedie
https://en.wikipedia.org/wiki/Pulsar. Tam najdete mimo jiné vysvétleno i oznacovani pulzari (a jak se s ¢asem

ménilo.)
104

Jde o nejdelsi znamou periodu pulzaru, ktery je neutronovou hvézdou. Objekt AR Scorpii, kde pulzar je bilym
trpaslikem, ma periodu skoro dvé minuty; jak uz bylo uvedeno, jde o jediny znamy objekt tohoto typu.

105 Objevili ho v roce 1974 R. A. Hulse and J. H. Taylor, informace o ném Ize proto najit i pod ndzvem
»Hulse-Taylor pulsar” nebo ,Hulse-Taylor binary*“.

1% Radiové signaly pfijimame jen od jedné slozky dané dvojhvézdy. PFijimana data ale umoZfiuji urit fadu
parametr(l daného systému.

%7 Neglo samozfejmé jen o objev, ale také o léta méreni a vypoctl z namérenych dat. Viz napf. prispévek
Weisberga a Taylora https://arxiv.org/pdf/astro-ph/0407149.pdf. Plsobivy je zejména graf na s. 4 daného
prispévku srovnavajici teoretickou predpovéd zmény periody podle OTR s vysledky méreni.
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u neutronovych hvézd aZ desitky procent — to ale na druhou stranu znamenad, Ze prece jen jesté
nejsme tak daleko od newtonovské teorie gravitace; proto ji miZeme pro pfiblizné odhady pouZzit.
Pojdme se proto podivat, co mizeme dostat z fyziky na Grovni stfedni $koly, resp. prvniho roé¢niku VS.

e Jak je to napfiklad s energii vybuchu supernovy?

198 Yvazujme téleso (jadro hvézdy, z ného?

Energie se zde ziska na ukor gravitacni potencidlni energie.
se stane neutronova hvézda) s hmotnosti M rovnou 1,5 Mo, tedy asi 3.10% kg, které ma na zacatku

polomér feknéme 10 tisic km a zkolabuje na polomér 10 km.

Newtonovsky gravitaéni potencial na povrchu télesa o poloméru R je ?q (R)=-G M/R . Hmotnost

celé hvézdy je na tomto gravitaénim potencidlu (nebo niz$im'®). Jednoducha tvaha nam tedy
napovida, Ze gravitacni potencialni energie télesa miZzeme odhadnout jako Vg ~ @, M=-GM 2/R.
Presny vypocet, i pro téleso s konstantni hustotou, je ponékud sloZitéjsi, dava Vg =-0,6GM 2/R 1o
vidime ale, ze na$ odhad je fadové v poradku.™*

Gravitac¢ni potencidlni energie vzniklé neutronové hvézdy je tedy radoveé
2
V, ~~GM?/R=-6,67-10™" (3-1030) /1041 =-6.10% . (36)

Z vyse uvedenych upfesnujicich poznamek je jasné, Zze hodnota 6 ve vysledku bude zfejmé redlné
niz$i, vidime vsak, Ze jde o energii fadu 10" J. Vy$e jsme uvedli pro energii odnesenou neutriny pfi
vybuchu supernovy SN1987A hodnotu 2-10% J. Vidime, Ze gravitatni smrsténi latky neutronové
hvézdy opravdu takovouto energii poskytne.™

¢ Na jak velkou teplotu zahteje tato energie materidl vznikajici neutronové hvézdy?

Vydélime-li hmotnost 1,5 Mo = 3-10°° kg hmotnosti neutronu (asi 1,67-10% kg), dostaneme celkovy
pocet neutron(, asi 1,810, Z celkové uvolnéné energie (fadu 10* J) tedy na jeden neutron pfipada
Fadové 10™ J. Odpovidajici teplotu T dostaneme vydélenim Botzmannovou konstantou k = 1,38-10% J/K. 3
Vysledkem je nékolikanasobek 10™ K; tedy skuteéné teplota fadu stovek miliard kelving.

e Jak rychly je kolaps jadra hvézdy vytvarejici neutronovou hvézdu?

Kdyz gravitace v jadru prevazi tlak elektronového Fermiho plynu, rychle se stane dominantni a kolaps
je v podstaté volnym padem. Uvazujme ,kousek latky“, ktery ze vzdalenosti fadové r; = 10* km od
stiedu hvézdy pada do r, = 10 km. P¥itahuje ho hmotnost jadra hvézdy M = 3-10* kg. Jeho zrychleni

108 v vee v v s e v s T .
Presnéji receno, diky poklesu gravita¢ni potencialni energie.

109 . s eV v
Jde o potencial uvnitr télesa.

1o Laskavy ¢tenar si mlzZe prislusny vypocet provést sam, nebo si ho sdm nalézt na webu. (No dobre, je
napfiklad na adrese https://en.wikipedia.org/wiki/Gravitational binding energy; muizZete se pfesvéd(it, ze jde
opravdu o vypocet na Urovni prvniho semestru.)

m Nékdy se pro odhad gravitacni potencidlni energie uvadi jesté , hrubsi” ivaha: Téleso o poloméruR a
hmotnosti M nahradime dvéma hmotnymi bodu o hmotnostech M/2 vzdélenych o charakteristicky rozmér
télesa, tedy o R. Potencialni energie této dvojice hmotnych bodl je -G (M/2)(|\/|/2)/ R=-0,25GM 2/R ,coije

stale radové shodné s nasim odhadem.
112

Nezapomnéli jsme v nasem odhadu na gravita¢ni potencialni energii latky pfed smrsténim do neutronové
hvézdy? (Vyznam v daném procesu prece ma rozdil potencialni energie!) Samozirejmé energii pred smrsténi
musime uvaZovat — ale protozZe energie zavisi na poloméru jako 1/R, jde pti puvodnim poloméru deseti tisic

kilometrd o energii tisickrat mensi, nez (36); mlizZeme ji v nasem radovém odhadu bez problém( zanedbat.
B stredni energii ¢astice bereme jako E =~ kT . (Faktor typu 3/2 v nasich Fadovych odhadech nemusime

uvazovat.)
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na zacatku padu je tedy a=G M/(rl)2 =6,67-10™- 3-10°/10" m/s*> =2-10°m/s>. | kdybychom
pocitali s konstantnim zrychlenim této velikosti, tak ze vztahu s :%at2 =t=,/2s/a vyjde, Ze drdhu

10* km = 10’ m urazi na$ kousek latky za zhruba 3 sekundy. Ve skute¢nosti pfi padu zrychleni
narUsta, takZe Cas kolapsu jadra je jesté kratsi.

e Jaka je rychlost expanze obalky pii vybuchu supernovy?

44 | 114
J.

Energie expandujici obalky je fadu 10 Pokud hmotnost expandujici latky odhadneme na nékolik

hmotnosti Slunce, tedy feknéme m = 10" kg, pak ze vztahu pro kinetickou energii Ex= % m v’

dostaneme v = 2 Ej/m a odtud rychlost necelych 5 tisic km/s."”

e Jak velké mohou byt pulzary?

Perioda signalli od pulzar(l je dana periodou jejich rotace. Je-li Uhlova rychlost rotace w, je dostredivé
zrychleni na ,rovniku“ pulzaru R w? kde R je polomér pulzaru. Dostfedivé zrychleni ale musi byt
mensi ne# gravitaéni zrychleni GM/R’, jinak by latka na povrchu pulzaru odlétla pry¢. Musi tedy byt
Rw? < GM/R2 = R’< GM/a)2 = GM/(47[2)T2 , kde T je perioda rotace pulzaru. Pro hmotnost
pulzaru M = 3-10%° kg vychazi asi R < 1 700 km - (T/ 1 s)**. Pro periody menéi nez sekunda musi tedy
byt polomér pulzarl vyrazné mensi, nez polomér bilych trpasliki — pulzary proto musi byt

116

neutronovymi hvézdami.” Pro pulzar v Krabi mlhoviné (T = 33 ms) vychazi R<170km a pro

nejrychlejsi znamy pulzar (T = 1,3 ms) R < 20 km.
e Proc pulzary rotuji tak rychle?

Pti kolapsu jadra hvézdy zfejmé mizZeme predpokladat, Ze se jadro pfilis ,netfe” o vnéjsi vrstvy, a Ze
se tedy prakticky zachovava jeho moment hybnosti. Ten je L = J-w. Moment setrvacnosti | je Gmérny
R’ (R je polomér jadra), dhlova rychlost je w = 2m/T (T je perioda rotace). Z L = konst. tedy plyne, 7e
T ~ R%. Kdyz se polomér sniZi tisickrat (z 10 tisic km na 10 km), zkréti se perioda miliénkrat. Doba
rotace ,béznych hvézd” je fadu dnd, tedy 10° s, take i kdyby jadro hvézdy pred kolapsem rotovalo
s touto periodou, po kolapsu by mélo rotaéni periodu fadové 1 sekundu.’

e Proc maji pulzary tak silné magnetické pole?

Dlvod je analogicky jako v predchozim pripadé: velké téleso se ,,smrsklo” na malé téleso. Magneticky

Y8 Jenze na zadatku jde o tok velkou plochou (Umérnou Ry, kde R,

indukéni tok se pritom zachovava.
je polomér hvézdy), na konci o tok malou plochou (Umérnou R’ kde R je polomér pulzaru).
Magnetickd indukce se proto musi zvétsit v poméru (Ro/R)?, aby tok B-S zUstal konstantni. Kdy? se
polomér z nékolika stovek tisic kilometrd zmensi (nejprve pomalu a pak rychlym kolapsem) na 10 km,

zmensi se plocha Fadové 10°-krat; ve stejném poméru se tedy musi zvysit magneticka indukce B.

14 Jak jsme uvedli vy3e, celkovd energie uvolnéna pfi gravitacnim kolapsu je fadu 10*Ja 99 % energie odnesou

neutrina.

' Jestlize se rychlé expanze ucastni jen ¢ast odvrzené obalky hvézdy, mlze byt rychlost expanze vyssi.
16 Vyjimkou je uz zminény objekt AR Scorpii, ktery ma periodu necelé dvé minuty. Pro néj vychazi, Ze polomér
musi byt mensi nez asi 40 tisic km — opravdu to tedy muze byt bily trpaslik.

W Kratsi periody lze patrné vysvétlit tak, ze jadro jesté pfed kolapsem pfi pfedchozim stlacovani zrychlovalo

svou rotaci; rotace pulzart také mize byt urychlovana akreci materidlu, ktery kolem pulzaru obihal.

118 P v o v vs v . . e sy . ;. v svas
Nazorné mizeme fici, Ze ionizovana latka s sebou unasi magnetické indukéni ¢ary.
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Hodnota magnetické indukce u ,béznych hvézd” byva fadu desetin tesla, z toho vychazi hodnota po

kolapsu fadové 10° T. '*°

DalSi moznosti?
Je néjaky dalsi stav latky, ktery by mohl pfi jesté vyssich hustotach zastavit dalsi gravitacni hrouceni?

PFi velmi vysokych hustotach jiz neutrony nebude moZno povaZovat za oddélené Castice a latka se tak
vlastné bude skladat z jejich soucasti, tedy z kvark(. Spekuluje se proto, Ze by mohly existovat hvézdy
sloZzené z kvarku, tedy kvarkové hvézdy. Jde vsak o hypotetické objekty, jejich existence nebyla dosud
pozorovanim prokdzana. Zda opravdu existuji a jaké by mély vlastnosti, je proto zatim otevienou
otazkou.

119 s v 7 o . 7. vooer. v o o ST 7 ,
Uvadi se, Ze pro narlst magnetické indukce se uvazuji i dalsi mechanismy. U magnetar( se uvadi, Ze zesileni

pole je diky , efektu dynama“.
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4.3 Cerné diry

KdyZz md hvézda na konci svého vyvoje hmotnost vétsi nez asi 25 Mo, ma jeji jddro hmotnost vétsi nez
TOV-mez, tedy nez maximalni mozna hmotnost neutronovych hvézd. Pfi gravitacnim hrouceni proto
vzajemné odpuzovani nukleon( gravitacni kolaps nezastavi, a ten pokracuje dal.

Kdyz se kolabuijici jadro smrsti tak, e jeho polomér je 2GM/c?, kolaps u? uréité nejde zastavit — podle
TOV rovnice (28) by k tomu byl potfeba nekonecné velky gradient tlaku. Vysledkem je objekt, ktery jiz
vlbec nelze popsat klasickou newtonovskou mechanikou — cernd dira.

Trochu historie — aneb opravdu nejde ¢ernou diru popsat newtonovsky?

V jistém smyslu o existenci ,néceho jako cernd dira” spekulovali uz fyzici v ramci newtonovské fyziky.
John Michell*® v roce 1783 ptisel s myslenkou, Ze by mohly existovat hvézdy tak hmotné, Ze by z nich
nemohlo uniknout jejich vlastni svétlo. (Nazyval je ,temné hvézdy“.) Myslenka je v zdsadé
jednoducha:

Unikova rychlost z povrchu télesa o poloméru R a hmotnosti M je

U= ZG?M L (37)

Je-li 2GM/R > ¢, je unikova rychlost vétsi, nez rychlost svétla. To znamena, Ze svétlo z povrchu takové

hvézdy nemuUzZe nikdy doletét ke vzdalenému pozorovateli. Ten proto danou hvézdu nemize vidét,
s 122

bude pro néj ,cernd”.
Aby takova situace nastala, musi byt

2GM

CZ

R<

(38)

Nahodou zde vychazi stejnda hodnota, jako mame v TOV rovnici nebo ve Schwarzschildové metrice
(21), viz Schwarschilddv polomér (22). Je to ale opravdu spi$ nahoda, vlastnosti cernych dér rozhodné
nelze popisovat newtonovsky.?

Proc se svétlo nemUzZe dostat z ¢erné diry a jak je to s prostorem a ¢asem v okoli ¢ernych dér i uvnitr
nich, to ndm pomdiZe pochopit Schwarzschildova metrika. Popisuje totiZz prostorocas sféricky
symetrické nenabité ¢erné diry; ta se nazyva Schwarzschildova cerna dira.

Pojdme se proto podivat bliz na jeji vlastnosti.

120 Anglicky knéz a pfirodovédec, 1724-1793. Byl to on, kdo navrhl experiment pro méreni gravitacniho

pritahovani olovénych kouli a sestrojil aparaturu, kterou pak k tomuto pokusu pouzil H. Cavendish.

M

. - . . . . (o 1 m .
2! Nemusime asi pfipominat, Ze se tato rychlost spocte ze zakona zachovani energie, Emu2 —G? = 0, ani

pro¢, ma-li hmotny bod o hmotnosti m ,,pravé uletét do nekonecna“, je na pravé strané daného vztahu nula;

jde o analogii vypoctu druhé kosmické rychlosti.

122 . vs P
Michell pouzival vyraz ,,dark star”.

12\ uvedené newtonovské situaci by se svétlo dostalo kus nad povrch hvézdy a teprve pak by ,,spadlo zpatky*“.

Jak uvidime, podle OTR se z ¢erné diry svétlo nemuze dostat vlibec, ,,ani o kousek”.
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Vlastnosti Schwarzschildovy metriky

Pfipomenme si, jak Schwarzschildova metrika (21) vypada:

2
(ds)” = —cz(l—rg/r)(dt)z+%+(rd6’)z+(rsin9dgp)2 ; (39)
Schwarzschildiv polomeér je
2GM
g = o2 (40)

Vyznam souradnic

Se soufadnicemi 0 a @ je to jednoduché, jde o normalni sférické soufadnice, jak je zname z béZného
euklidovského prostoru.

Souradnice r je radidlni soufadnice. Ale pozor, nemUzZeme fici, Ze jde o vzdalenost od centra r=0,
takhle jednoduché to neni. Vyznam souradnice r zjistime napfiklad, kdyZ do (39) dosadime
t = konst. (takZe dt = 0), r = konst. (takZe dr = 0) a 8 = /2 (takze dO = 0). Dostaneme (ds)2 =(r dgp)2 ,
¢ili ds=rdg. Hodnota ds je ,kousek vzdélenosti“, a to po kruZnici v rovnikové roviné.™* Kdyz
se¢teme viechny ,kousky vzdalenosti“’*®, dostaneme obvod kruznice; vyjde jednoduse 0 = 27T .

Radialni soufadnice r je prosté obvod kruznice r = konst. déleny 2. **°

Pro¢ nemUzZeme Fici, Ze r je vzdalenost od centra? Vzdalenost v radialnim sméru dostaneme z metriky
(39) tak, Ze do ni dosadime t = konst., 8 = konst. a ¢ = konst. Vysledkem je (ds)2 = (dr)z/(l— r/r),
takze (pro r>rg): ds= dr/4 [1- rg/r . To znamen3, Ze ,kousek vzdalenosti” ds je vétsi nez dr. Navic

pro r<rgje ,vSechno jinak”, k tomu se jesté vratime.

A co €asova souradnice? Pro pozorovatele, ktery se vzhledem k ¢erné dife nehybe (tedy na r = konst.,

0 = konst. a ¢ = konst.) plyne z (39) (ds)2 =—¢° (1— rg/r)(dt)z. Pro vlastni ¢as pozorovatele pfitom
plati (d7)* = —(ds)z/c2 , takze
dr= 1—rg/r dt . (41)

Vidime, Ze pro r - oo je dz — dt, tedy pfirlstky vlastniho ¢asu pozorovatele a soufadnicového
Casu t jsou stejné. Je tedy uz jasné, co je Cas t: je to Cas pozorovatele v nekonec¢nu. Redlné tedy: cas
stojiciho velmi vzdaleného pozorovatele.

Ze vztahu (41) také vidime, Ze stojicim pozorovatellim, ktefi jsou blize k cerné dite, plyne cas

127

pomaleji.”*" Pokud bychom dosadili r=rg, da vztah (41) dtr = 0. TakZe bychom si mohli fici, Ze cas

pozorovatele, ktery je v klidu na r = ry, se zastavil. Ale miZe zde pozorovatel opravdu stat?

24 Jde o kfivku r = konst., 8 = 11/2. (Mohli bychom vzit libovolnou ktivku s centrem v r = 0, protoze metrika je
sféricky symetricka.) Pfipomenme, Ze Ctyfinterval (ds)2 zde ma prostorovy charakter, takzZe ds je prosté

vzdalenost.

12> Tedy zintegrujeme J’Z’[rdgo.
0

2% podobné bychom vyznam r mohli dostat z faktu, ze plocha sféry r = konst. je S = 47r’. Obé Uvahy souvisi

s tim, Ze geometrie sféry r = konst. je euklidovskd; cleny (r d¢9)2 +(rsin ngo)2 ve Schwarzschildové metrice
jsou stejné, jako v prostorocase specialni relativity, viz (18).

127 Pozorovatellm, ktefi se pohybuiji, také, ale to zde rozebirat nebudeme.
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Fotony letici od cerné diry

Pro Castice letici rychlosti svétla musi byt ¢tyfinterval (ds)® rovny nule — viz konec Dodatku A.**®

Pokud pUljde o fotony vyslané radialné smérem od cerné diry, bude d6 =0 a d = 0, TakzZe (39) da

0 = (ds)” = —c? (1— rg/r)(dt)2+(1(_dfr)/r) (42)

Odtud plyne (dl’)2 = (1— rg/r)z (Cdt)z, tedy

% = (1_r_g] C. (43)
r

Hodné daleko od ¢erné diry, pro r — oo, je % — ¢, takZe foton se prosté vzdaluje rychlosti svétla.

dr

Ovsem pro r blizké rg je rychlost vzdalovani mensi, a pro r=rg je EZO' takze foton zlstava

»sedét” na misté o souradnici rg.

Horizont cerné diry

Plose (sféfe) o radiadlni souradnici r=r,= se fikd horizont ¢erné diry.'” Mazeme ho

C
povaZovat za hranici ¢erné diry. Vyse jsme odvodili, Ze foton, vyslany na horizontu smérem ven, od
cerné diry, z(stava na horizontu, je tedy vici cerné dife i vlici vzdalenému pozorovateli v klidu.

MoZna namitka:
Pfirozené se muZe objevit namitka, Ze foton se prece pohybuje rychlosti svétla. Jak tedy muze
zUstavat v klidu?

Foton se skute¢né pohybuje rychlosti c, tedy rychlosti svétla.”® Ale vii¢i cemu se pohybuje rychlosti c?
VUéi inercidlnim systémm. V gravitaénim poli, jak uZ jsme rozebrali v predchozi kapitole, musi jit o
lokdlni inercidini systémy™’ (viz téz Dodatek B), napfiklad o lokaIni inercidlni systém pozorovatele

132

padajiciho do cerné diry.”” V{ci takovému pozorovateli se dany foton opravdu pohybuje rychlosti

svétla — presto vici vzdalenému pozorovateli stoji.
Dalsi moznda namitka, resp. otazka:
v . ; v 2 . . .
Slozka metrického tenzoru pred (dr)< je 1/(1— rJ/r)y=r/(r=r), pro r >, tedy diverguje.

Neznamena to, Ze se na horizontu s pozorovatelem stane néco divného nebo strasného, Ze je treba

128 Presnéji bychom méli fici, Ze jde o ¢tyfinterval uddlosti spojenych svételnym signalem. Navic, protoZe zde

pracujeme s diferencialy, musi jit o udalosti ,nekonecné blizké“, prakticky tedy velmi blizké. (Pokud bychom
tuto problematiku vykladali na Urovni stfedni Skoly, pracovali bychom zifejmé s konec¢nymi rozdily At, Ar apod.,
konecny by tedy byl i ¢tyFinterval (As)z; zdUraziovali bychom ale, Ze tyto rozdily musi byt velmi malé.)

' Toto plati pro sféricky symetrické nenabité ¢erné diry. Pro rotujici cerné diry a pro cerné diry s nabojem
existuji dokonce dva horizonty (fika se jim vnéjsi a vnittni), ale zde ¢tenare odkazeme na ucebnice OTR.

Poznamenejme, Ze horizontu ¢ernych dér se presnéji fika horizont uddlosti.

130 . v v ; grv v ;.
Ve vakuu, ale to ve Schwarzschildové cerné dife a vSude kolem ni je.

Viz téZ Dodatek B.

Jak uvidime, takovy pozorovatel by na svou zvidavost nakonec doplatil. Ale kdyZ to pozorovateli za ten
zazitek stoji... Pokud vam pfijde nehumanni uvazovat o pozorovateli, ktery skonéi v Cerné dire, tak si predstavte
néjaky automaticky systém registrujici, co se kolem néj déje a vysilajici signaly. Ale moc si ho nepersonifikujte,
aby vam nakonec nebylo lito i toho automatu...
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roztrhan? Nebo naopak stlacen do bodu, takze nemuze vysilat fotony, registrovat, co se kolem déje a
podobné? Nebo neznamena zminéna divergence, Ze by vrazil do néceho jako zed a nemohl
pokracovat dal?

Neznamena. Slapové sily totiz diverguji az pro r — 0. Podrobnéjsi rozbor ukazuje, Ze uvedené
chovani slozek metrického tenzoru na r = ry je jen dlisledkem toho, Ze Schwarzschildovy souradnice r
a t nejsou v okoli horizontu moc vhodné k popisu situace. Pozorovatel ve skutecnosti prichod
horizontem ani nezaznamend,** z jeho lokalniho pohledu se okamzik priichodu horizontem nelisi od
ostatnich. Klidné mUlze dal zkoumat okoli a vysilat svételné ¢i radiové signdly — jen tyto signaly nikdy
nedojdou klidem, ktefi zUstali vné cCerné diry. A co je podstatné: pozorovatel, ktery prosel
horizontem do ¢erné diry, se uz nikdy nebude moci vratit!

Horizont cerné diry plisobi jako jednosmérné propustna membrana. Cokoli mlze projit
dovnitf, ale nic (ani svétlo) nemuze projit ven. Praveé toto chovani vedlo k nazvu cernd dira.

Pod horizontem
Proc se vlastné pozorovatel nemUze vratit zpod horizontu?

Jednoducha odpovéd’ uz plyne z vyse feceného: Na horizontu by se musel pohybovat rychlosti svétla
(vaci lokalnim inercidlnim systémim), aby se vibec udrZel na konstantnim r. Uz to je pro
pozorovatele nemozné."** Aby se pohyboval smérem ven, musel by se pohybovat rychleji nez svétlo,

a to nejde.

Pozorovatel pod horizontem, tedy na r<rg, se navic musi nutné pohybovat smérem k centru. Proc¢
tomu tak je, ndm napovi pohled na Schwarzschildovu metriku (39): Pod horizontem, tedy pro r<ry
maji toti# slozky metrického tenzoru u (dt)* a (dr)’ opacna znaménka, nez pfi r < r,.

Nad horizontem je:

(ds)’ = —c*(1-r, /r) (dt)* + ———(dr)* +(rdo)’ +(rsinodg)
NI (@-r /r
>0 —
>0 (44)
Pod horizontem ale:**®
(ds) = — —=—(dr) +¢*(r /r=1) (dt)’ +(rdo) +(rsinode) (45)
(rg/r_l) Lr—/
T >0

Vidime, Ze souradnice r a t si zde prohodily role: Pod horizontem je r ¢asovou souradnici a
t prostorovou soutadnici. Pohyb smérem k centru je zde pohybem vpfed v ¢ase (!). Pozorovatel
nemuZe zabranit padu do centra stejné, jako my ve svém Zivoté nemUizZeme zastavit ¢as. A nemlze se
pohybovat smérem k vyssim hodnotam r, stejné jako my se nemizeme vracet v ¢ase nazpét.

33 Rozhodné zde nejsou nijak vyznacné slapové sily, které by mohly pozorovatele natahovat nebo stlacovat.

Ve formalismu OTR se to ,,technicky” projevi tak, ze i kdyz slozka metrického tenzoru na horizontu diverguje
(mluvime zde o tzv. sourfadnicové singularité), invarianty Riemannova tenzoru (a také slozky Riemannova
tenzoru v soustavé padajiciho pozorovatele), které vystihuji slapové sily, jsou zde konecéné. Slapové sily opravdu
divergujiazpror -0

34 protoze ma nenulovou klidovou hmotnost; rychlosti svétla se mohou pohybovat jen ¢astice s klidovou

hmotnosti my = 0.

35 Zde zamérné piseme clen s (dr)zjako prvni a piSeme (1-ry/r) = - (ry/r-1) aby bylo prohozeni roli r a t vyrazné

patrné.
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s v

Situaci pomuUzZe osvétlit prostorocasovy diagram, v némz vyznacime svételné kuzZele. Ty ukazuji Siteni
svételného signalu vdaném misté a Case (tedy lokalné, v okoli pfislusné udalosti). Svétocara
vyznacujici pohyb pozorovatele, automatické sondy nebo jakékoli ¢astice s nenulovou klidovou
hmotnosti musi vidy leZet uvnitt svételného kuzele.

136

V prostoro¢asovém diagramu specialni teorie relativity™ svira plast svételného kuzele s ¢asovou

osou vidy uhel 45°.%%7 V/ prostoro¢asovém diagramu OTR vystihujicim Schwarzschildovu metriku (39),
v némi pouzijeme Schwarzchildovy soufadnice,*®je tomu tak jen daleko od ¢erné diry. Blize
k horizontu se svételné kuZele zuZuji, na samotném horizontu vlastné degeneruji v tsecky. Pro r<ry

jsou svételné kuzele otocené o 90 stupnd.

ctt
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Pozorny ¢tenar (resp. ,,Stouravy” Zak ¢i student) by ale mohl vyslovit dvé namitky.

Namitka 1:

v v

Jak vime, Ze pod horizontem smér ,do budoucnosti“ mifi smérem k centru, a ne od né;?

Ze samotného prostorocasového diagramu to nepozname. Ale pokud napiSeme pohybovou rovnici
pro radialni pad pozorovatele a za ¢as zvolime vlastni ¢as T daného pozorovatele, miZeme ji vyresit —
a vysledkem je stéle se zmensujici souradnice r. Pfi prichodu horizontem se nic nezméni, T roste a r
se zmensuje.

Druhou mozZnosti je pouZit jiné souradnice, vhodnéjsi pro popis v okoli horizontu, a nakreslit

prostorocasovy diagram v nich. K tomu se dostaneme za chvili."**

Namitka 2:

Svételné kuZele se v blizkosti horizontu zuZuji symetricky, takZe se zda, Ze tézké je nejen vzddlit se od
horizontu, ale i se k nému pfiblizit. MoZna pfi padu do Cerné diry pfi r — 1, jde Cas t k nekonecnu.

Neznamena to, Ze pozorovatel vlastné nikdy horizontem neprojde?

136 Tedy bez gravitace, slovy OTR v plochém prostorocase.

137 . v, svs . v . . ‘v v .
Na svislou osu pfitom vynasime ct. (Alternativné bychom mohli na svislou osu vynaset ¢as v sekundach nebo

v rocich a na vodorovnou osu délku ve svételnych sekundach resp. svételnych rocich.) Pokud se svételny signal

radidlné vzdaluje od centra r=0 nebo se k nému radialné pfiblizuje, je jeho rychlost v radidlnim sméru i—:z tc,

Ar
A(ct)

takze

=+ 1. Z toho je sklon svétocar svételnych signal(l v prostorocasovych diagramech STR dobfe vidét.

138 . v sy
Na svislou osu opét vynasime ct.

Jednou moznosti by bylo pouZit ¢as T padajicich pozorovatell a vhodné pozménit radialni souradnici. (Pro
ptipad, Ze byste na dany popis narazili, témto soufadnicim se fika Lemaitrovy.)

139
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Kdybychom spocitali pad pozorovatele nebo Castice do Cerné diry, dostaneme opravdu t — o pfi r—r, .

Z pohledu vzdéaleného pozorovatele ¢i, chcete-li, z pohledu vnéjsiho vesmiru pozorovatel opravdu
horizontem projde az v nekonec¢ném case. Ovsem, jak uz bylo feceno, pro pozorovatele samotného trva
pad do &erné diry jen koneény ¢as.**

Lepsi popis prostorocasu nad i pod horizontem: KruskalGv diagram

Pro ndazorny popis prostoroCasu Cerné diry se casto pouZivd tzv. Kruskaliv diagram. Misto
Schwarzschildovych soufadnic r a t pouZiva jiné soufadnice, zvané Kruskalovy a oznatované u a v. '
Souradnice u ma prostorovy charakter, souradnice v ¢asovy charakter, a to nad horizontem, tak pod
nim. Transformacni vztahy mezi Schwarzschildovymi a Kruskalovymi soufadnicemi zde nebudeme
vypisovat,'*? vztah mezi nimi je patrny v samotném Kruskalové digramu:

U A

=

-
A\

%
25
. d(.&

V diagramu jsou vidét ¢ary konstantniho r (maji tvar hyperbol) a konstantniho t (jde o pfimky resp.

Casti primek prochazejici pocatkem). Horizont zde ma specialni postaveni: je jak ¢arou konstantniho r

(r=ry), tak ¢arou t = oo.

Prava cast digramu popisuje prostorocas nad horizontem, tedy vné ¢erné diry, ¢ast digramu vlevo od
Cary r = rg pak oblast pod horizontem, tedy vnitfek Schwarzschildovy ¢erné diry. V této ¢asti je dobre
vidét, Ze r je zde casovou souradnici, a Ze pad do r = 0 opravdu znamenad pohyb vpred v Case. Kfivka
r =0 vyznacuje singularitu, v niz diverguji slapové sily. Z diagramu je vidét, Ze singularita neni jen
prostorovy bod, jak se to zddlo byt ve Schwarzschildovych soufadnicich; prostorocas cerné diry je
zkratka slozitéjsi.

0 pro gerné diry s hmotnosti nékolikanasobku hmotnosti Slunce dokonce velmi kratky ¢as. Z mista o radialni
soufadnici 3 ry az do r = 0 trva pad méné nez 10 rg/c; Pro ¢ernou diru s hmotnosti 10 Mo je to méné nez

milisekunda. (To se pozorovatel po vnittku ¢erné diry ani pofadné nerozhlédne...)

141 o v ; v . v , o P o v o . v
Jsou nazyvany téz Kruskalovy-Szekerésovy soutadnice. Oznaceni se v rlznych pramenech muze riznit (napf.

na prislusné anglické strance Wikipedie je oznacuji Xa T).
1“2 Zajemci je mohou najit v rliznych ucebnicich OTR (a téZ v jiz postarsich skriptech L. Dvorak: Obecnd teorie
relativity a moderni fyzikdlni obraz vesmiru), nebo i v internetovych zdrojich véetné Wikipedie. (Hledejte heslo

»Kruskal-Szekeres coordinates”.)
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Za singularitu (tedy za kfivku r = 0 v Kruskalové diagramu) uzZ prostorocas ,protdhnout” nem(zeme,
byt by to v digramu vypadalo lakavé, jit ,,do vy$sich hodnot v“. V singularité prosté svétocary vsech
Castic kondi. Alespon z hlediska OTR — mozna, Ze v tésné blizkosti singularity, ve skutecné extrémné
silném gravitaénim poli, za¢ina platit néjaka ,nova fyzika“, o tom zatim nic nevime.'

Pohyb fotont a dalSich éastic padajicich do ¢erné diry — znazornéni v Kruskalové diagramu

Jednou z vyhodnych vlastnosti Kruskalova diagramu je skutecnost, Ze svétocary fotonud jsou primky
svirajici se svislou osou tGhel 45°.*** V nasledujicim diagramu je zobrazena svétocara fotonu vyslaného
vzdalenym pozorovatelem pfimo do cerné diry, presné v radidlnim sméru. Jsou zde vyznaceny i

svételné kuzele.

-
A\

>
r‘o

2
d-

SR

Pravé svételné kuzele ukazuji, 7e zpod horizontu se nejde dostat nazpét ven z ¢erné diry. (Zadna
Castice se nemuze pohybovat rychleji nez svétlo — tedy mit v diagramu caru, ktera by se odchylovala
od sméru svislé osy o vic nez 45°.)

MozZna jesté nazornéji je to vidét, kdyZz do Kruskalova diagramu zakreslime svétocaru pozorovatele
padajiciho do ¢erné diry, jak to ukazuje diagram na nésledujici strané.**®

143 . Ly v . v T o v Vv , . v v v
O singularité uvnitf Schwarzschildovy ¢erné diry se ale nemuizeme z vnéjsiho vesmiru nic dozvédét, protoze

je skryta pod horizontem. Podobné je tomu u obecnéjsich typud ¢ernych dér, byt tam by pfi prekroceni
nékterych parametrd (konkrétné momentu hybnosti a/nebo naboje ¢erné diry) mohly horizonty vymizet a
singularita by byla vidét i pro vzdalené pozorovatele; takovy (hypoteticky) objekt se nazyva nahd singularita.
Podle soucasného presvédceni vsak plati tzv. hypotéza kosmické cenzury, podle niz jsou vSechny singularity
skryty pod horizontem.

" Toto plati pro fotony radialné padajici do ¢erné diry nebo radialné se od ni vzdalujici. Pohyb fotond, které by
mitily jinymi sméry, je samoziejmé sloZitéjsi.

5 poznamka (a soucasné omluva pro ty, kdo maji radi co nejvétsi precisnost): Svétocara padajiciho
pozorovatele je zakreslena jen ,,symbolicky“, nejde o presny tvar svétocary, ktery by vysel vypoctem z prislusné
pohybové rovnice. (Pfislusny vypocet jde samoziejmé provést, dokonce analyticky, zajemci jej najdou

v uCebnicové literature.)
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Na svétocare pozorovatele (zelena krivka) je vyznaceno nékolik svételnych kuzel(l a také svétocary
fotonl vyslanych pozorovatelem ve dvou okamzicich: jednou vné cerné diry (tedy nad horizontem) a
jednou pod horizontem. Je vidét, Ze svételny signal vyslany radialné ven z mista nad horizontem
pokracuje do vétsich a vétsSich r, to znamen3d, Ze svétlo se od cerné diry vzdaluje. OvSsem signal

vyslany zpod horizontu nutné konci v singularité r = 0.

A\
N
»F("e

Pfi popisu skutecnych cernych dér si ovsem musime uvédomit, Ze uvedené diagramy popisovaly
situaci v pripadé, kdy vsude bylo vakuum. U ¢erné diry vzniklé gravitacnim kolapsem ovsem bude
vevnitt hvézdy metrika jind a KruskalGv diagram popisuje jen prostorocas vné kolabujici hvézdy. Jeho
Cast tak bude ,,odfiznuta“, jak (spiSe symbolicky) ukazuje nasledujici diagram:

{9

u

»

Poznamenejme, Ze pokud by bylo vSude vakuum, mohli bychom naopak Kruskallv diagram
prodlouZit do levé dolni poloviny, takové diagramy mlzeme najit v literatufe a na internetu, viz téz
Dodatek C.*® Ted se viak rad&ji podivame na realisti¢t&jsi p¥ipady ¢ernych dér.

R kovy diagram popisuje i hypotetickou bilou diru.
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Nesféricky gravitacni kolaps a co jim vznikne

Vyse uvedeny pripad sféricky symetrické ¢erné diry se muize zdat prilis specialni. Skutecna hvézda
jisté neni presné sféricky symetrickd, uz proto, Ze hvézdy rotuji. Co kdyZ je vySe popsana
Schwarzschildova cerna dira jen néjakym idealné jednoduchym modelem? A co kdyz tedy singularita,
kterda ve Schwarzschildové metrice je v r = 0, je jen dlsledkem sférické symetrie? Treba se pfi
gravitaénim kolapsu skutecné hvézdy jednotlivé ¢astice prosté néjak minou, a tak divna véc, jako je
singularita, vibec nevznikne! A tfeba nevznikne ani ¢erna dira...

Takovéto uvahy fyzikové skutecné vedli az do Sedesatych let minulého stoleti. V roce 1965 vsak
R. Penrose ukazal, Ze singularita se nutné vyvine uZ za velmi obecnych predpokladl. Spolu
s S. Hawkingem a dalSimi pak dany pfistup zobecnili v fadé teorémi o singularitdch. Za sv{j ptinos

v této oblasti byl Roger Penrose v roce 2020 ocenén Nobelovou cenou. ™’ 8

Jaké mohou byt obecné cerné diry?

Zajimavym vysledkem fady praci je zjisténi, Ze cerné diry musi byt vlastné velmi jednoduché, a staci je
popsat jen tfemi parametry (!).
PFi gravitatnim kolapsu se totiz prakticky viechny nesymetrie® jednak vyzafi pry¢ (gravitaénimi
vinami) a jednak ,skryji“ pod horizont. Vysledna cerna dira je pak charakterizovana jen tfemi Cisly:

e hmotnosti M,

e momentem hybnosti L,

e nabojem Q.

150

Zadné daldi charakteristiky u? ¢erna dira nemd.™ Podle pfisluinych feeni Einsteinovych rovnic

nesou proto obecnéjsi cerné diry nasledujici nazvy (uvadime i sféricky symetrické pripady):
e Schwarzschildova ¢erna dira (sféricky symetrickd, charakterizovana jen svou hmotnosti M),
e Reissnerova-Norstromova ¢erna dira (sféricky symetricka, ale nabitd, charakterizovana M a Q),
e Kerrova Cerna dira (rotujici, nenabitd, charakterizovand M a momentem hybnosti L),
e Kerrova-Newmannova (nabita rotujici ¢ernd dira, charakterizovana M, L a Q).

Realné ziejmé Eerné diry nemaji vyznamnéjii naboj, takze typickou ¢ernou dirou je Kerrova.™*

Y zdavodnéni zni , za objev, Ze vytvoreni ¢erné diry je robustni predpovédi obecné teorie relativity”.

(Nobelovu cenu ziskal spolu s Reinhardem Genzelem a Andreou Ghez; o nich se jeSté zminime v souvislosti se
superhmotnou ¢ernou dirou v centru nasi galaxie.) Roger Penrose je velice tviré¢im matematikem a
matematickym fyzikem, ktery obcas pfichazi i s trochu nonkonformnimi myslenkami, viz napf. jeho knihu
»Emperor’s new mind“ nebo v ¢estiné vydanou , Makrosvét, mikrosvét a lidska mysl“. Pfecist si néco od néj
rozhodné stoji za to.

%8 7e v teorémech o singularitach nejde jen o jeden nebo dva teorémy, se mohou zajemci presvédcit napriklad
v ¢lanku na https://arxiv.org/pdf/1410.5226.pdf. Je prehledny, ale docela technicky; o jeho zdbéru svéddi uz to,

Ze cituje 323 polozek literatury...

19 Technicky feceno: nesymetrie popsané multipdly vyssich Fada.

B0 Toto tvrzeni je znamo jako ,,no-hair theorem”, tedy konstatovani ,Cerna dira nema zadné vlasy” — minéno
dalsi parametry nez M, L a Q. Nékdy se ovsem uvadi spiSe jako domnénka (,,no-hair conjecture”). | kdyz je totiz
dokazano za dosti obecnych predpokladd, uvadéji se mozné vyjimky, napfiklad pokud by vstupovala do hry
néjaka, zatim spiSe hypoteticka, fyzikalni pole (uvadi se ,nekomutativni Yang-Millsovo pole” apod.). Dana
problematika tedy jesté neni plné uzavrena.

1 Jeji metriku zde nebudeme uvadét, zdjemci ji najdou v literature. Uvedeme jen, Ze Kerrova ¢erna dira ma
vnéjsi a vnitfni horizont, uvnitr vnitfniho singularitu (ta je ¢asového charakteru) a vné vnéjsiho horizontu oblast
zvanou ergosféra, z niz by bylo mozno dostavat energii na ukor rotace ¢erné diry. Moment hybnosti Kerrovy
¢erné diry je omezen, pfi prekro¢eni mezni hodnoty by se nejednalo o ¢ernou diru, ale o nahou singularitu.
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Dalsi vlastnosti cernych dér

Fyzika Cernych dér je rozsadhlou oblasti relativistické astrofyziky a my zde miZeme uvést uz jen par
sttipk z jejich teoretickych vysledk.

K zajimavym vysledkim vedla napfiklad Gvaha, Ze padem do cerné diry mizi ,,neusporadanost” véci,

152

které do ni padly — tedy entropie latky, kterd zmizela pod horizont.” To vedlo ke zjisténi, Ze Cerné

diry maji entropii, ta je tmérna plose horizontu.™

Ovsem s entropii by méla byt spojena teplota — ¢erna dira, resp. jeji horizont by tedy mély mit urcitou
teplotu. Ale co ma nenulovou teplotu, mélo by zafit. ProtoZe Cernd dira pohlcuje vSe, co na ni
dopadne, vcetné svétla, chovd se jako absolutné cerné téleso. Méla by tedy jako absolutné cerné
téleso také zarit. Ale jak mlze zarit, kdyZ vSe pohlcuje?

Hawkingovo zareni

Tento zdanlivy rozpor vyresil vroce 1974 Steven Hawking. Ukazal, Ze diky kvantovym efektim

v blizkosti horizontu ¢erné diry opravdu zafi, a Ze zareni ma charakter zafeni ¢erného télesa.™ P

ro
cerné diry hvézdnych hmotnosti je ovSem toto Hawkingovo zdfeni zcela zanedbatelné — ¢erna dira o
hmotnosti Slunce vyzafuje zafeni s teplotou ani ne 107 K. Pro hmotné&jsi ¢erné diry je teplota jesté

niz$i, teplota zareni je totiz nepfimo Umérna hmotnosti ¢erné diry.™ | pro ¢ernou diru, ktera by byla
ve vesmiru docela osamocena, by tedy nad vyzafovanim o mnoho Fadi prevladlo pohlcovani

reliktniho zareni.»®

Pro c¢erné diry o malych hmotnostech (pouziva se nazev ,minidiry“) je oviem vyzarovani silnéjsi a pfi
dostate¢né malé hmotnosti diry odndsi uz vyznamnou energii, tedy i hmotnost — a ¢ernd dira se tak
postupné ,vyparuje”. Jde o zajimavy proces: ¢ernd dira vyzafuje, jeji hmotnost se zmensuje, ale
teplota pritom roste. Rychlost vyparovani se tedy zvysuje a cely proces by tedy mél skoncit explozi,
resp. zableskem. Jde oviem zatim jen o teoretickou predpovéd.” Cerné ,minidiry“ mozna mohly
vzniknout p¥i velkém tiesku; ty, které by mély pocateéni hmotnost néco pres 10™ kg, by pravé
v soucasnosti, asi 14 miliard let po velkém tresku, mély byt v konecné fazi vyparovani. Zatim vsak

zadné efekty tohoto typu nebyly pozorovany.
Jaké hmotnosti mohou mit ¢erné diry?

O moznych ,minidirach” jsme se uz zminili. V soucasnosti vSak o nich nemame Zadné pozorovaci dlikazy.

Cerné diry o hmotnostech jednotek aZ desitek hmotnosti Slunce mohou vznikat — a zFejmé vznikaji —
gravita¢nim kolapsem jader dostatecné hmotnych hvézd.

2 Hmotnost této latky nemizi: kdyz , krmite” ¢ernou diru padajici hmotou (latkou nebo zafenim), hmotnost

cerné diry roste.

3 Toto zjisténi je spojeno s pracemi J. Bekensteina za¢atkem sedmdesatych let.

>4 Nazorné se tento Hawkingav efekt vyklada tak, Ze v blizkosti horizontu (vné cerné diry) vznikaji virtuaini pary

Castice-anticastice (mUZe jit i o dvojice foton(). Slapové sily od sebe mohou tyto ¢astice odtrhnout. Jedna
¢astice z paru ma zapornou celkovou energii a spadne pod horizont, druha ¢astice ma kladnou celkovou energii
a odleti od ¢erné diry pry¢. Zpod horizontu tedy nic neprochazi ven, presto z tésného okoli ¢erné diry vyletuji
Castice a odnaseji energii. Hmotnost samotné ¢erné diry pfitom klesd, diky tomu, Ze do ni padaji ¢dastice se
zapornou energii. (No neni ta fyzika uchvatna?)

7= 6.10° K -(Mo/M)

¢ Jde o mikrovinné zaFeni, které je pozlistatkem Big Bangu (velkého tfesku) a dnes ma teplotu asi 2,7 K.

157 v . v, o s 4 I v YT v . s s v
Otevienou otdzkou pfitom zUstava, zda po finaIni explozi z ¢erné diry néco zbyde nebo zda zmizi Uplné.
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Ve vesmiru ovsem mohou existovat i ¢erné diry mnohem hmotné;jsi. Superhmotné cerné diry
dokonce mohou vzniknout snaze nez ¢erné diry hvézdnych hmotnosti. Pro¢ tomu tak je, Ize vysvétlit
jednoduse:™®

Jestlize téleso o poloméru R mda priimérnou hustotu p, je jeho hmotnost M =§7rR3p. Kdyz za R
dosadime gravitaéni polomér télesa, tedy 2GM/c?, dostaneme M = 3—3271(G3/CG) M 3p. Odtud mlUzeme

urcit primérnou hustotu télesa, jehoZ vnéjsi okraj pravé prochazi horizontem — tedy télesa, které se
praveé stava cernou dirou. Dostavame

2

3¢ 1 M

p= —— = 2-10" kg/m’ (46)
327G° M Mg

Pro téleso o hmotnosti Slunce jde o hustotu prevysujici jadernou. Ovsem pro téleso s hmotnosti sto

milidnd hmotnosti Slunce uZ je hustota jen dvojnasobkem hustoty vody! Gravitace tedy zjevné

nemusi prekondavat zadné extrémni tlaky, aby ke kolapsu do ¢erné diry doslo.

Cerné diry ve vesmiru — kde a jak je pozorujeme
Cerné diry hvézdnych hmotnosti

Osamocenou cernou diru o hmotnosti jednotek aZz desitek Mo v prazdném prostoru prakticky nelze
detekovat. Nic nevyzafuje a okoli ovliviiuje jen svym gravitaénim polem.***

Jinak je tomu v ptipadé cerné diry, kterd je slozkou dvojhvézdy, kde druhou slozku tvofi normalni
hvézda. Z pohybu této druhé slozky mizZeme zjistit, Ze obiha kolem spolecného hmotného stredu
s neviditelnym , prlvodcem®, kterym je tedy néjaky kompaktni objekt. A hlavné — pokud jsou k sobé
obé slozky dvojhvézdy blizko, tak z normalni hvézdy muze pretékat latka k ¢erné dife a padat do ni.

Nepadd ovsem pfimo radidlné (diky momentu hybnosti, ktery ma), ale obiha kolem cerné diry a
vytvari tak disk — fika se mu akreéni disk.™® V akre¢nim disku se latka diky viskozité a stlateni zahfiva
na velmi vysoké teploty, takze muiZe zafit i v rentgenovém oboru spektra. A pravé rentgenové zareni
proto muizZe byt indikdtorem toho, Ze se v systému dvojhvézdy nachazi ¢erna dira — zejména, kdyz je
intenzita zafeni velmi rychle proménliva.*®

Prvnim kandidatem na cernou diru v dvojhvézdé byl objekt Cygnus X-1. Jako rentgenovy zdroj byl
objeven jiz vroce 1964, podrobnéji byl pozorovan rentgenovym dalekohledem druZice Uhuru
vypuiténé v roce 1970 a nasledné bylo zjisténo, Ze je slozkou dvojhvézdy.'®> MéFeni pohybu druhé
slozky umoznila urc¢it hmotnost kompaktniho objektu na vice nez 10 Mo, dalsi méfeni vedla ke

8 pro nage jednoduché vysvétleni ted budeme pouzivat odhady zalozené na newtonovské fyzice; daji nam

dobrou zdkladni predstavu. Navic tfeba vztah pro hmotnost télesa, ktery pouzijeme, plati stejné i v OTR.

159 . v , o v e v v ;g . ve . v ;
Hawkingovo zareni mGzZeme zanedbat. Gravitacni pole ¢erné diry sice zakrivuje svételné paprsky, ale

pravdépodobnost, Ze by zrovna ve sméru od Zemé byl za cernou dirou zdroj svétla, aby se projevil efekt
gravitacni ¢ocky, je jen mala.

1% Akrece je, jak nam vysvétli treba Wikipedie, ,, postupné dopadani latky na hvézdu, galaxii nebo jiny objekt...”.
(Alespor pokud se tyka astronomie, obecné uvadi, Ze jde i o ,,navazovani ¢astic na schranky mékkysa“; jak
vidno, vidy jde o pridavani latky zvenku.)

161 Je-li charakteristickd doba, za kterou se intenzita zareni vyznamné méni, rovna T, Ize usoudit, Ze objekt,

ktery je zdrojem zareni, musi byt mensi nez cT. Kratka doba zmén tedy znamena maly objekt.

182 pokud vés to zajima, tak druhou sloZzkou je hvézda HDE226868. Jde o veleobra, ten nemze byt zdrojem

rentgenového zareni.
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zpfesnéni na hodnotu (15+1) Mo.® Casova variabilita rentgenového zafeni je a7 na Urovni jedné
milisekundy, takZe rozmér kompaktniho objektu musi byt mensi nez 10 m-3-10% m/s = 300 km. Jde
tedy o maly objekt, ale vzhledem ke hmotnosti nem(ze jit o neutronovou hvézdu — jedind mozZnost,
ktera zbyva, je Cerna dira. Ta vysvétluje vSechny pozorované charakteristiky daného objektu.

Cygnus X-1 byla prvni objevenou ¢ernou dirou, ale nezlstala jedinou. Katalogy dostupné na webu

uvadéji nékolik desitek kandidatd na ¢erné diry.*®*

Navic se od roku 2016 pti hledani ¢ernych dér nemusime omezovat na elektromagnetické zareni.
Novym ,,oknem do vesmiru” se totiz stala astronomie gravitacnich vin. A ta jiz ptinesla o ¢ernych
dirdch mnoho cennych dat.

Gravitacni viny nas informuji o srazkach cernych dér

Existenci gravitacnich vin teoreticky pfedpovédél uz Albert Einstein. Jde vlastné o viny prostorocasu.
Vyzafuji je napriklad dvé télesa obihajici kolem sebe. Ovsem pfi obézich napfriklad planet kolem
Slunce je vyzafovana energie nicotna.™ Velmi hmotna télesa, jejich? vzdalenost je mala, a obihaji
tedy kolem sebe velkou rychlosti, mohou vyzafovat mnohem vice.'®®

Gravitac¢ni viny odnaseji ze systému energii. Obé télesa se diky tomu k sobé pfiblizuji, rychlost jejich
obéhu proto vzrista a roste tedy i vyzarfovany vykon. Nakonec se obé télesa srazi; v pfipadé cernych
dér spolu obé diry splynou v jednu vétsi.

Teoretici dnes umi spoditat, jak vypadaji gravitaéni viny vyzafované pfi takové srazce ¢ernych dér.'®’

Diky zkracujici se periodé obéhu scasem roste frekvence
A

vyzatovanych vin, roste také jejich amplituda. Vysledny signal, h
kdyz by se prevedl do zvukové podoby, pfipomina /\A
A NS

zacvrlikani“, *®® také se mu tak Fika.

7 Vr~~"7
Profil takové gravitaéni viny ukazuje obrazek.'® A pravé takovy \/ \/ U \/ ¢

svs

signal zachytil detektor gravitaénich vin LIGO v za¥i 2015.7° ze

zachyceného signdlu je dokonce moZno dopocitat hmotnosti
srazejicich se ¢ernych dér (!).

' Dnes se nékdy jako vysledek dalSich méreni uvadi 14,8 Me., viz napf.

https://www.nasa.gov/mission pages/chandra/multimedia/cygnusx1.html.

164 Napfiklad ,BlackCAT” katalog (https://arxiv.org/abs/1510.08869 a http://www.astro.puc.cl/BlackCAT/)
uvadi dnes 66 kandidatl na ¢erné diry v rentgenovych zdrojich v dvojhvézdach, z toho 18, jejichz parametry
(zejména hmotnost) byly uréeny mérenim parametru orbity dvojhvézdy, a uvadi je tak jako ,,dynamicky
potvrzené” ¢erné diry. Zahrnuje pfitom jen tzv. transientni zdroje (které rentgenovsky zari jen nékdy), takze
neuvadi tfeba Cygnus X-1.

Pocet kandidatt na ¢erné diry i pocet potvrzenych pfipadd se bude s ¢asem urcité ménit.
165

Napriklad gravitacni viny, které vyzatuje Jupiter diky obihani kolem Slunce, maji energii jen nékolik kW.

106 Napriklad binarni pulsar PSR1913+16, jehoz slozky kolem sebe obihaji s periodou necelych 8 hodin, vyzatuje

gravitaénimi vinami vykon asi 7-10 W.

%7 Srazkou zde myslime zrychlujici se vzajemné obihani a ndsledné splynuti.

168 Anglicky chirp.

1% profil je prekreslen z grafu na strance
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/db/LIGO_measurement_of gravitational waves.svg. (Dany graf

je prevzat z ¢lanku uvedeného v nasledujici poznamce.)
170

Viz ¢lanek o prvni detekci gravitacnich vin v ¢asopise Physics Review Letters publikovany 11. 2. 2016;
dostupny je na https://physics.aps.org/featured-article-pdf/10.1103/PhysRevLett.116.061102.
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Od té doby detektor LIGO'"*, od roku 2017 i ve spoluprdci s italskym detektorem VIRGO, zachytil fadu
podobnych udalosti. Jejich seznam se stale rozriistd a dosahuje uz nékolika desitek.'’? Pocet bude

nepochybné dale nar(stat.

Z dosud zachycenych signall ze srazek jde ve dvou pripadech o srazky neutronovych hvézd, v jednom
pfipadé zirejmé o srazku neutronové hvézdy s Cernou dirou; ve vSech ostatnich pfipadech pak o
srazky ¢ernych dér. Hmotnosti cernych dér pred srazkou, zjisténé z dat, jsou od asi 5 Mo az po vice
neZ 60 Mo,"”* hmotnosti vyslednych ernych dér jsou samoziejmé vyssi.

Detekce gravitacnich vin tak pfinasi nejen fadu nové objevenych cernych dér, ale i nové poznatky o

jejich vlastnostech.”

Objevy dalsich ¢ernych dér budou urcité nasledovat, vidyt pocet éernych dér v nasi galaxii se
odhaduje radové na vice nez deset miliénl, mozna az miliardu.'”

€erné diry ,prostfednich hmotnosti“'’®

Tyto cerné diry by mély mit hmotnosti stovek aZ desetitisici Mo. Wikipedie jiz uvadi nékteré
kandidaty, ovSsem existence takovychto cernych dér, napfiklad v kulovych hvézdokupach, je dosud
predmétem vyzkumu."”’

Superhmotné cerné diry

Superhmotné cerné diry maji hmotnosti od stovek tisic az do desitek miliard hmotnosti Slunce.
Nachazeji se v jadrech galaxii a v kvazarech’®.

Superhmotnd cernd dira se nachazi i vjadru nasi galaxie; za jeji objev byla vroce 2020 udélena

Nobelova cena.*”

Oznacuje se jako Sagittarius A* (zkracené Sgr A*), od Zemé je vzdalena asi 26 tisic
svételnych let smérem k souhvézdi Stielce'®®. Samotny objekt nelze pozorovat v optickém spektru,

tomu brani pohlcovani svétla prachem, kterd se nachazi v galaktické roviné mezi Zemi a galaktickym

1 Jde o dva nezavislé detektory, v Livingstonu a v Hanfordu. Jejich signal se porovndva, coz umoznuje vyloucit

jiné vlivy pUsobici na nesmirné citlivé detektory.

72\ dobé psani tohoto textu Slo o padesat zachycenych signalll ze srazek kompaktnich objekt(. Prvni katalog

takto detekovanych srazek obsahoval 11 uddlosti; katalog GWTC-2, zvefejnény 27. 11. 2020, viz
https://www.ligo.org/science/Publication-O3aCatalog/, k nim piidal dal3ich 39 srazek. Slo o signaly zachycené

od 1. 4. do 1. 10. 2019 (Data se dlouho peclivé provértuji a analyzuji, nez jsou finalné zverejnéna.)
173

V jednom pripadé dokonce pres 90 M. Hmotnosti srazejicich se ¢ernych dér (ev. neutronovych hvézd) a

X

hmotnosti po srdzce prehledné ukazuje graf ,,hmotnosti na hvézdném hrbitové“, viz

https://www.ligo.org/science/Publication-O3aCatalog/images/Stellar Graveyard noerror GWonly.png.
174

Novinkou je zjisténi, Ze se mezi ¢ernymi dérami vyskytuji i diry s hmotnostmi ptres padesat hmotnosti Slunce.
73 iz napf. stranku NASA pro vefejnost https://science.nasa.gov/astrophysics/focus-areas/black-holes, kde se

uvadéji i odkazy na nové objevy v této oblasti.
17

® intermediate-mass black holes, pokud o nich chcete vyhledat informace tfeba Googlem.

v Prehledny clanek (z ¢ervna 2020) poskytujici v ivodu informace i o supermasivnich ¢ernych dirach viz

https://www.annualreviews.org/doi/abs/10.1146/annurev-astro-032620-021835. (Pozn.: Pokud by vam nesel

volné stahnout, jeho verze z listopadu 2019 je k dispozici na https://arxiv.org/abs/1911.09678.)
178

O téch bude zminka jesté dale.

7% Reinhardu Genzelovi a Andreje Ghez (kazdému Ctvrtina Nobelovy ceny, druhou polovinu dostal Roger

Penrose). V ocenéni se ponékud opatrné konstatuje, Ze cena byla udélena za , objev superhmotného
kompaktniho objektu v centru nasi galaxie”. Astrofyzikalni komunita ale v zasadé nepochybuje o tom, Ze timto
kompaktnim objektem je cerna dira.
180 . Y P . .

Proto je v jejim nazvu to Sagittarius.
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h.™! Signal v radiovém

jadrem. Objekt a jeho okoli Ize nastésti pozorovat v jinych vinovych délkac
oboru z tohoto sméru byl zjistén uz za¢dtkem tficatych let 20. stoleti, zafeni samotného kompaktniho

objektu pak v sedmdesatych letech.

Pozdéji byly méreny pohyby hvézd v tésné blizkosti Sgr A*. Hvézda oznacovanda S2 ma periodu obéhu
asi 16 let a nejmensi vzdélenost od centra jen 120 astronomickych jednotek (asi 1,8:10"* m). Rychlost
S2 pfi prachodu pericentrem™? byla asi 7 700 km/s, tj. asi 2,5 % rychlosti svétla. Z parametrd ob&hu
této a dalsich hvézd Ize urit hmotnost centralniho kompaktniho objektu, &ini asi 4 miliény Mo.™®
Radiova interferometrie na velmi dlouhé zakladné umoZiuje urcit, Ze polomér centralniho objektu je

mensi nez asi 2,2-:10"° m."™ To je necely dvojnasobek Schwarzschildova poloméru pro téleso dané
hmotnosti. Je vidét, Ze superhmotnym kompaktnim objektem v centru nasi galaxie opravdu musi byt

cerna dira.

Dodejme, Ze diky infracervenym pozorovanim lze dnes detekovat i plazmu obihajici kolem dané
¢erné diry na poloméru jen asi 6x vétsim, nez je jeji gravitacni polomér; zmérena rychlost obéhu
dosahuje az 30 % rychlosti svétla.

Cerné diry se ziejmé vyskytuji v jadrech vétsiny, ne-li dokonce viech galaxii. A to i ¢erné diry vyrazné
hmotnéjsi, nez v centru MIécné drahy. Naptiklad vjadru galaxie v Andromedé je cernd dira o
hmotnosti sto a7 dvé sté miliénd hmot Slunce (tj. ¥adu 10®° Mo). A vjadru galaxie NGC4889
v souhvézdi Vlasy Bereniky dokonce o hmotnosti asi 2,1:10™ Mo. V kvazarech jsou patrné &erné diry
jesté hmotnéjsi.’® Uréovani hmotnosti superhmotnych éernych dér je oviem obtiZné a je tedy dosud
zatiZzeno zna¢nymi nejistotami.

vni ,, ie” ¢erné di
Prvni ,fotografie” cerné dir

% Tato

¢ernd dira sice neni nejmasivnéj$i, ma hmotnost ,jen” asi $est miliard hmotnosti Slunce’, ale je

Objektem, ktery k sobé pfitdhl pozornost, je ¢erna dira M87* v jadre galaxie Messier 87.

prvni ¢ernou dirou, jejiz ,fotografie” byla potizena a v dubnu 2019 obletéla svét. Nejde ovSem o

181 . v . , s sy , . ,
Nazorné, od radiovych vin po rentgenové zareni, to ukazuje stranka

http://www.astro.ucla.edu/~ghezgroup/gc/journey/wavelength.html#optical.
182

Tj. pfi nejmensi vzdalenosti od centralniho télesa; nemlzeme pouZit termin ,perihélium®, kdyZ nejde o

obihani kolem Slunce, a vlastné ani ,periastron®, kdyz centralnim télesem neni hvézda.

183 5 o , . s gy sy v v/ v . o1 e . v/ v v/ vy ,
RGzné zdroje uvadéji mirné odlisSné hodnoty. Na pfrislusné strance Wikipedie se Ize docist, Ze starsi méreni

jedné skupiny davala (4,3110,38)~1O6 Mo, jiné skupiny (3,7J_r0,2)-106 Mo. Méfeni po prichodu pericentrem roku
2018 vedou k hodnoté asi (4,15J_r0,014)-106 Mo, viz tabulku na str. 4 https://arxiv.org/pdf/1904.05721.pdf.

184 viz udaj v ¢lanku https://arxiv.org/pdf/2004.07187.pdf, kde se uvadi, Ze Uhlovy polomér objektu pfi
pozorovani ze Zemé je mensi nez 18 milidntin uhlové vtefiny. (Dovedete si predstavit tak maly Uhel? Po
prepoctu na radiany je to asi 8,7-10™ rad. Nazornéjsi predstavu mozna poskytne, kdyz si spocteme, jak velky
objekt bychom pod timto uhlem vidéli na Mésici, vyjde néco pres 3 centimetry. Ta interferometrie na velmi
dlouhé zakladné (very long baseline interferometry, zkratka VLBI) opravdu nema Spatné rozliSeni, coz?)
Poznédmka: V daném ¢lanku (mimochodem: je z dubna 2020) najdete zobrazenou i trajektorii hvézdy S2, navic
uvadi, Ze byl poprvé zméfen i posuv pericentra trajektorie dané hvézdy — a souhlasi s hodnotou, kterou pro
danou trajektorii predpovidd obecnd teorie relativity. (Méfeni samozfejmé zdaleka nedosahuje takové
presnosti jako pfi testech OTR ve Slunecni soustavé, presnost Cini jen asi 10 procent, ovSem jde o méreni
v Uplné jinych podminkach, poprvé v blizkosti ¢erné diry.)

185

Jako nejhmotnéjsi najdeme v soucasnych pfehledech objekt TON618, kde se hmotnost uvadi 6,6-1010 Mo.
Tato galaxie se také uvadi pod oznacenim NGC4486, kdybyste ji hledali... (Ale ve Stopatové privodci po
Galaxii ji asi nenajdete, opravdu je to jina galaxie. Je to superobfi elipticka galaxie, asi 54 milién( svételnych let
od Zemé, v kupé galaxii v souhvézdi Panny.)

87 Uvadi se hodnota (6,410,5)-109 Mo.

186
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fotografii v optickém oboru spektra, ale o obraz zareni v radiovém oboru. Konkrétné slo o zareni
s vinovou délkou 1,3 mm pfijimané siti radioteleskopl na mnoha mistech Zemé. Této siti — a hlavné
celému projektu, ktery zahrnuje i nasledné zpracovani dat — se fika Event Horizon Teleskop.'®
Signaly z radioteleskop(l jsou zpracovavany dohromady, a co do smérového rozliseni cela sit funguje
jako jeden radioteleskop s rozmérem odpovidajicim rozméru Zemé.*®

Prijimané radiové zareni je vyzarovano horkym plynem v okoli ¢erné diry, jeji horizont v pfijimaném
obrazu vidime jako stin.'® Kolem né&j je jasny zafici prstenec. ,Fotografii“ najdete na mnoha mistech
na webu.™*

Fascinujici je, uvédomit si, jak pokrocild musi byt analyza ziskanych dat. Primér prstence na
fotografii“ odpovida Ghlu, pod kterym ho ze Zemé vidime, jen asi 40 milidntin Ghlové vtefiny.'
Pritom uhlové rozliSeni EHT je, jak jsme uz uvedli, 25 miliéntin dhlové vtefiny. Na prvni pohled se zda
nemozné, dostat pfi tomto rozliseni pouZitelny obrazek, ale zdafilo se to — takovy Uspéch si opravdu

zasloui ocenéni!*®

Analyza dat, postupné ziskdvanych uz od roku 2009, ptindsi i informace o tom, jak se zafici prstenec

194

s ¢asem trochu méni.™ Informaci v budoucnu bude nepochybné pribyvat.

Kvazary

V ptrehledu informaci o Cernych dirach nelze nezminit kvazary. Jejich nazev, resp. jeho anglicka
podoba qasar je zkratkou z ,quasi-stellar radio source”, tedy ,kvazihvézdny radiovy zdroj“. Byly
opravdu objeveny pomoci radioastronomickych pozorovani na prelomu 50. a 60. let minulého stoleti.
Uvadi se, Ze jako prvni byl objeven objekt 3C 48; ale prvnim objektem skute¢né rozpoznanym jako
novy druh astrofyzikalnich objekt(i (oznacenych pak jako kvazary) byl 3C 273.

188 \olné preloZeno tedy ,teleskop pro pozorovani horizont( udalosti, oznacduje se i zkratkou EHT. Podrobnéjsi

informace jsou na strankach projektu: https://eventhorizontelescope.org/. V roce 2017, kdy byla ziskdvana
data, ktera vedla k uvedené ,fotografii“, tvofilo sit EHT 8 radioteleskopt. Na podzim 2020 jich je 9, dal$i maji

pribyt v roce 2021. Projekt je rozvijen konsorciem 13 védeckych instituci.
189

Jde o interferometrii na velmi dlouhé zékladné, VLBI, zminénou u? vy$e. Uhlové rozliSeni mizeme
odhadnout z poméru vinové délky a velikosti celého teleskopu (za ten Ize pfiblizné vzit primér Zemé). Tento
pomeér je asi 10" a 10" radianu je asi 20 miliéntin uhlové vtefiny. Timto odhadem jsme se docela , strefili“,
¢lanek https://iopscience.iop.org/article/10.3847/2041-8213/ab0ec7/pdf uvadi thlové rozlieni 25 milidntin
Uhlové vteftiny.

190

Neni to samoziejmé jednoduchy stinovy obrazek, pfi teoretickém vypoctu, jak bude zareni od cerné diry
vypadat, je potifeba propocitat Sifeni elektromagnetického zareni v zakfiveném prostorocase v okoli ¢erné diry.

Proto je pozoruhodné a povzbuzujici, Ze zachyceny obraz odpovida teoretickym pfedpovédim.

1 Napfiklad na strance EHT https://eventhorizontelescope.org/press-release-april-10-2019-astronomers-capture-first-image-black-hole

nebo na https://en.wikipedia.org/wiki/Event Horizon Telescope#/media/File:Black hole - Messier 87 crop max res.jpg.
192

MuZeme si to prepocitat sami ze vzdalenosti M87* a poloméru prstence v misté dané ¢erné diry. Polomér
prstence je ovsem vétsi nez polomér horizontu (brany jako SchwarzschildGv polomér pro hmotnost 6,4-10° Mo,
ten je asirg = 1,9-10" m). Z pohybu fotonu v prostorocasu Schwarzschildovy ¢erné diry lze totiz teoreticky
spocitat, Ze jsou zachyceny vsechny fotony se srazkovym parametrem mensim nez (3/2) V3 rg. To je asi-10" m;
pramér prstence je tedy necelych 10" m. Po vydéleni vzdalenosti M87* (pfepocet z milidnu svételnych let na
metry d4 vzdalenost 5,1-10”> m) dostaneme dhel asi 2-10™'° radiand. Piepolet na miliéntiny uhlové vtefiny, da
pravé asi 40 pas. (Zde jsme poutzili oznaceni pas obvyklé v anglickych pramenech, jde o zkratku z ,,micro arc second“.)
193 Nejde pritom o zadny , podfuk” nebo vysledek typu , prani otcem myslenky”. Moznost ziskat lepsi rozliseni je
ddna tim, Ze neslo o jeden ,mzikovy snimek”, ale o zpracovani velkého objemu ziskanych dat.

19% vjiz https://eventhorizontelescope.org/blog/wobbling-shadow-m87-black-hole, kde Ize vidét Fadu statickych
obrazki i video ukazujici ¢asovy vyvoj.
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Cim jsou kvazary tak odli$né od jinych radiovych zdroj@?

Diky posuvu jejich spektrdlnich car bylo zjisténo, Ze nejde o objekty v nasi Galaxii, ale o objekty velmi
vzdalené.' Napfriklad kvazar 3C 273, ktery je pfitom jednim z nejblizsich, je od nés vzdalen skoro
750 Mpc (megaparsek(), tedy 2,4 miliard svételnych let.®® (Pfipomerime, 7e pramér disku nasi

Galaxie je asi dvé sté tisic svételnych let.)

Ovsem kdyzZ se ze vzdalenosti kvazar(l a z energie, kterou od nich pfijimame zde na Zemi, spocte
jejich vyzatovany vykon, vychazi obrovsky — kvazary zafi i stokrat a? tisickrat vic, ne? béZna galaxie!™’
(Jde o vykon secteny pres vsechny oblasti spektra.) Pfitom nejde o nahlé a pomérné kratkodobé
vzplanuti, jako u supernov, ale o vykon vyzarovany dlouhodobé.

Pritom ovsem rozméry téchto objektu jsou relativné malé. Ne sice tak malé, jako rozméry hvézd typu

198

naseho Slunce, ale radu svételnych hodin, dnl az tydnd.”* Jak je moiné, Ze se vrozmérech

srovnatelnych s rozméry slunecni soustavy uvolnuje vykon vétsi, nez daji biliény hvézd?

Ukazuje se, Ze na to nestaci termojaderna syntéza. Akrece materidlu na superhmotnou ¢ernou diru
ale takovy vykon dat mlze — a je to také jediny proces, ktery soucasna fyzika znd, ktery mlze dané
vykony vysvétlit. VSeobecné je proto pfijat nazor, ze pravé superhmotné cerné diry jsou ,motorem*”
aktivity kvazara.'®

Dodejme, Ze a¢ jsme zde uvedli priklady jen jednoho, resp. dvou kvazard, ve skutecnosti je jich znamo

uz mnoho set tisic.?*

1% pokud se posuv jejich spektralnich ¢ar k delsim vinovym délkam interpretuje jako Dopplerdv posuv, vychazi

pro né velka rychlost vzdalovani. Tato rychlost ale neni déna jejich lokdInim pohybem vici okolnim objektim,
ale rozpinanim celého vesmiru. (Vhodnéjsi je proto mluvit o kosmologickém rudém posuvu; pocitat se musi

podle vztah( OTR.)

1% ge vzdalenosti v takto velkych méftitkach je to v rozpinajicim se vesmiru trochu sloZitéjsi nez v euklidovském

prostoru, ale dobrou predstavu tento Udaj poskytne. (Uvedena hodnota znamena tzv. luminozitni vzdalenost.)

%7 U kvazaru 3C 273 se uvadi celkovy vykon fadu 10" w. (Pro srovnani: Slunce ma celkovy vykon asi 3-10°° W.)
Vykon je ovsem rlzny v rlznych ¢astech frekvenéniho spektra, nejvyssi je v rentgenové oblasti. Pokud se
zajimate o tyto a dalsi detaily daného kvazaru, tak opravdu hodné informaci najdete na
https://ned.ipac.caltech.edu/cgi-

bin/objsearch?objname=3C+273&extend=no&out _csys=Equatorial&out equinox=J2000.0&0bj sort=RA+or+Longitude&zv

breaker=30000.0&list_limit=5&img stamp=YES .
198

Tohle plyne z ¢asové proménlivosti jejich signall. Pro kvazar 3C 273 Ize najit Gdaj, Ze nejkratsi doba, za niZ se
méni jeho signaly, je asi pll dne. Z toho by plynulo, Ze rozméry daného centralniho objektu nemohou byt vétsi
ne? pal svételného dne, tj. Fadové 10 m. To je méné neZ 100 AU (astronomickych jednotek), co? je asi pramér
Sluneéni soustavy, véetné Kuiperova pasu.

%9y kvazaru 3C 273, ktery zde opakované uvadime jako priklad, se odhaduje hmotnost cerné diry, ktera je jeho

,motorem®, na asi 900 miliéna Mo.

2% atalog https://www.sdss.org/dr16/algorithms/gso_catalog/ jich ke dni psani tohoto textu uvadi pfes 750 tisic.
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4.4 Zavér

Relativisticka astrofyzika je rychle se rozvijejici oblasti, takze mnohé konkrétni informace uvedené
v tomto studijnim textu budou zastaravat. Aktudlni informace si proto prosim dohledavejte sami —
namétl, kde hledat, bylo na predchozich strankach uvedeno dost. Vychozim bodem mohou byt
stranky anglické Wikipedie, kde je rfada odkazl i na origindlni prameny; pfirozenym zdrojem
informaci budou stranky NASA, LIGO a dalsi webové zdroje véetné popularizacnich (z ceskych je
kvalitnim zdrojem napftiklad zndmy Aldebaran).

Astrofyzikalni objekty jako pulzary a ¢erné diry jsou pro radu zZak(l a studentl zajimavé a pritazlivé.
Jejich popularitu by mozna slo pouZit i jako motivaci pro skolni vyuku — alespor to ma zifejmé na mysli
NASA svou publikaci Black Hole Math.”® Na 126 strankach nabizi aktivity vyuZitelné pfi vyuce
matematiky a fyziky na stfednich Skolach. Tfeba pro vdas mohou byt inspiraci, nebo vymyslite viastni
nové a neotrelé napady...

201 viiz https://www.nasa.gov/sites/default/files/atoms/files/black_hole math.pdf.
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Shrnuti
Od geometrie v roviné pres geometrii na sfére k zakfivenému prostorocasu

Vzdalenost bodu

V euklidovské roviné:
(plati euklidovska geometrie: souget Ghld v trojahelniku je 180°, obvod kruhu 27r, k pfimce bodem 1 rovnobéZka)

v kartézskych souradnicich: (A| )2 = (AX)2 + (Ay)2 (nezale#i na nato&eni a posunuti os, tj. (Al) je invariantni)
v polérnich soufadnicich: (Al )2 = (Ar)2 +(rA(p)2
Na sféfe: (Al )2 =(RA9)2 +(Rsin QA(D)Z ... (neplati euklidovska geometrie)
Na zakfivenych plochach obecn&: (Al)’ = iigij AX'AX! = g, AX'AX , resp. (dI)’=g, dx'dx]
i=1 j=1
gij jsou :slozjky metrického tenzoru; popisuji, jak je plocha zaktivena,

ale zaviseji i na volbé souradnic,
Ctyfinterval

Ve specialni teorii relativity (tj. v plochém prostorocase):
(%, ¥, Z jsou kartézské soutadnice): (AS)2 S (At)2 +(AX) (Ay ZSZ 23: AX*AX”
(As)® stejné ve viech IS, 1,4, - Slozky Minkowského tenzoru 5, = -1, 7, = 17,, = 7733f+1 :Uap =0proa=pf
(r, @ a @ jsou sférické souFadnice): (AS) = —c? (At) +(AI’) +(r AH) + (rsin ¢9A¢)

V obecné teorii relativity (tj v zakfiveném prostorocase):

ZZgW AX“AX", resp. (ds)’ ZZgw dx“dx” =g, dx“dx”

1=0 v=0 1=0 v=0

Priklad: sféricky symetrické gravitacni pole ... Schwarzschildova metrika:

(ds)” = —c?(1-r, /r)(dt)’ jt%ﬂrdé?)2 +(rsin@dg)’

gravitaéni polomér (téz Schwarzschildiv polomér): . = ZGZM
C
Velikost efektd OTR
I
Je dana pomérem £ (pozn.: 2G/c* = 1,5-10%" m/kg ).
r
agni .
objekt hmotno%EM gravi aV\cnl polor.neltr rolr
(»typicka“) polomér ry (»typicky”)

Zemé 6-10* kg 0,9 cm 6-10° km 1-10°

Slunce 2:10% kg 3km 7-10° km 410°°

bily trpaslik 2:10% kg 3km 6-10° km 5.10"

neutronova hvézda 3.10%° kg 4 km 12 km 0,3
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Staticka sféricky symetricka hvézda

Rovnice hydrostatické rovnovahy:

dr r

M (r)+ 4rzrip/c? /c?
dIeOTRjegradienttlakuvét§|’(TOVrovnice):% = G( () +4zrp )(/)+p )

dr r(r-2GM(r)/c?)

Pti vysokych hustotach tlak vytvafi (i pri nizké teploté):
5

newtonovska: @ - _G M(I’)Zp(r)

S

Elektronovy Fermiho plyn: p = k p§ (pro rychlosti elektronti << c), p = IZpE (v ultrarelat. oblasti)
(vyznamny je pro hustoty 10° a7 asi 10" kg/mg)

~ 5
Neutronovy Fermiho plyn: p = k p® (pro rychlosti neutroni << c)

(vyznamny je pro hustoty fadu 10" kg/m3 a vyssi; roli hraje i odpudiva interakce neutron()

Bili trpaslici

Hmotnosti od asi 0,2 Mo do asi 1,4 Mo (Chandrasekharova mez). (vétsinama 0,4 a7 0,7 Mo)
Polomé&ry srovnatelné s polomérem Zemé; vétsi hmotnost => mensi polomér. (R~ M *)
Priklad: Sirius B

Neutronové hvézdy
Hmotnosti od asi 1 Mo do asi 2 Me, moznd a7 2,3 Mo (TOV mez). (typickd hmotnost: 1,4 Mo)
Poloméry: asi 10 az 15 km (typicky 11 a7 12 km).
Vznik: vybuchem supernovy (typu Ib, Ic nebo Il) (kolaps jadra hvézdy, z hvézd o hmotnosti asi 8 az 25 M)
Pozorovany jako: pulzary (rotuji, periody od 1,3 ms, pulzy diky majakovému efektu, silné mag. pole)

Priklady: pulzar v Krabi mlhoviné (perioda 33 ms), bindrni pulzar PSR 1913+16; pulzar(i zndmo témér 3 tisice

Cerné diry
Prvni Uvahy (v newtonovské fyzice): John Michell (1783), unikova rychlost > ¢
Schwarzschildova Eerna dira: metrika: (ds)* =—c? (1—r, /r)(dt)*+ (dr)’ /L—r, /r) +(rd@)’ +(rsin@de)’
Soutadnice: r .. obvod kruznice r=konst. déleny 2, t .. ¢as vzdaleného pozorovatele
Horizont: r = r, funguje jako jednosmérné propustnd membrdana (ani svétlo neprojde ven)

(na horizontu neni skute¢na singularita, jen soutfadnicova, slapové sily jsou konecné)
Pod horizontem: pfehozeni role souradnic (r je ¢asovou, t prostorovou; viz téz Kruskaltv diagram)

Singularita: v r = 0, diverguji slapové sily (invarianty Riemannova tenzoru)
singularita se nutné vyvine i v obecnych pfikladech (teorémy Penrose a Hawkinga)

Cerné diry obecné charakterizovéany: hmotnosti, momentem hybnosti, nabojem (,no-hair” teorém)
Cernd dira: Schwarzschildova (tj.nerotujici, nenabita), Kerrova (rotujici, nenabitd), Kerrova-Newmannova (rot., nabit)

Cerné diry hvézdnych hmotnosti (jednotky az desitky Mo)
— ve dvojhvézdach jsou zdrojem rtg. zareni (diky akreci), zndmo nékolik desitek (potvrzenych i kandidata)
— jejich srazky budi gravitacni viny, zachycovany detektory (LIGO a Virgo) (zachyceno né&kolik desitek)

superhmotné ¢erné diry (nmotnosti fadu 10° a7 10" Mo)
— v jadrech galaxii (pfiklady: v jadru nasi galaxie: Saggitarius A*, hmotnost asi 4-10° Mo
v jadru galaxie Messier 87 ¢erna dira M 87* => prvni ,snimek” ¢erné diry)
— v kvazarech (vzdélené zdroje vyzatujici vic neZ cela galaxie, éerné diry jsou ,motorem* jejich aktivity)
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Dodatek 4.A Ctyfinterval ve specialni teorii relativity
(a Minkowského prostorocas)

V tomto dodatku pfipomeneme nékteré vlastnosti Ctyfintervalu v STR a ukdzeme, proc Ctyfinterval
hraje v prostorocase roli analogickou vzdalenosti ve tfirozmérném prostoru nebo v roviné — tedy proc
ma v prostorocase geometricky vyznam.

Necht A a B jsou dvé udalosti, tfeba start kosmické sondy na Zemi a jeji pfistdni na Marsu, nebo
vyslani a pfrijeti svételného signalu. Souradnice téchto udalosti v néjaké inercidlni soustavé S

202 203

oznatime X,, Yo, Zx,ty @ Xg, Yg: Zg,Ig .7 Rozdily soufadnic oznalime Ax, Ay, Az a At.

Ctyfinterval danych udalosti je

2

2 2 2 2
(As)” = —c?(At)" +(Ax)" +(Ay) +(Az)" . (4.A.1)
CtyFinterval ale mGZeme spocitat i v jiné inercidlni soustavé S” se soufadnicemix’, y’, z a t”:
2 2 2 2 2
(As')” = —c?(At)" +(AX)" +(Ay’)” +(Az')
Plati ovsem
2 2
(As')” = (As)", (4.A.2)
&ili Etyrinterval mezi dvéma uddlostmi je stejny, at ho uréime v kterémkoli inercidlnim systému! ***
To znamena, Ze €tyfinterval nezdvisi na volbé inercidlniho systému, zavisi jen na danych udalostech

— podobné, jako vzdalenost dvou bodUl v roviné nezavisi na volbé soustavy soufadnic. Pravé proto
miZeme Fici, ze ¢tyfinterval dvou udélosti ma geometricky vyznam.?®

Y s , - 2 .y C s . -
Samoziejmé, jsou zde jisté rozdily. Veli¢ina (AS) mUZe byt kladna i zaporna. A je-li rovna nule,
neznamena to, Ze dané udalosti jsou totozné.

Je tomu tak proto, Ze ¢as ma v STR jiné postaveni, neZ prostorové souradnice. Jinak se to také
vyjadfuje konstatovanim, Ze geometrie prostorocasu STR je pseudoeuklidovska.

Za zminku stoji, Ze pro prostorodas STR se uziva nazev Minkowského prostorocas.’®

" . - 2y o - , A .
Pfipomenme si vyznam (AS) v nékolika specialnich pfipadech; hodi se to i pfi diskusi o vlastnostech
prostorocasu c¢ernych dér.

e Pro udalosti, které vinercidlnim systému S nastdvaji ve stejném case t (tj. pro které je At=0),
plyne z (4.A.1):

(As)" = (ax)’ +(Ay) +(az)" = (Al = As=Al, (4.A.3)

kde Al je vzdalenost danych udalosti (tedy vzdalenost bodd, v nichz udalosti nastavaiji).

202 PR . P v . v .
Samoziejmé x, y, z jsou prostorové a t ¢asova souradnice.
203
AX = Xg — X, atd.
2%% presvédtit se o tom muzete tak, ze vyjad¥ite x,y’,z at pomocix,y, zatpomoci Lorentzovy transformace
a dosadite do (4.A.2). (Odvozeni je na Urovni stfedni Skoly; na této Urovni je samoziejmé na vas, zda pfitom pro

zajemce pouZijete termin invariant, tedy zda feknete, Ze Ctyfinterval je invariantem Lorentzovy transformace.)

205 v R v v . ; . v . s v . ey ,
To, ze nezdvisi na volbé soustavy souradnic, se také vyjadtuje konstatovanim, Ze jde o veli¢inu absolutni.

(V teorii relativity neni vse relativni!)

2% podle Hermana Minkowského (1864-1909) ktery dal v roce 1907 specialni teorii relativity geometrickou

interpretaci.
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V jinych inercialnich systémech obecné tyto udalosti nejsou soucasné, v nékterych systémech nastava

dfive udélost A, v jinych udalost B.*”

e Pro udalosti, které v systému S nastavaji na stejném misté (tedy je Ax=0, Ay=0, Az=0) je
(As)’ = —c?(At)’ (4.A.4)

Nemusime se zde zabyvat tim, e As by bylo imaginarni, pracujeme prosté stale s (As)?, nemusime ho
odmocriovat. Z (4.A.4) vidime, Ze rozdil ¢ast danych udélosti je At= —(AS)2/02 208

V jinych inercidlnich systémech uddlosti nejsou na témZe misté a jejich cCasovy rozdil je jiny.
Ctyfinterval je ovéem stejny °*, a stale dava informaci o dobé, ktera uplynula mezi udalostmi. O jakou
dobu jde, mGzZeme ilustrovat na pfikladu:

Prvni udalosti bude odlet rakety od Zemé, druhou pfilet tfeba do soustavy Proximy Centauri. Budeme
pfitom predpokladat, Ze se raketa pohybuje rovhomérné pfimocare. Hodiny H na palubé méti viastni
¢as t. Jakou dobu naméfi od odletu do pftiletu?

Odpovéd je jednoducha. S raketou spojime inercidlni systém S. V ném jsou hodiny H v klidu, takze
méFi &as systému S, je tedy 7 =1 (pfipadné aZ na aditivni konstantu). To znamen3, Ze doba, kterou

Az =y/—(as)’[c? . (4.A.5)

Poznamenejme, Ze toto je i doba, o kterou béhem letu zestarnou kosmonauti.

naméri mezi udalostmi, je

e Pro udalosti, pro které je &tyfinterval nulovy, (As)’=0, plati, Ze je lze spojit svételnym
signalem.**

To je vidét z (4.A.1), kdy? jej zapieme jako (As)2 =—c? (At)2 +(AI)2, kde Al je vzdalenost danych

bodd.”"! Pro (As)*=0 odtud plyne 0 = —c? (At)2 +(A|)2 = Al = cAt. Signdl se tedy pohybuje
rychlosti c. (Pohyb bereme ve vakuu.)

Navic, je-li ¢tyfinterval néjakych udalosti nulovy v jednom inercidalnim systému, je nulovy ve vsech
inercialnich systémech. Toto je vlastné jen jiné vyjadreni principu konstantni rychlosti svétla:
Odvozeni provedené v piedchozim odstavci plati pro libovolny inercidlni systém — takze kdy? (As)* = 0
ve vsech inercidlnich systémech, svétlo se (ve vakuu) pohybuje rychlosti ¢ vici libovolnému
inercialnimu systému.

% Dané udalosti tedy rozhodné nem(zeme spojit signalem, Pro Uplnost uvedme, Ze Ctyfinterval, pro ktery je

(As)’ >0, se nazyva prostorovy.

2% zde odmocriujeme —(As)?, to u? je kladné &islo.

2% A to zaporny, (As)2 < 0; takovyto Ctyfinterval se nazyva casovy.

21014 kovyto Ctytinterval se proto také nazyva svételny.

Je (A1) = (Ax)" +(Ay) +(Az)’

211

48



K prednasce NUFY023 Fyzikalni obraz svéta prozatimni ucebni text, verze 01
4. 0d OTR k relativistické astrofyzice Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2020
Dodatek 4.B LIS v zakfiveném prostorocase

Dodatek 4.B Lokalni inercialni systém v zakfiveném prostorocase

Jak do popisu zakfiveného prostorocasu obecné teorie relativity pomoci metrického tenzoru zapadaji
lokalni inercialni systémy, které jsme zminovali a vyuzivali v pfedchozi kapitole?

Celkem snadno. Pomlzeme si opét dvourozmérnou analogii. | na
sfére, kterd je zakfivena, miZzeme malou oblast mapovat na ¢ast
roviny, jak to ukazuje obrazek. Takhle ostatné funguji treba
turistické mapy nebo plan mésta — ukazuji ndm krajinu zobrazenou
na rovnou plochu papiru.”*? KdyZ na mapé zobrazime tieba okoli
budov MFF v Tréji 2%, zak¥iveni povrchu Zemé zanedbavame. Jisté
zkresleni sice pUsobi, ale to je pro nasi lokalni mapu jen nepatrné.

Jiny nazorny pohled miZe dat predstava papiru pfiklddaného na
kouli. Na velkou ¢ast koule papir nepfiloZzime tak, aby se nezkrabatil. Maly papirek na kouli pfiloZit
mUzZeme, a prakticky se témér nezkrabati.

Podobné je tomu s lokalnim inercidlnim systémem.

V zakfiveném prostorocase (napfriklad v prostorocase, ktery obsahuje objekt se silnou gravitaci, tfeba
neutronovou hvézdu nebo ¢ernou diru) nemuizZeme vytvorit globalni inercidlni systém, tedy inercialni
systém pokryvajici cely prostor a ¢as. Ale lokalné, v okoli ur¢ité udalosti’** to mozné je.

Takze napfriklad ve sféricky symetrickém prostorocase popsaném Schwarzschildovou metrikou (21),
tedy

2
2 2 dr 2 . 2
(ds)’ = —c*(1-r,/r)(dt) +1(—)+(r d@)" +(rsindde)", (4.8.1)
( - r‘g /r)
mdZeme tfeba vokoli udélosti t=0, r=10° rg, 6=m/2, @ =0 vytvorit systém s prostorovymi
souradnicemi &, &, & a ¢asovou souradnici T, v némz Ctyfinterval bude dan vztahem

(ds)° = —c?(dr)’ +(d&) +(de?) +(a&) (4.82)

tedy stejnym vztahem, jako ve specialni teorii relativity. Pfesnéji feceno, tento vztah bude presné
platit pravé pro danou udalost, pro body napfiklad trochu blize nebo trochu dale od dané udalosti uz
zde budou urcité odchylky. Ale dostatecné blizko je budeme moci zanedbat.

Jak fyzicky realizovat lokalni inercialni systém, jsme poznali uz v predchozi kapitole. Mize jit tfeba o
»padajici vytah”, tedy o kosmickou lod padajici k silovému centru. Nebo také (coz bude pro
kosmonauty ptijemnéjsi) o kosmickou lod obihajici kolem silového centra po kruhové obéiné
draze.”

212 . v, . , .
Nebo na rovnou plochu monitoru ¢i tabletu, pokud si zobrazime mapu elektronickou.

B Ctenate, ktefi nejsou pragocentristy, laskavé prosime, aby si predstavili misto jejich srdci blizsi.

1% Tedy v okoli ur&itého mista a po urcity (maly) éasovy Usek.
21 Samoziejmé lokalné inercialni budou i vsechny dalsi systémy, které se vici dané kosmické lodi pohybuji

rovnomeérné primocare.
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V takové kosmické lodi, jak jsme uZ diskutovali, bude beztizny stav. Efekty slapovych sil ovsem
kosmonauti mohou pocitit — pravé tyto efekty urci, jak moc musi byt dany systém souradnic maly,
abychom ho mohli brat za inercidlni.
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Dodatek 4.C KruskalQv diagram pro maximalni prodlouzeni
Schwarzschildovy metriky
Kruskalovy diagramy, které jsme uvadéli v ¢asti 4.3 této kapitoly, vypadaly ,sefiznuté”, jako by jim

chybéla leva dolni polovina. Pokud si ale vyhleddme na webu nazev ,KruskalGv diagram”, vétSinou
ziskame obrazky, kde je i druhd polovina:**®

Tenhle diagram ziskdme, kdyZz Schwarzchildovo feseni Einsteinovych rovnic prodlouzime ,co jen to
jde“.?V’

Viy$e jsme zobrazovali jen €asti diagramu | a Il. Cast | zahrnovala cely vesmir vné Schwarzschildovy
¢erné diry™®, ¢ast Il vnitiek ¢erné diry pod horizontem, a7 k singularité r = 0.

v vz

Kruskal@v diagram maximalné prodlouzeného fedeni obsahuje jesté ¢asti Ill a IV. Cast Ill pfedstavuje
jiny vesmir (také asymptoticky plochy) a cast IV dalsi oblast pod horizontem. Jak ale vidime ze
svételného kuZele, z oblasti pod horizontem knam (do naseho vesmiru |) zoblasti IV mohou
pFichazet signaly a Castice, které by vyslala singularita.’”® Toto fe$eni Einsteinovych rovnic popisuje
hypotetickou bilou diru, z niz by ¢astice mohly vylétat, ale naopak by do ni nemohly vlétnout.

Je tfeba podotknout, Ze bilé diry dosud ve vesmiru nebyly pozorovany; navic by poruSovaly princip

(resp. hypotézu) kosmické cenzury, protoze singularita bilé diry by byla vidét, ovliviiovala by vnéjsi

220

vesmir.”” Pfipomenme, Ze u skutecnych cernych dér oblasti Il a IV neexistuji, protoZe uvnitf

kolabujici hvézdy je feSeni Einsteinovych rovnic jiné, nez popisuje Schwarzschildova metrika.

216 Tedy Casti oznacené na obrdzku jako lll a IV.

17 presné matematicky vyjadieno jde o maximalni analytické prodlouzeni Schwarzschildova reseni.

218 Pripomenme, ze Schwarzschildovo feseni popisuje jedinou ¢ernou diru v prazdném prostoru (ktery je
asymptoticky plochy).

13 ve spodni ¢asti diagramu.

% Navic nelze predpovédét, co ze singularity vyleti. TakZe bilé diry by porusovaly néco, co je ve fyzice velmi

dlleZité a co v ni opakované vyuZivame: skutecnost, Ze z pohybovych rovnic a poc¢atecnich podminek umime
predpovédét budouci vyvoj — a experimenty ho pak ovérovat. U bilé diry bychom nemohli predpovédét nic.
(Treba by mohla emitovat neznamé castice nebo pocitac Hlubina mysleni nebo sedmihlavého draka, fyzika by o
tom nemohla fici nic.)
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