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1 Uvodni poznamky

< Smyslem SZZ by nemélo byt toliko ukazovat schopnost ,,papouskovat® definice ¢i véty, ale
spiSe prokazat schopnost samostatné myslet a propojovat jednotlivé znalosti, resp. ukazat
schopnost aktivné pouzivat vybrany matematicky apardt, resp. probrané metody. Otazka
zadavand studentovi v ramci SZZ tedy ne nutné obsahuje piimo pojem ¢i okruh, ktery je
explicitné vyjmenovan na seznamu pozadavkl pro SZZ. V ramci otdzek zaddavanych u SZZ se
typicky jednd o jeden z nédsledujicich pozadavku, piipadné o vybér z nédsledujicich pozadavku:

— Matematicky korektni formulace véty nebo tvrzeni a jeji dikaz, jestlize tento nevyzaduje
znalost ,triku®, ale spiSe vzajemné propojeni jednotlivych znalosti. Jednd se napf. o dukaz
nestrannosti vybranych odhadi nebo pouziti ZVC pii ditkazu konzistence vybranych od-
hadi, dikaz Cebysevovy nerovnosti, pouziti CLV pii odvozeni nékterych testi apod.

— Vyteseni jednodussiho pocetniho piikladu souvisejiciho se zadanou otédzkou (napf. vypocet
stfedni hodnoty ¢i pravdépodobnosti néjakého jevu v konkrétnim modelu; vyuziti vlast-
nosti charakteristické funkce v daném modelu).

— Névrh pravdépodobnostniho modelu, formulace testovanych hypotéz a odvozeni (resp.
naznak odvozeni) piislusného testu pro feseni ,praktického* problému.

Zadavané problémy, resp. pozadavky jsou vzdy fesSitelné pomoci aparatu, ktery se skryva pod
pojmy vyjmenovanymi v oficidlnim seznamu pozadavku pro SZZ.



2 Podrobnéjsi rozpis pozadavku

2.1 Zaklady teorie pravdépodobnosti

1. Pravdépodobnostni prostor, podminéna pravdépodobnost, Bayesova véta, nezavislost systému
nahodnych jevi, 0-1 zakony.

(a) Definice pravdépodobnostniho prostoru, co je to o-algebra, co je to pravdépodobnost a
jaké jsou jeji vlastnosti. Nezavislost systému nahodnych jevu.

efinice podminéné pravdépodobnosti, véta o ndsobeni pravdépodobnosti, véta o uplné
b) Defini dminéné dépodobnosti, vét isobeni dépodobnosti, vét iplné
pravdépodobnosti, Bayesova véta.

(c) Cantelliho véta, Borelova véta.

2. Ndhodna veli¢ina, ndhodny vektor a jejich rozd&leni, charakteristiky (stfedni hodnota, roz-
ptyl, varianZni matice, korelace atd.).

(a) Definice ndhodné veli¢iny. Pro¢ se vyzaduje méfitelnost? o-algebra indukovana ndhodnou
veli¢inou.

(b) Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny a jeji vlastnosti. Hustota (spojité, diskrétni) ndhodné
veli¢iny, jeji vztah k distribuéni funkei a jeji vyuziti pro vypocet P(X € B).

(c) Stfedni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny a jejich vlastnosti.

(d) Momenty ndhodné veli¢iny (absolutni, centralni). Momentova vytvorujici funkce.

(e) Definice nahodného vektoru a jeho distribuéni funkce. Vlastnosti distribuéni funkce dvou-
rozmérného ndhodného vektoru.

(f) Sdruzend versus marginalni distribu¢ni funkce (hustota) ndhodnych vektora. Podminéna
hustota.

(g) Kovariance, koeficient korelace, varian¢ni matice a jeji vlastnosti.

(h) Rozdéleni a momenty méfitelné funkce nahodné veli¢iny (vektoru).
3. Charakteristickd funkce a jeji pouZiti, nezdvislost ndhodnych veli¢in a vektor(.

(a) Definice charakteristické funkce ndhodné velic¢iny a ndhodného vektoru, jejich vlastnosti.
(b) Nezavislost ndhodnych veli¢in a vektoru.

(c) Charakteristickd funkce a nezavislost nahodnych veli¢in, charakteristickd funkce a trans-
formace ndhodnych veli¢in, charakteristicka funkce a soucet nahodnych veli¢in.

(d) Charakteristickd funkce a konvergence v distribuci.
Poznamka. Soucésti otdzek z vyse uvedenych okruht bude zpravidla i jednoduchy
priklad, ktery provéii, zda student umi vyse uvedené pouzivat.

4. Z3akladni jedno- i mnohorozmérna diskrétni a spojitd rozdéleni.

(a) Alternativni a binomické rozdéleni: hustota, odvozeni stfedni hodnoty a rozptylu. Pouziti
alternativniho, resp. binomického rozdéleni jakozto zdkladniho modelu pro dichotomic-
kou odezvu, resp. soucet nezavislych dichotomickych znaki.

(b) Multinomické rozdéleni: definice, odvozeni stfedni hodnoty a varianéni matice. Vztah
mezi multinomickym a alternativnim rozdélenim. Pfedstava o oblastech vyuziti (zékladni
pravdépodobnostni model pro kategoridlni data).



(¢) Poissonovo rozdéleni: hustota, odvozeni stiedni hodnoty a rozptylu. Pouziti Poissonova
rozdéleni jakozto zékladniho modelu pro pocet (udélosti, ... ).

(d) Exponencidlni rozdélen{: hustota, odvozeni stiedni hodnoty a rozptylu, ,bezpamétovost*
exponencidlniho rozdéleni véetné dukazu. Pouziti exponencidlniho rozdéleni jakozto za-
kladniho modelu pro ¢as do udélosti, mezi udalostmi, . ...

(e) Jednorozmérné normélni rozdéleni: hustota, odvozeni stiedni hodnoty a rozptylu, infor-
mativné: hodnota sikmosti a $picatosti, charakteristickd funkce. Vztah mezi N (0, 1) a
N (u, 0?), symetrie hustoty, pouzit{ vztahu ®(—x) + ®(z) = 1 ve vypoétech. Odvozeni
charakteristické funkce rozdéleni N'(u, 02), je-li zndma charakteristicka funkce rozdélen{
N (0, 1). Predstava o oblastech vyuzit{ normélnfho rozdéleni: zejména asymptoticka in-
ference (CLV, maximélni vérohodnost, ... ).

(f) Vicerozmérné normalni rozdéleni: definice. Informativné zékladni vlastnosti: vztah mezi
nezavislost{ a nekorelovanosti, rozdéleni linedrni transformace, normalita margindlnich
a podminénych rozdéleni.

(g) Rozdéleni y?: definice, odvozen{ stiedni hodnoty a rozptylu (bez integrovani na zakladé
znalosti momentii normélniho rozdélenf). Odvozeni hustoty rozdéleni x?. Odvozen{ hus-
toty x3 pomoci konvoluce, je-li zaddna hustota rozdéleni x?. Konvergence rozdélen{ x2
v distribuci pro n — oo (s odiivodnénim). Pfedstava o oblastech vyuziti rozdéleni x?:
intervaly spolehlivosti a testy o rozptylu ve vybéru z norméalniho rozdéleni, intervaly spo-
lehlivosti a testy zalozené na asymptotické teorii maximalni vérohodnosti, testy dobré
shody a testy v kontingen¢nich tabulkach.

(h) Studentovo t-rozdéleni: definice. Informativné stfedni hodnota rozdéleni a vztah mezi
rozdélenim ¢; a Cauchyho rozdélenim. Symetrie hustoty, pouziti této symetrie ve vypoctech
(zejména pii odvozovani intervalu spolehlivosti a testi). Odvozeni (ndznak odvozeni)
hustoty rozdéleni t,, je-li znAm piedpis hustoty rozdéleni x2. Konvergence rozdéleni t,
v distribuci pro n — oo (s oduvodnénim). Predstava o oblastech vyuziti Studentova t
rozdéleni: intervaly spolehlivosti pro a testy o stiedni hodnoté ve vybéru z normalniho
rozdéleni, intervaly spolehlivosti pro a testy o rozdilu stfednich hodnot v nezavislych
vybérech z normalniho rozdéleni.

(i) Fisherovo-Snedecorovo F' rozdéleni: definice. Odvozeni (ndznak odvozeni) hustoty roz-
deleni F,, ,,, je-li zndm predpis hustoty rozdéleni y2. Pfedstava o oblastech vyuzit{
Fisherova-Snedecorova F' rozdéleni: srovnani rozptyli dvou nezavislych vybéru z nor-
malniho rozdéleni, analyza rozptylu.

Poznamka. V zadném pifpadé se neocekava znalost hustoty rozdéleni x2, t,, nebo F, V1vs
zpaméti!

5. Transformace nahodné veli¢iny a nahodného vektoru.

(a) Formulace véty o hustoté transformace ndhodné veli¢iny (téz vicerozmérné).

(b) Postup vypoctu rozdéleni po transformaci R? — R.

(c¢) Formulace véty o konvoluci a jeji dukaz (1ze ukazat, ze se jedna o specidlni piipad pouziti
postupu transformace R? — R).

(d) Praktické pouziti véty o transformaci na zadany problém (jednodussi pocetni piiklad
vyzadujici vypocet rozdéleni po transformaci).



6. Podminéné rozdéleni a podminéna stfedni hodnota.

(a)
(b)
()

Podminénd stfedni hodnota ndhodné veli¢iny, jeji definice a vlastnosti, podminénd prav-
dépodobnost jako podminénd stfedni hodnota.

Definice podminéného rozdéleni ndhodné veli¢iny, véta o podminéné hustoté, uziti pod-
minéné hustoty pfi ur¢eni podminéné stiedni hodnoty.

Urceni podminéné stfedni hodnoty pro zadany problém (jednodussi piiklady).

7. Typy konvergence nahodnych veli¢in a vztahy mezi nimi, CebySevova nerovnost, slaby a
silny zdkon velkych ¢&isel, centrdlni limitni v&ta pro souet nezdvislych stejné rozdélenych
nahodnych veligin.

(a)
(b
(c
(d

)
)
)
()

(f)
(2)

Konvergence skoro jisté a konvergence v pravdépodobnosti a jejich vztah. Metrizovatel-
nost téchto konvergenci.

Konvergence v distribuci, jeji vztah ke konvergenci v pravdépodobnosti.
Definice silného (slabého) zdkona velkych ¢isel.
Slaby zakon velky ¢isel a jeho dikaz pomoci Cebysevovy nerovnosti.

Silny zakon velkych ¢isel pro stejné a nestejné rozdélené ndhodné veli¢iny, porovnani
predpokladu.

Centraln{ limitn{ véta (CLV) pro nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny (bez dukazu).
Pouziti CLV na binomické rozdéleni a v dalsich piikladech.

Pouziti zdkona velkych ¢isel k dukazu konzistence zadaného statistického odhadu.
Poznamka. Soucasti otdzek z vyse uvedenych okruhu muze byt néktery z nésledujicich
ukolu: (a) vysetfit, zda dand konkrétni posloupnost ndhodnych veli¢cin spliuje silny
(slaby) zdkon velkych ¢isel a co ndm tento zakon velkych ¢isel davé; (b) vyuziti CLV na
feSeni ruznych slovnich loh.

8. Cramérova-Sluckého véta.

(a)
(b)

Formulace véty (bez dukazu).

Pouziti pii konstrukci asymptotickych intervali spolehlivosti a asymptotickych testu
zalozenych na CLV a konzistentnim odhadu nezndmého rozptylu, resp. neznamych roz-
ptylu (asymptotickd varianta t-testu, ... ).

2.2 Zaklady matematické statistiky

1. Nahodny vybér, uspotadany ndhodny vybér.

(a)
(b)
()

(d)

Definice ndhodného vybéru.
Pouziti ndhodného vybéru jakozto pravdépodobnostniho modelu pro data.

Definice uspofddaného ndhodného vybéru, odvozeni rozdéleni (distribuéni funkce, pfi-
padné hustota) prvni a posledni porddkové statistiky (minimum, maximum).

Vybérové kvantily.

2. Bodové a intervalové odhady, nestrannost a konsistence odhadi.

(a)

Definice parametrické tiidy rozdéleni.



(b) Definice bodového a intervalového odhadu, jednostranné intervaly spolehlivosti.

(¢) Schopnost srozumitelné vysvétlit, co si predstavit pod pojmem ,interval spolehlivosti se
spolehlivosti (1 — «) %, chdpat ndhodnost mez{ intervalu spolehlivosti, umét vysvétlit,
odkud se tato ndhodnost bere.

Definice nestrannosti, konzistence odhadu a vysvétleni smyslu téchto definic.

Definice asymptotické nestrannosti odhadu, resp. asymptotického intervalu spolehlivosti.

)
)
f) Dukaz nestrannosti zadaného odhadu.
) Dukaz konzistence zadaného odhadu, zejména je-li mozné vyuzit zdkona velkych ¢isel.
)

Smeérodatnd odchylka (smérodatna chyba) odhadu a jeji vyznam a pouziti pfi konstrukei
asymptotickych intervalu spolehlivosti.

(i) Vlastnosti vybérového prumeéru a vybérového rozptylu v ndhodném vybéru z norméalniho
rozdéleni: nestrannost a konzistence véetné dukazu, normalni rozdéleni vybérového pru-
méru véetné dukazu. Informativné: nezavislost vybérového pruméru a vybérového roz-
ptylu, x? rozdéleni vybérového rozptylu (po piendsobeni vhodnou konstantou).

(j) Bodovy a intervalovy odhad stfedni hodnoty a rozptylu v ndhodném vybéru z normélniho
rozdéleni N (p, o2) _vcetné odvozen. Schopnost vysvétlit, z ¢eho plyne Studentovo t-

Xn—u
Sn.

Jn
hodnoty pouzit v piipadé, Ze je porusena normalita vybéru.

rozdéleni statistiky . Podminky, za jakych lze odvozeny intervalovy odhad stredni

(k) Bodovy a intervalovy odhad rozdilu stiednich hodnot dvou nezavislych nahodnych vybéru
z normalnich rozdéleni s neznamym shodnym rozptylem véetné odvozeni. Podminky, za
jakych lze intervalovy odhad rozdilu strednich hodnot pouzit v piipadé, ze je porusena
normalita jednoho nebo druhého vybéru.

(1) Bodovy a intervalovy odhad podilu rozptylu, resp. smérodatnych odchylek dvou neza-
vislych ndhodnych vybéru z normélnich rozdéleni véetné odvozeni.

(m) Bodovy a intervalovy odhad stfedni hodnoty (pravdépodobnosti ,ispéchu*) v ndhodném
vybéru z alternativniho rozdéleni zalozeny na CLV a Cramérové-Sluckého vété vcetné
odvozeni.

(n) Bodovy a intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot (pravdépodobnosti ,ispéchu®)
dvou nezavislych ndhodnych vybéru z alternativnich rozdéleni zalozeny na CLV a Cra-
mérové-Sluckého vété véetné odvozeni.

(o) Bodovy a intervalovy odhad stfedni hodnoty ve vybéru z Poissonova rozdéleni zalozeny
na CLV a Craméroveé-Sluckého vété véetné odvozeni.

(p) Bodovy a intervalovy odhad stfedni hodnoty ve vybéru z exponencidlniho rozdéleni
zalozeny na CLV a Cramérové-Sluckého vété véetné odvozeni.
3. Empiricka distribu¢ni funkce.
(a) Empirickd distribuéni funkce (edf) a jeji vlastnosti: nestrannost a (bodové) konzistence
véetné dikazu.
(b) Idea vyuziti edf pii konstrukei Kolmogorovova-Smirnovova testu.

(¢) Pouziti Kolmogorovova-Smirnovova testu pro feseni prakticky zadaného problému.



4. Principy testovani hypotéz, Neymanovo-Pearsonovo lemma.

(a) Formulace problému testovani hypotéz, vysvétleni zédkladnich pojmu: nulova a alterna-
tivni hypotéza, chyba prvniho a druhého druhu, hladina testu, sila testu, p-hodnota.

(b) Vysvétleni, pro¢ nelze statistickym testem prokézat platnost nulové hypotézy. Obvykly
postup formulace hypotéz v praktické situaci: tvrzeni, jehoz platnost chceme prokazat
— alternativni hypotéza, nasledné formulace nulové hypotézy, vyjimka: testy dobré
shody.

(c) Vysvétleni principu odvozeni testu: a) testova statistika, kterd néjakym zpusobem odrazi
(ne)shodu dat s nulovou hypotézou, resp. (ne)podporu alternativni hypotézy, b) rozdéleni
testové statistiky pii nulové hypotéze (pro¢ je potieba ho zndt pfi nulové a nikoliv
pii alternativni hypotéze), vysvétleni, odkud se bere ndhodnost testové statistiky, kdyz
data jsou v konkrétni situaci pouze jedna, c) kriticky obor, d) p-hodnota, e) souvislost
kritického oboru s vypocétem p-hodnoty.

(d) Souvislost mezi testovanim hypotéz a intervaly spolehlivosti (v pfipadé parametrickych
test). Odvozeni intervalu spolehlivosti ,invertovanim* testové statistiky souvisejiciho
testu.

(e) Formulace Neymanova-Pearsonova lemmatu v piipadé jednoduché hypotézy i alterna-
tivy. Praktické pouziti pii odvozeni testu v zadaném piikladé (test o pravdépodobnosti
uspéchu v alternativnim rozdéleni, test o stiedni hodnoté v Poissonové rozdéleni, test
o stfedni hodnoté v exponencidlnim rozdéleni, test o rozptylu v normélnim rozdéleni,

).

5. Fisherova informace, Rao-Cramérova véta, odhady metodou maximalni vérohodnosti, asympto-
tické testy zaloZené na maximalni vérohodnosti.

(a) Vérohodnost ndhodného vybéru z rozdéleni z parametrické tiidy rozdéleni. Logaritmicka
veérohodnost, skérova funkce, Fisherova informace (pozorovana a otekdvand).
(b) Princip odhadu metodou maximélni vérohodnosti (ML).

(¢) Formulace vét o konzistenci ML odhadu, o asymptotické normalité skérové funkce a ML
odhadu (bez dukazu). Neni nutné znat do detailu vSechny podminky regularity.

(d) Vysvétleni principu, na jejichz zdkladé funguji testy zalozené na asymptotické teorii
maximalni vérohodnosti (Walduv test, skérovy test, test pomérem vérohodnosti).

(e) Princip odvozeni asymptotickych intervalu spolehlivosti zaloZzenych na Waldové a skéro-

vém testu, resp. testu pomérem vérohodnosti. Vyznam smérodatné odchylky (smérodatné
chyby) odhadu pro konstrukeci Waldova intervalu spolehlivosti.

(f) Odvozeni maximélné vérohodného odhadu, jeho asymptotického rozptylu, souvisejicich
asymptotickych testu a intervalu spolehlivosti pro zadany problém (napf. odhad para-
metru A ve vybéru z Poissonova rozdéleni se stfedni hodnotou A).

(g) Formulace Rao-Cramérovy véty (bez dukazu). Vysvétleni vztahu mezi Rao-Cramérovou
vétou a teorii maximélni vérohodnosti.
6. Jednovybérovy, dvouvybérovy, parovy t-test, analyza rozptylu.
(a) Podminky, za jakych je mozné pouzit jednotlivé testy i bez platnosti predpokladaného
normalnfho rozdéleni.

(b) Vyznam pérovani pii eliminaci vybérové variability.



(¢) Rozdil mezi opakovanym pouzitim dvouvybérového t¢-testu a analyzy rozptylu.

(d) Viz téz spolecné poznamky pro okruhy |§| a [f| nize.

7. Jednovybérové a dvouvybérové testy pro vybrané parametrické problémy, test dobré shody
na multinomické rozdéleni, testy nezavislosti v dvourozmérnych kontingen&nich tabulkach.

Jednovybérovy test o rozptylu normalniho rozdéleni.

—~
&
~—

(b) Dvouvybérovy test o shodé rozptylu dvou nezavislych vybéru z normalniho rozdéleni.

(¢) Test o stfedni hodnoté (pravdépodobnosti ,ispéchu®) alternativniho rozdéleni zalozeny

na CLV.
(d) Test o stfedni hodnoté rozdéleni spliujictho podminky pro platnost CLV (Poissonovo,
exponencidlni, ... ) zalozeny na CLV a pfipadné Craméroveé-Sluckého véte.

(e) Test o shodé stfednich hodnot (pravdépodobnosti ,ispéchu“) dvou nezavislych vybéru
z alternativniho rozdéleni zalozeny na CLV a Cramérové-Sluckého vété. Souvislost s x2-
testem nezavislosti v kontingenéni tabulce 2 x 2.

(f) x*-test dobré shody na multinomické rozdéleni, umét napsat tvar testové statistky
a vysvétlit jeji princip, znat asymptotické rozdéleni této statistiky za nulové hypotézy
(x? véetné stupiiii volnosti), neni vSak nutné toto umét dokézat.

(g) x2-test nezdvislosti, umét napsat tvar testové statistky a vysvétlit jeji princip, znt
asymptotické rozdéleni této statistiky za nulové hypotézy (x? véetné stupiti volnosti),
neni véak nutné toto umét dokdzat. Souvislost y-testu nezavislosti s testem homogenity
nékolika multinomickych rozdéleni.

(h) Viz téz spoletné pozndmky pro okruhy [6] a [7] nize.

2.2.1 Spoleéné poznamky pro okruhy [6] a [7]

Zadavané otdzky odvozené z téchto okruhu budou vesmés spocivat v popisu ,redlného“
problému a pozadavku navrhnout feSeni tohoto problému.

Priklad. Mezi ndhodné oslovenymi ndvstévniky obchodniho domu Mdj bylo zazna-
mendno jejich pohlavi a odpovéd na otdzku, zda preferuji na chlebu namazany mar-
garin nebo mdslo. Zformulujte pravdépodobnostni model a na jeho zdkladé odvod'te
statisticky test, pomoci néhoz lze zjistit, zda preference mdsla/margarinu mezi ndv-
stévniky obchodniho domu Mdj zdvisi na pohlavi.

V rdmci odpovédi se ocekava nédsledujici (pfipadné podmnozina nésledujiciho):

<> Formulace vhodného pravdépodobnostniho modelu.

< Formulace testovanych hypotéz.

< Névrh testové statistiky, odvozeni (dukaz) jejtho (asymptotického) rozdéleni za nulové
hypotézy. Podrobné odtivodnéni rozdéleni testové statistiky se nevyzaduje u x? testt
dobré shody a nezévislosti (viz vyse).

<+ Névrh kritického oboru a dukaz, ze odpovidé testu na zadané hladiné a.

<+ Zpusob vypoctu p-hodnoty testu.

< Jedné-li se o parametricky test, odvozeni souvisejiciho intervalu spolehlivosti.

Obdobnym zptsobem mohou byt zaddny taktéz nékteré otdzky smérujici k vysvétleni ¢i

konstrukei intervalovych odhadu (okruhy .
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