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Poruchy v krystalickych latkach

Motto dne:
,Krystaly jsou jako lide: zajimavymi je
delaji prave jejich chyby.“




Typy poruch v krystalickych latkach

a Bodové poruchy (OD) e Carové poruchy (1D)
Lokalizované poruchy, jako DISLOKACE
vakance intersticialy, nebo Hisloka&ni &ara

substitucni atomy.

Vakance Intersticialni atom  Substitu¢ni atom
e Plosné poruchy (2D) a Objemové poruchy(3D)
Rozhrani mezi homogennimi Trojdimenzionalni poruchy, jako dutiny,

oblastmi, napf. hranice zrn, pory nebo precipitace.
vrstevné chyby.

Vrstevna chyba Dutina (por) Precipitace

Hranice zrn



Historie teorie dislokaci

Vypracovani teorie dislokaci trvalo nékolik desetileti — jejich existenci predpovidali mnohem drive, nez byla mozna vizualizace.

1950

1905-1907 1926

Existence Koncept dislokaci J. Frenkel urcil Prvni zasadni publikace J. Burgers C. Frank a T. Read P. Hirsch a spol.
dislokaci byla vychazi z kontinualné- teoretické teorie dislokaci, predpovédél Vypracovali teorii publikovali prvni
postulovana asi mechanickych Gvah - smykové napeéti postulat hranovych existenci multiplikace primé pozorovani
pul stoleti pred Volterra a A. Timpe. krystald. dislokaci — E: Orowan, $roubovych dislokaci (zdrojd dislokaci.

prvnim pfimym M. Polany a G. I. Taylor. dislokadi . dislokaci)

pozorovanim.



Teoretické smykové napéti: Frenkelliv model

Frenkel vypocital smykové napéti potrebné k posunu jedné atomové
SRS Citie(t Frenkelliv model smykového napéti mezi atomovymi rovinami

Pi:ed pOkIady Horni atomova rovina

: Vzdalenost rovin Spodni atomova rovina J—~ ~J —J J— J J—-J —-J T
01 ey Mezirovinna vzdalenost: a
&J) Meziatomova vzdalenost: b Dvé atomové roviny plsobi smykové napéti t.

Vlivem smykového napéti horni a spodni roviny se posunou vici sobé.

Potencialni energie vs. posunuti Smykové napéti vs. posunuti

Jr—gp—sir— P=—

L{,;"{Zj;%’/ Rigidni atomové roviny

ﬁ Samotné roviny se nedeformuiji.
2 o

02

Sinusoidalni zavislost .

03 Skluzové napéti potrebné k pokluzu 0 : 2a = 4a 9 : 22 3a 4a
jedné roviny po druhé ma priblizné
sinusoidalni tvar.

Potencialni energie i smykové napéti vykazuji sinusoidni zavislost na
posunuti dle Frenkelova modelu

Shear stress T (arbittrary units}
o

Klicovy T=Tnax XSIN| —— kde 1 je smykove napeti a 1., jeho maximalni hodnota

vztah




Teoreticke vs. realné smykové napeti

pro mala posunuti plati Hooklv zakon Tt = Gy = G(x/a), kde G je modul ve smyku a y je smykova
deformace. Za predpokladu platnosti Frenkelova vztahu a~b Ize urcit maximalni teoretickou
hodnotu smykového napéti pro monokrystaly.

Smykova deformace I

Teoretické smykové napeti (t,,,,)

Pro vetsinu kovl hodnota G

G je 20-150 GPa, tudiz .
Atomoveé
P hodnota t,,,, dle :
T — al 9 . roviny
max 2n- teoretického predpokladu je:
3-25 GPa
Rozpor s experimentalnimi hodnotami
Skute¢na smykova 5 :\'egto }[/yraznyvro.zdl'l Rozdil mezi teoretickymi a
napéti kovi jsou <> odnot naznaduje, Zee N e
m mnohem mensi: @ skluz se nezrealizuje —— hoznotami smykovych
0 1 0 MP Jednoduchym smykem napéti Ize vysvétlit existenci
. 5 - a. celych atomovych rovin. a pohybem dislokaci.



Priblizeni se k teoretické hodnote pevnosti

Monokrystalicka nanovlakna (whiskery) se mohou priblizit k teoretické hodnoté pevnosti v
tahu v dusledku nizke své hustoté dislokaci dané extrémnée malym objemem vzorky.

In situ tahova deformace médénych nanovlaken SEM snimky nanovlakna

Pred deformaci

Cu nanovlakno
(velké zvetseni)

Nanovlakno Cu
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Tahova deformace médénych nanovlaken (G. Richter a spol. Nano Letters 9 (2009) 3048)



Typy dislokaci

Dislokace jsou jednodimenzionalni poruchy pusobici deformaci krystalové struktury.

Hranova diskokace

‘ Dislokacni ¢ara se nachazi
S&» Podél hrany extra L
~ poloroviny vlozené do
krystalu.
Bu rgalll'siw vektor

Disloka&ni i\
cara

Oznacuje se
symbolem |

Sroubova dislokace

Vznika smykovou Roviny nasleduji o
distorzi ’ @ Sroubovici podél S Oznacuje se
dislokacni ¢ary symbolem S
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Burgersuv vektor,

W.D. Callister and D.G. Rethwisch,
Materials Science and Engineering, Wiley, 2010

J. F. Shackelford
Introduction to Materials Science for Engineers, Pearson, 2015



Smiseneé dislokace

Charakteristika
Vétsina dislokaci neni vyhradné hranova nebo
Sroubovd, ale jsou kombinaci obou.

V prechodné oblasti se méni mira Srobouvého a
hranového charakteru dislokace

Dislokatni ¢ara
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dislokace

J. F. Shackelford

Introduction to Materials Science for Engineers, Pearson, 2015 Prézdné symboly jsou nad rovinou

PIné pod rovinou



Urcéeni Burgersova vektoru

0 Burgersova smycka v dokonalém krystalu
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Burgersovu smycku
nacrtneme
obvodovou
metodou.
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Zvolime jeden bod
mrizky a udélame
smycku kolem
dislokace.

(.1 Burgersova smy¢ka kolem hranové dislokace

V dokonalém krystalu
smycka je uzavrena
(celkové posunuti = 0)

V dokonalém
krystalu smycka je
uzaviena

V poruseném krystalu
obsahujici dislokaci
vektor k uzavreni smycky
se nazyva Burgerstv
vektor.

Kolem hranové
dislokace smycka neni
uzavrena. K jejimu
uzavreni je nutné
vytvofit Burgerslv
vektor b.

Konvence v
literature se obcas
lisi.



Uréeni Burgersova vektoru

Q Burgersova smycka v dokonalém krystalu
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Burgersovu smycku
nacrtneme
obvodovou
metodou.
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Zvolime jeden bod
mrizky a udélame
smycku kolem
dislokace.

Ny

V dokonalém krystalu
smycka je uzavrena
(celkové posunuti = 0)

V dokonalém
krystalu smycka je
uzaviena

V poruseném krystalu
obsahujici dislokaci
vektor k uzavreni smycky
se nazyva Burgerstv
vektor.

. Burgersova smycka kolem hranové dislokace

Kolem hranové
dislokace smycka neni
uzavrena. K jejimu
uzavreni je nutné
vytvofit Burgerslv
vektor b.

Konvence v
literature se obcas
lisi.



Vlastnosti dislokacni smycky

Hranice mezi plochou skluzu a

oblasti bez skluzu

Dislokacni ¢ara predstavuje hranici
mezi oblastmi, kde skluz probéhl a kde
skluz nenastal.

Dislokace nemuiZe skoncit v krystalu

Musi koncit bud' na povrchu, na hranicich
zrn, nebo vytvofit dislokaéni smyc¢ku
resp. rozvétvuje se do dalSich dislokaci -
Burgersav

Uzavrena dislokacni smycka: Pokud dislokacni
cara nevystoupi na povrch krystalu a zlstane uvnitr
materialu, tvori uzavrenou smycku.

Kombinovany charakter: Z geometrickych
dlvoduU neexistuje Cisté sroubova smycka. Proto | \
dislokacni smycka ma postupné hranovy, sroubovy N — B
| smiseny charakter. >

pozn. Cisté hranova smycka existuje — tzv. prismaticka smycka

___________

Philippe Lours, Ecole des mines d'Albi-Carmaux, 2014.



Couret et al.,, Acta Metall 1985



Vyznam dislokaci

Umoznuje plastickou
deformaci

Plasticka deformace se
zrealizuje skluzem velkého
poctu dislokaci. Plasticka
deformace je nevratna, na
rozdil od elastické
deformace.

dislokaci.

Ovliviuje mechanické vlastnosti

Mechanické vlastnosti kovovych materiall Ize
ovlivnit cilenym vlozenim prekazek pro pohyb

Vysvétluje Zajist'uje
nizsi realnou (» taznost kovi

pevnost

Béhem pohybu dislokaci
mnohem mensi pocet
vazeb je porusen, nez v
pripadé smyku celych
vrstev.

-

Dislokacni hustota
Celkova délka dislokaci na jednotkovy objem je klicovym parametrem.

Vychozi material ‘» Deformovany material
~101%97,-2 ¥ 10152

Béhem deformace dislokacni hustota se mize zménit o nékolik radu



Housenkova analogie dislokacniho pohybu

Pohyb dislokaci v krystalové struktufe je podobna pohybu housenky.
Namisto pohybu celé roviny atomu jako celek (ktery vyZaduje simultanni st€peni mnoha vazeb),
pohybuje se lokani distorze (dislokace), ktera vyZzaduje mnohem méné energie)

Pohyb housenky Dislokaéni pohyb
Housenka se nepohybuje celym télem, nybrz vytvori Dislokace je lokalizovany ,hrb® v krystalu, ktera se
hrb, ktery pak putuje od hlavy k ocasu. pohybuje v struktufe a vyvola posun krystalografickych

rovin..

0 Vznikne
dislokace

a Vytvofi se hrb
u hlavy.

e Hrb se pohybuje

e Dislokace se
pohybuje v

podél téla. )
krystalové
strukture.
—_ ]
e Housenka se pohne N 4 ° Krystalograficke
roviny sklouznou.

Proc je to mnohem efektivnéjsi? /7  Disloka¢ni pohyb
ﬁ » Lokalizovany proces
* Nizka energeticka
narocnost
* \lysoka efektivita

Pohyb dislokace je mala lokani zména, ktera vyzaduje
mnohem méné energie, nez skluz celé roviny.

e e e e

_> Pohyb celé roviny
» Soucasné Stépeni mnoha
vazeb
» Vysoka energeticka
narocnost



Pohvyb dislokaci

https://www.doitpom



Pohvyb dislokaci

rovinag skluzu

vloZena atomova
polorovina

kacni &dra \

//

- dislo

va

Sroubo

Slozka

dislokace

a

L

b

Hranov

\4

Burgersiv vektor

Sroubova dislokace

7v

Smisena dislokace




Pohyb dislokaci

vioZena atomovd
polorovina

a b c d
Hranova dislokace

Sroubova dislokace

Clouet et al. Nat Mater. 2015



Multiplikace dislokaci - Frank-Readuv zdroj

Uchyceni dislokacni cary: dislokacni cara je ,T\ 7
ukotvena v mrizce (napriklad necistotami, jinymi
dislokacemi nebo poruchami).

Plsobeni napéti a ohybani: vlivem smykového
napeti dislokacni cara zaCne vytvaret rozsirujici
se smycku.

Spojeni a uvolnéni smycky: protilehlé konce
smycky se setkaji a vzajemné propoji. Tim se
oddéli nova, samostatna uzavrena dislokacni
smycka, ktera se siri materialem dal, zatimco

4 Nt

puvodni Usek mezi kotvami se narovna a cely MICROMEGAS Pure-Mixte
proces se muze opakovat.




Typy poruch v krystalickych latkach

a Bodové poruchy (OD) e Carové poruchy (1D)
Lokalizované poruchy, jako DISLOKACE
vakance intersticialy, nebo Hisloka&ni &ara

substitucni atomy.

Vakance Intersticialni atom  Substitu¢ni atom
v : P
e Plosné poruchy (2D) a Objemové poruchy(3D)
Rozhrani mezi homogennimi Trojdimenzionalni poruchy, jako dutiny,

oblastmi, napf. hranice zrn, pory nebo precipitace.
vrstevné chyby.

Vrstevna chyba Dutina (por) Precipitace

Hranice zrn




Plosné poruchy - hranice zrn

Uhel misorientace: 0S¢, DY OO0 0=0=0x(
* Nizkouhlové (LAGB) rozdéluji zrna s (3 {J AN % pm 74 i = i}f}f\j—@@i
natocenim do 15° X S N A
« Vysokothlové (HAGB) s Ghlem vét$im nez 15° Uﬁ’}t} Yo & Q{) OO H)f‘
Vnitini struktura: LAGB jsou tvofeny 1 {X”’*;, . /\‘Yj‘dxio C{)_Q &<
usporadanou siti samostatnych dislokaci. U HAGB ”{\“,\’C.\/ ‘)\*’\ X [~ = h
dislokace splyvaji do zény s vysokym strukturnim |5 %&Y)\ v““ J ff* x;( Xy
neporadkem 100 e s800eeoese0e0e
Energie hranice: Energie LAGB je nizsi a roste s ’:f*;“f(*«}li.j]\ *‘\fﬁyxﬁi’; \;f“"k-;g;@ /
Ghlem natoceni. Energie HAGB je vyrazné vyssi a Ji/f\*, /\(Nr’>:~;f~}f: r’"{ ‘-:}f~{;~y,~ R e d
na Ghlu jiz téméf nezavisi. 20000 a 000 *5:-\}/ (s |
Difuze a pohyblivost: V HAGB kvli volnéjsi 12 20007 20000 e% .00 >
strukture je mnohem rychlejsi difuze atom. Y 3
|

e 1T Sl e

Nizkouhlova hranice Vysokouhlova hranice



Plosné poruchy - vrstevné chyby

| Idealni krystal
[111] [112]
® C & C ® C @ C ® C A sekvence vrstveni: Krystalova mfizka je tvofena
C 6C O C ® C ® C @ C pravidelnyma nekonecné se opakujicim
® ¢ ® ¢ ® C® C ® ¢ B sklvévdkénim atomovych rovin (napr. ABCABC u fcc
$606 cecece 4 \T;Eikyz}rstevné chyby: Jakakoliv lokalni porucha
CcoC6o ©CO®CO®C O C pepo odchylka v tomto pravidelném sledu rovin
® C 6 C C ©C 6 C 0 C B se oznacuje jako vrstevna chyba (stacking fault).
® C ¢ ®©OCO®COo®COo6C A
[111] [112]
C @ C C 0 C 6 C 06 ( 68
® C O ®CO C 6 C O C A
CoecocococoC s ol
®COLOGCO®CO®CEO st
COCOHCOCOCOC O C MW
® C O ®C ©6C 6 C 6 C 8B
@ C COCO®CO®C O A

L >
'

Vrstevné chyba Y, fCC [112] Philippe Lours, Ecole des mines d'Albi-Carmauy, 2014.



Plosné poruchy - vrstevné chyby

Sekvence vrstveni: Krystalova mrizka je tvorena
pravidelnym a nekonecné se opakujicim
skladanim atomovych rovin (napr. ABCABC u fcc

v/ VvV

Vit s i » mrizky).

T T T e T R vy Vznik vrstevné chyby: Jakakoliv lokalni porucha
N5 b PPN ' nebo odchylka v tomto pravidelném sledu rovin

se oznacuje jako vrstevna chyba (stacking fault).
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Plosheé poruchyv - dvojcateni

Vznik a podstata: Symetrické zrcadlové
preklopeni casti krystalové mrizky podél roviny
dvojcateni.

rovina

Deformacni dvojcaténi — cockovity tvar
Vyvolané mechanickym napétim (za
nizkych teplot/vysokych rychlosti). Typické
pro bcc a hep struktury (Mg, Ti) -

400

D. Drozdenko, Ph.D.

350 thesis, 2016
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Plosné poruchyv - dvojcateni

Vznik a podstata: Symetrické zrcadlové
preklopeni casti krystalové mrizky podél roviny
dvojcateni.

rovina

Deformacni dvojcaténi — cockovity tvar Zihaci dvojcaténi — paskovity tvar: Vznika
Vyvolané mechanickym napetim (za tepelnym zpracovanim (pfi rekrystalizaci) pro
nizkych teplot/vysokych rychlosti). Typické snizeni vnitini energie. Typické pro fcc mrizky

pro bcc a hep struktury (Mg, Ti) - (napf. mosaz, austeniticka ocel).

\




Typy poruch v krystalickych latkach

a Bodové poruchy (OD) e Carové poruchy (1D)
Lokalizované poruchy, jako DISLOKACE
vakance intersticialy, nebo Hisloka&ni &ara

substitucni atomy.

Vakance Intersticialni atom  Substitu¢ni atom
e Plosné poruchy (2D) a Objemové poruchy(3D)
Rozhrani mezi homogennimi Trojdimenzionalni poruchy, jako dutiny,

oblastmi, napf. hranice zrn, pory nebo precipitace.
vrstevné chyby.

Vrstevna chyba Dutina (por) Precipitace

Hranice zrn




Objemoveé poruch

Dutiny — typické pro materialy pripravene Precipitace — rlzné tvary i orientace, krystalograficka
praskovou metalurgii. Studium — 3D struktura (koherentni, nekoherentni). Vyraznée ovlivnuji
rentgenova tomografie plastickou deformaci.

1——s§0m]A [—*ltmlj,.,
Al et et v SN o~
5

@) _(1070) or (2110) plate (b) b




Experimentalni metody studia
struktury idealnich a realnych
krystalickych latek




Experimentalni metody studia struktury

Primeé pozorovaci metody - mikroskopie
« Opticka mikroskopie

« Rastrovaci elektronova mikroskopie

* Transmisni elektronova mikroskopie

Neprimé pozorovaci metody
« Dilatometrie, pozitronova anihilace, elektricka rezistivita
« Difrakéni metody

o Geometrické principy difrakce

o Rentgenova difrakce

o Neutronova difrakce




Difrakéni metody

Geometrické principy difrakce

Difrakce je jev ohybu a interference vin na periodické strukture. V krystalografii se vyuziva rentgenova nebo neutronova
difrakce, ktera je analogii ohybu svétla na optické mrizce. Aby byl jev pozorovatelny, musi byt vinova délka zareni
srovnatelna s rozméry prekazky - v tomto pfipadé s meziatomovymi vzdalenostmi v krystalu (fadové 107'° m).

Difrakcni obraz

Vysledkem interakce zareni s krystalem je difrakcni

_, Diffracted
~ Beams
obraz, ktery se sklada z maxim intenzity. Rozmisteni a Incoming X-rays

(incident beams) L o

intenzita téechto maxim nesou klicovou informaci o vnitrni

Diffraction

Angle (26
—>0 o//o o \nge()

—_— Io orxe)((e)) @

strukture zkoumaného objektu, jako je poloha atomu v
zakladni bunce krystalickeé latky.

Inter-planar
spacing (d)

Crystal Lattice
(atoms/scattering centers)

Obr. 52. Parametry difraktované viny

@ — difrakéni Ghel, @ — amplituda viny, @ — fazovy
uhel, K — krystal, P — primérni svazek, D — difrakto-
vany paprsek




Difrakcni obraz

- Matematicky pohled - difrakcni
obrazek je Fourierovou transformaci
objektu, na kterem dochazi k ohybu.

« Symetrie puvodniho objektu se
zachovava

« Souradnice bodu na difrak¢nim
snimku odpovidaji frekvenci
opakovani struktury objektu

S. Dani$ — Atomova fyzika a elektronova strktura latek, Matfyzpress, 2019




® Vd \' VA4 Va4 ® o
Reciproka mriz: klic k interpretaci
Pro srozumitelnou interpretaci difrakénich experimentu je nezbytné zavést koncept reciproké (obracené) mrize. Nejedna se o

realnou mriz v prostoru, ale o matematicky konstrukt, kde kazdy bod reprezentuje jednu osnovu rovin v realné krystalové mrizi.

Konstrukce bodu reciproké Poloha bodu Vyznam
mrize . Kolmost: Gy, je vZdy kolmy na roviny
Na tuto normalu se vynese bod ve (hkl) v redlném prostoru.
Ze spolecného pocatku se vede vzdalenosti 1/dy . kde dyyg je )
normala (kolmice) k dané osnoveé mezirovinna vzdalenost dané osnovy clllers Clim Wb J5en 8] NS Elon:
. o roviny v realném prostoru (malé dp;),
rovin (hkl) v pfimé mfizi. rovin. tim del%f je vektor Gy
i 0 i b, = 2m—27% G = hb, + kb, + lb;.
B : a, - (a;Xxas)

®0s0 o130 92 @ (2 )

® 30 . K = J — )

D 03 %120 S 210 B 300 2 a (azan) dhkl

0 92 a,xa,

°. - ay - (ayxas)’




Laueho difrakcéni podminky

Aby doslo ke konstruktivni interferenci a vzniku difrakéniho maxima, musi byt drahovy rozdil mezi paprsky rozptylenymi
na sousednich atomech v mrizi roven celociselnému nasobku vinove délky. Tento pozadavek formuluji Laueho rovnice.

Drahovy rozdil pro konstruktivni interferenci: A = nA

1D mfizka: A = hA ¥ A=AB-CD 3D mirizka
A= hA = a(cos a - cos a;) Pro trojrozmérny krystal musi byt spInény soucasné tfi podminky,
, , . pro kazdy ze smérQ definovanych zakladnimi translacnimi vektory
Zavedeme jednotkove vektory sy a s A b c
e sméru dopadaijiciho a T =
i,  fopadalld , a.(s — sg) =ha
difraktovaného paprsku. Pak plati: — .
a.s, = asycosag, a Laueho podminky ll (i — S‘_O)) = k4
Ize pfepsat do tvaru: ¢.(s —sp)=11
5.(§_S_0>):h). .. * .- *

Pro vinove vektory plati vektory

g 21T >

k=7.s,pak

svazky

- —
a. (k - kO) = 2mh dopadajici
svazek




Ewaldova konstrukce

Ewaldova konstrukce je grafickou interpretaci Laueho difrakcnich podminek. Umoznuje
vizualizovat, ktere roviny krystalu budou difraktovat pri dane orientaci a vinové délce zareni.

@® Do stredu Ewaldovy kulové plochy o polomeéru 2m/A
se umisti krystal.

@ Pocatek reciproké mrize se umisti do bodu, kde
primarni paprsek opousti kouli.

@ Pokud jakykoliv jiny bod reciproké mrize (hkl)
lezi na povrchu této koule, je splnena
difrakcni podminka a ve sméru od stredu
koule k tomuto bodu se objevi difraktovany
svazek.

k — ko = Gpp

pocatek
reciprokého
prostoru

S. Dani$ — Atomova fyzika a elektronova strktura latek, Matfyzpress, 2019



Bragguv zakon

Bragguv zakon poskytuje jednodussi a intuitivnéjsi formulaci difrak¢ni podminky. Popisuje difrakci jako analogii odrazu (reflexe)
zareni na soustave rovnobéznych atomovych rovin (hkl) v krystalu.

Podminka konstruktivni interference

Ke konstruktivni interferenci a vzniku difrak¢niho maxima
dochazi, kdyz je drahovy rozdil mezi paprsky odrazenymi od

sousednich rovin roven celociselnému nasobku vinové délky.

ZdthSinH = nA

\6__8/ ® d,,; Mezirovinna vzdalenost

v @® ©O: Bragg(v Uhel (Uhel dopadu)
d sin(0). ge” d sin(6) ® ) Vinova délka zafen

@® n: Rad difrakce (celé dislo)




Strukturni faktor

Laueho podminky a Bragguv zakon urcuji jen smér difraktovaného zareni, nikoliv jeho intenzitu.
Polohy difrakénich maxim — urCeny tvarem a velikosti elementarni mrize

Intenzita — zavisi na hmotné bazi, tj. rozmisténim atomu v mrizce (viz prostorové grupy)
Popis zareni ve formé rovinné viny, jejiz amplituda je: E = Ae

~ikR _
Pomer amplitud dopadajiciho a difraktovaného zareni v bode Ry:  F, (q) = AAZ-—Zkollﬁ =f, (q)e—lqlh,
0

kde q = k — k je rozptylovy vektor
f1(q)=A/A, je atomovy rozptylovy faktor

V pfipadé n atom( a splnéni difrakénich podminek plati: F(G) = Fppy = Z fo(q)e™ 0 Rn
n
V experimentech méfime intenzitu, nikoliv amplitudu: [~|Fpl? = Z Z f, (hkDf} (hkl)e—i(Rn—Rm)-q
n m

Intenzita maxim zavisi na rozdilu vzdalenosti — nelze urcit souradnice atomt v krystalové mrizce

Atomovy rozptylovy faktor pro RTG zareni: f,, < pocet elektroni — té€zsi atomy rozptyluji vic



Strukturni faktor

Systematické vyhasinani- strukturni faktor zavisi i na souradnicich atomu

Pro urcité symetrické usporadani atomu muze F,,,=0
Pro kubickou soustavu: Fri = Z f, (hkl)e 12T (hxntkyn+izn)
n

O proh+k+[=2n+1

- « . _ —im(h+k+1) . Frpy =
Pro kubickou prostorové centrovanou (l) mfizku plati: Fp;; = z f,(hkl)e proto hkl {Zf oro ostatn! pripady
n

L 1 L L Ll B L} T

80 |
70 +
60 :
= S50F l :
- ! 1
N
g 30} .
E F "
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o o o
e~

(] == (=) 8 S = O 8
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20 (deg) S. Dani$ — Atomova fyzika a elektronova strktura latek, Matfyzpress, 2019



Zakladni metody rentgenové difrakce

Rentgenova difrakce

Monokrystaly

Stacionarni Rotujici

Polychromatické Monochromatické
zareni zareni
Pevny uhel 6 Rotujici uhel 6

Urceni orientace Urceni mrizkového
parametru

Polykrystaly

Rotujici

Monochromatickeé
yZ11111
Rotujici uhel 6

Urceni mrizkovych
parametru




Metody difrakce I: Monokrystaly stacionarni

Laueova metoda "

Tato metoda vyuziva spojité spektrum

vinovych délek (tzv. bilé zareni) a stacionarni
monokrystal. Protoze je k dispozici Siroka :
skala vinovych délek, je difrakcni podminka .
splnéna soucasne pro mnoho rovin v krystalu. pt
Vysledny obrazec, tzv. lauegram, se sklada z _
usporadanych skvrn. .

Vyuziti

Laueova metoda je idealni pro rychlé urceni
symetrie krystalu a pro kontrolu jeho
orientace.




Metody difrakce I: Monokrystaly rotujici

Metoda otacivého krystalu

Pri teto metodé dopada monochromatické
rentgenové zareni (zareni o jedné vinové
délce (A) na monokrystal, ktery se pomalu
otaci kolem jedné ze svych hlavnich
krystalografickych os (zpravidla vertikalni
0sa).

Vyuziti

Urceni mrizovych parametri: Ze vzdalenosti
mezi vrstevnicovymi carami na filmu Ize
primo vypocitat délku periody (identitni
periody) krystalové mrize podél osy, kolem
které se krystal otacel.

Urceni symetrie: Rozlozeni a intenzita
jednotlivych difrakcnich skvrn na vrstevnicich
odhaluji symetrii krystalové mrize.

Styrkruhovy difraktometr

Ui
-




Metody difrakce Il: Polykrystal

Praskova difrakce

Na rozdil od Laueho metody se zde pouziva
monochromatické zareni (jedna vlnova
délka) a polykrystalicky nebo praskovy

CIRCULAR
DETECTOR

INCIDENT POWDER v
vzorek. Vzorek se sklada z obrovského X-RAY BEAM SAMPLE DEBYE SCHERRER
mnozstvi malych, nahodne orientovanych
krystalku (zrn). @ R

Mnoho zrn ve spravné orientaci pro splnéni
Braggovy podminky. Kvali nahodné orientaci SoURCE |
ve vsech smerech, difraktované paprsky pro |
jednu sadu rovin (hkl) tvorfi tzv. Debyeuv-
Scherrertiv kuzel. Jeho prinikem s filmem di —
detektorem vznikaji charakteristické krouzky. |

CONES

Intenzit

L

difraktogram 20



Informace skryte v difraktogramu

Praskovy difraktogram je jako otisk prstu materialu. Kazdy jeho parametr poskytuje cenné informace o strukture a stavu materialu.

Poloha maxim (uhel 20) Intenzita maxim Sirka (profil) maxim
Urcuje mezirovinné vzdalenosti (dyy) a Z&visi na poloze a druhu atomd v Je ovlivnéna velikosti krystalitd
tim i mrizove parametry. Slouzi k zékladni burice. Umozfiuje urdit (meni krystality = $iréi maxima) a
|den’f|f|ka,c| prltcljmnych vlffystalllckycvh ,faZI atomovou strukturu. Je také ovlivnéna pFitomnosti vnitinich pnuti a poruch
(fazova analyza) a mrizkové napeti. prednostni orientaci krystalit( (texturou). v krystalové miizi (mikrodeformace).
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Informace skryteé v difraktogramu

Mrizkové napéti — Ize urcit aktivacni napéti deformacnich mechanizmu z hodnoty, kdyz se krivka odchyli od elastického chovani

Poloha maxim (uhel 20)

Urcuje mezirovinné vzdalenosti (dy,) a

tim i mrizové parametry. Slouzi k

identifikaci pfitomnych krystalickych fazi

(fazova analyza) a mrizkové napéti -
Ize urcit aktivacni napéti deformacnich

Intensity (a.u.)

200000

150000

100000

50000

mechanizm.
110
0002/
HCP
,l‘ BCC
10411
1010 |
I 200

10-12 <

211

120000 -
. Initial state
" Mg
> 80000
3
c
5]
=
40000 .
s . =
. u
0 ___|,.f,. - _7_,‘_,"!' L .n L k_'
40 60 80 100
(@ 26 [degrees]
60000 4
. 2xECAP
« Mg
> 40000 « Al Mg,
2
2
=
20000
- -
| 1Y - w“
0 :" Vo0 l o”l'-f'c_',l o® w . .
40 60 80 100
(b) 26 [degrees)

200

N

(&)}

o
1

100+

Applied Stress (MPa)

\ --- ----.-----1-0-16-

1

*— 0002
—s— 1071

dhkl
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Line
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Informace skryteé v difraktogramu

Ze zmeény intenzity Ize urcit zménu textury a urcit treba zdvojcatély objem.

Intenzita ( 1.j.)

Jllll

! ' N

a M j L i
J—JMMMA—L

(=] o - O e [=] (= =

S Z Z 8 ad d@amemaad g

20 30 40 50 60 70 80 90 100

20 (deg)

Intenzita maxim

Zavisi na poloze a druhu atomU v
zakladni bunce. Umoznuje urcit
atomovou strukturu. Je také
ovlivnéna prednostni orientaci

krystalitd (texturou).

S. Dani$ — Atomova fyzika a elektronova strktura latek, Matfyzpress, 2019
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Informace skryteé v difraktogramu

Analyza difrakénich profilti — prokladani experimentalnich dat teoretickou funkci

0 _ Mg2Al
compression, 6% 1.0 1 10-11 Ty
bank 1 S 0.8} _ ’
Z o6} 3
12‘
4 3 04f

S i
= 0.2

. 28 29

32

Sitka (profil) maxim

30 31
20 [degree]

Intensity [a.u.]
Relative Intensity

Je ovlivnéna velikosti krystalit

(mensi krystality = SirSi maxima) a

10 2IU 3IU 4I0 |
20 [degree]

pritomnosti vnitrnich pnuti a
poruch v krystalové mrizi
(mikrodeformace).

—
£

| A | N ‘ \“:ii'.;;,“,—;;,_.'_«
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Vytvareni rentgenového zareni

Princip Coolidgeovy trubice: Termoemise elektronu z wolframové MUNI.cz

Wolframovy teré i

katody a jejich urychleni vysokym napétim (20-60 kV) na anodu.
Spojité spektrum (Brzdné zareni): Vznika deceleraci urychlenych

elektrond v Coulombovském poli jader atoma terciku.

Charakteristické spektrum (Carové zareni): VyraZeni elektronu z
vnitrni slupky K dopadajicim elektronem a nasledny preskok z vyssich

hladin.
Linie Ka: Preskok z hladiny L — K (vysoka intenzita, klicova pro
difrakci). L
Linie KB: Preskok z hladiny M — K (nizsi intenzita, nezadouci). " | |

anoda A (Koq)/pm A (Ko)/pm Unr/kV  B-filtr

10,000

Cu 154,056 154,439 8,98 Ni K_A_LM A

Mo 70,930 71,359 20,00 Zr 10° 20°
Co 178,897 179,285 7,71 Fe
Fe 193,600 193,998 7,11 Mn




Rentgenova vs. neutronova difrakce

Rentgenova difrakce

Obvykle méreni efektu blizko povrchu — néekolik desitek pm

Dlouha doba ziskavani

Synchrotronova rentgenova difrakce

Hloubka pruniku — od 1 cm (ocel) do nekolika desitek cm (Al)

Rychlé testovani; zkoumany objem ~ mm?3 — pro GS > 30 mm neni idealni
Neutronova difrakce

Velka hloubka pruaniku (v radu cm), vhodna pro hrubozrnny material.

Citlivé na magnetickou strukturu a Ize mérit i lehké prvky




Rentgenova vs. neutronova difrakce

Neutronové zareni —
vhodné pro studium
izotopd,
magnetickych struktur

Rentgenoveé zareni -
T atomové ¢islo —
koeficient Utlumu T
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Experimentalni metody studia struktury

Primeé pozorovaci metody - mikroskopie
« Opticka mikroskopie

« Rastrovaci elektronova mikroskopie

* Transmisni elektronova mikroskopie

Neprimé pozorovaci metody
« Dilatometrie, pozitronova anihilace, elektricka rezistivita
 Difrakcni metody

o Geometrické principy difrakce

o Rentgenova difrakce

o Neutronova difrakce




Metody mereni
koncentrace vakanci

V principu vSechny fyzikalni veliiny, které jsou ovlivhéné vakancemi se daji vyuzit.

Realizace meéreni

rovnovaha

J’& Termodynamicka
1 ) pfi vysokych teplotach

Zakaleni Sledovani ¢casového
(zamrazeni vyvoje rovnovazné

vysokoteplotniho stavu — Kogceltiacopananel

-’

Experimentalni metody

NejCastéji pouzivané metody. Teplotni roztaznost, elektricky odpor, pozitronova anihilacni spektroskopie, tepelna
vodivost, tepelna kapacita.

Elektricky Pozitronova anihilacni

Tepelna ;
odpor spektroskopie (PAS) PP Tepelna

vodivost kapacita

Teplotni roztaznost



Meéreni teplotni roztaznosti

o

Simultanni méreni zmény mrizkové konstanty Aa difrakci a

Vznik vakanci zvySuje objem Vznik vakanci vede k
Vznik vakanci vytvofi dodatecny mrizkovy né rﬁstu ob'emu VZOI'kU
bod, coz vede k narlstu objemu. J

Vychozi vzorek Po vzniku vakanci

(bez vakanci) (vétsi objem)
g @ Princip méreni 0 ‘
- » ’,

zménu makroskopické zmény délky Al dilatometrii

AT

» ©
N

Celkova zména délky zahriuje oba efekty

Al zahrnuje jak teplotni roztaznost tak zménu délky
kvali vzniku krystalovych vad.

- vV

Objem vzorku: Vy Objem vzorku: V, (V; > Vo)

Urceni koncentrace vakanci

Odectenim mikroskopickych efektli obsaZzené v Aa od e NI :/ \‘, Y A —
makroskopickych projevd formace vakance v Al dostaneme ‘o %/

-
v

g . n -
koncentraci vakanci ¢, = -

Pro kubické krystaly plati: n,/N = 3 x (Al/l - Aa/a)



Teplotni roztaznost:

Al/l a Aa/a
ey A
S 8 8

0.014

0.012

0.010

0.002

Teplotni roztaznost Al

@ Objemova roztaznost (dilatometrie)

- | -® Mrizkova roztaznost (difrakce)
Rozdil kviili
vzniku vakanci

500 700 900 1100 1300

Teplota (K)

-14

-16

-18

mereni ¢, pro hlinik (Al)

Arrhenitv graf koncentrace vakanci(Al)

® Meérené ¢,

—— Linearni fit

E.=0.76 eV

(ze smérnice)

T T T
6.0x10™ 8.0x10™ 1.0x107

1/T(K?Y)

T
1.2%107



Mereni pozitronovou anihilaci (PAS)

v vrs

Tato metoda méfi dobu Zivota pozitronu (e*) v materialu od jeho interakce se vzorkem az po anihilaci

elektronem.

22Na

Emise pozitronu
Zdroj B* (napf. 22Na) emituje soucasné
pozitron a gamma-zareni.

Mérici konfigurace

Vzorek se nachazi mezi dvéma
zdroji.

Zachyt na poruchach

Pozitrony se zachycuiji na defektech (jako
napf. vakance), kde je mensi elektronova

hustota. Proto se prodlouZzi jejich doba Zivota.

Doby zivota poruch

Kazdy typ poruchy (vakance, divakance)
ma charakteristickou dobu Zivota.

Vysoka citlivost

Tato metoda je schopna detekovat
koncentrace vakanci od ¢, ~ 107

Princip méreni zivotnosti pozitronu
Zdroj 22Na emituje pozitron. Spoustéci a stop signal pochazi z gamma fotonu, které
jsou detekovany pfi vzniku e* a po anihilaci.

Detektor 1
(start)
zdroj 22Na Vzorek

Y (511 keV) FG—l
e oo
01 —*Q—" "6 Q‘ Casovaé — =

doba

VJW ~ — . S -’
Emise WVV,"\ . zivota e*
. k. I
porren y (511 keV)

& Anihilace pozitronu

ve vzorku Detektor 2
(stop)
Diagram casovani
Start Stop
(1.275 MeV y) (511 keVy)

At

v

Time



)

Trapping rate (s

Mereni pozitronovou anihilaci (PAS)

Tato metoda méfi dobu Zivota pozitronu (e*) v materialu od jeho interakce se vzorkem az po anihilaci
elektronem.

1011

—

o
5
o

1 IIIIIII

—
o
AL

I I I | T

— Trapping rate .’
---- Lifetime !

10

10° 10™
Vacancy concentration

10

Tp

awajl| uoJyisod abelany

Princip méreni zivotnosti pozitronu
Zdroj 22Na emituje pozitron. Spoustéci a stop signal pochazi z gamma fotonu, které
jsou detekovany pfi vzniku e* a po anihilaci.

Detektor 1
(start)

zdroj 22Na Vzorek
Y 511 kev) B —l
NV
\ v (1.275 MeY) WY II::‘
| ANV N
- - j At
—Q— 08 Casovat —>

doba

Emise F .‘JIJ"’L'\.I -  zivotae*
St y (511 keV) ‘; 4I

& Anihilace pozitronu
ve vzorku

Detektor 2
(stop)
Diagram casovani
Start Stop
(1.275 MeV y) (511 keVy)

r
At /‘.




Méreni elektrického odporu

Elektrony se rozptyluji na bodovych poruchach, coz vede k narudstu elektrického odporu. Casto se

meéri stav po zakaleni

0 Zakaleni a narust
elektrického odporu
Po zakaleni z teploty Tq, narust

odporu Ap v dusledku vakanci Ize
vyjadfit jako:

Ap=C- exp(_Hf/kBTQ)

e Urceni entalpie
vzniku vakance

Zakalenim z riznych teplot, H;

Ize odedist z Arrheniova grafu.

o Slope=-H/kg
In Ap b

y

Aktivacni entalpie
pohybu vakanci

Aktivacni entalpie pro pohyb
vakanci (Hy) lze urcit na zakladé
rychlosti vyrovnavani vakanci pfi
ruznych teplotach.

Vakance (bodova

a Rychlost a cas
Zihani

Rychlost zihani je nepfimo
umérna Casu t, ktery je potfebny
k dosazeni urcitého ,vyzihaného*
odporu.

1
Rychlost & T



Experimentalni metody studia struktury

Primeé pozorovaci metody - mikroskopie
« Opticka mikroskopie

« Rastrovaci elektronova mikroskopie

* Transmisni elektronova mikroskopie

Neprimé pozorovaci metody
« Dilatometrie, pozitronova anihilace, elektricka rezistivita
 Difrakcni metody

o Geometrické principy difrakce

o Rentgenova difrakce

o Neutronova difrakce




Opticka mikroskopie

Teoreticka rozlisovaci schopnost optického
mikroskopu

oA A =%
~ 2nsina 2NA

d - minimalni rozlisitelna vzdalenost mezi dvéma body

A - vinova délka pouzitého svétla

n - index lomu prostredi mezi objektem a objektivem (napf. imerzi
olej)

O - polovicni otvory Uhlu objektivu (aperturni Uhel)

NA (= (n-sin#)) - numericka apertura objektivu

dmin,teor. =0.14 LM (modré svétlo, imerzni olej)

Maximalni rozliseni v praxi ~ 0.25 um




Opticka mikroskopie




Rastrovaci elektronova mikroskopie

Termoemisni nebo autoemisni zdroj (el. tryska) Electron . Hiectron Gun
Urychlovaci napeti — 2 — 30 kV Y A

T

Elektro Mmag neticke EO(\fky (zaostreni, rastrovani a'la televize)

Interakce elektronového svazku s objemnym materialem
Maximalni rozliseni ~ 1 nm

Anode

M agnetic
Lens

ToTV
Scanner

Secondary
Electron
Detector

Specimen




Rastrovaci elektronova mikroskopie

Termoemisni nebo autoemisni zdroj (el. tryska)

Urychlovaci napéti — 2 — 30 kV

Elektro Mmag neticke éOéky (zaostreni, rastrovani povrchu a’'la televize)
Interakce elektronového svazku s objemnym materialem
Maximalni rozliseni ~ 1 nm

Electron ,ff
source

SE

BSE  —
detector —detector

Sample
Stage —




Rastrovaci elektronova mikroskopie

Hlavni produkty interakce elektronoveho R‘i‘i‘é‘i’éﬁ“
svazku se vzorkem: | i
« Sekundarni elektrony Zm]

L.

« Zpéetne odrazene elektrony
« Rentgenove zareni

Produkt interakce Hloubka Hlavni poslani
interakce

Sekundarni elektrony < 10 nm Morfologie
povrchu
Zpétne odrazene < 300 nm Kontrast slozeni
elektrony Orientacni
kontrast
P ; v SE - neelasticky rozptylené BSE - elasticky rozptylené
Rentgenoveé zareni < 1000 nm Analyza slozeni elektrony elektrony
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Rastrovaci elektronova mikroskopie

Hlavni produkty interakce Produkt interakce Hloubka Hlavni poslani

elektronového svazku se vzorkem: interakce
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Moucha Polykrystal stribra

Snimky jsou uméle vybarvené - originalni ziznam je ve odstinech sedi !!!!
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Produkt interakce Hloubka Hlavni poslani
elektronového svazku se vzorkem: interakce

e« Sekundarni elektrony Sekundarni elektrony < 10 nm Ilc\)/locilr:(?lﬂ:agm

a!‘\ 7 3

Interkrystalicky lom Transkrystalicky lom



Rastrovaci elektronova mikroskopie

Hlavni produkty interakce Produkt interakce Hloubka Hlavni poslani

elektronového svazku se vzorkem: MRS
v v v Zpétné odrazené < 300 nm Kontrast slozeni
« Zpetné odrazené elektrony elektrony Orientadni
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Rastrovaci elektronova mikroskopie

Hlavni produkty interakce

Produkt interakce Hloubka Hlavni poslani
elektronového svazku se vzorkem: interakce
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Transmisni elektronova mikroskopie

Termoemisni nebo autoemisni zdroj (el. tryska)
Urychlovaci napéti — 100 — 1000 kV

Elektromagnetické Cocky (zaostreni, transmisni méd)

Interakce elektronového svazku s tenkym (< 100nm)

vzorkem

Maximalni rozliseni ~ 0.05 nm
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Transmisni elektronova mikroskopie

Termoemisni nebo autoemisni zdroj (el. tryska)

Urychlovaci napéti — 100 — 1000 kV TEM
. ;v v Electron w
Elektro madg neticke COCky (zaostreni, transmisni mod) Source \/

Interakce elektronového svazku s tenkym (< 100nm)
vzorkem

Maximalni rozliseni ~ 0.05 nm
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Transmisni elektronova mikroskopie

Zobrazeni realné struktury az atomovym rozlisenim

ThermoFisher Scientific

KFM MFF UK

Dislokace v Al Rozhrani BaTiO3/SrTiO; Precipitace v intermetaliku




Laueho podminka z rovinnych vin

Rovinna vina: y(x,t) = A cos (wt - kx); k= 2m/A
Dopadajici vina ~ cos (wt - kKyx); Difraktovana vina ~ cos(wt- kx);
Interferencni podminka: Ap = 2nN
Pro V body mrizky faze musi byt stejna:
wt - kogx = wt- kx + 2N
(k- ky)x = 2nN (¥

V mrizce: x = r = hay + ka, + laj
V reciproké mfizi: G = hby + kb, + 1b3
G.r = 2nN

Dosazenim do (*): (k- ky)r =2nN - (k- ky) =G




Braggova rovnice z rovinnych vin

Pro Vv body mrizky amplituda vin musi byt stejna:

|k0|2 = |k|2 , ZLaueho podm.: kg = k-G

|k0|2 = |k|2 — Zlk”GlCOS(p + |G|2, cos @ = cos(m/2 — 9) =

sind

|G|? = 2|k||G|sin?, |61 =2, |k ==
A

d )

nA = 2d sind
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  τ = G 𝛾 = G ( x / a )


  a ≈ b


  ~   𝟏 𝟎  𝟏 𝟎  𝒎  − 𝟐


  ~   𝟏 𝟎  𝟏 5  𝒎  − 𝟐


     G →  h k l


   d  h k l


        G →  h k l


   𝒂 i ⋅  𝒃 j = 2 𝜋  𝛿  i j .


   𝒃 1 = 2 𝜋    𝒂 2 ×  𝒂 3   𝒂 1 ⋅  (   𝒂 2 ×  𝒂 3 ) ,


   𝒃 2 = 2 𝜋    𝒂 3 ×  𝒂 1   𝒂 1 ⋅  (   𝒂 2 ×  𝒂 3 ) ,


   𝒃 3 = 2 𝜋    𝒂 1 ×  𝒂 2   𝒂 1 ⋅  (   𝒂 2 ×  𝒂 3 ) .


  𝑮 = h  𝒃 1 + k  𝒃 2 + l  𝒃 3 .


   |   𝑮  𝒉 𝒌 𝒍 | =    (  2 𝜋 )   d  hkl


  Δ = n 𝜆


  ∆ =   AB - −   CD -


   𝛼 0


  𝛼


  Δ = h 𝜆


     k 0 →


   k →


     k 0 →


     k 0 →


   k →


   k →


  ∆ = h 𝜆 = a ( cos   𝛼   –   cos    𝛼 0 )


     s 0 →


   s →


   a → .    s 0 → = a  s 0 cos  𝛼 0


   a → . (  s →   −      s 0 → ) = h 𝜆


   k → =   2 𝜋 𝜆 .  s →


   a → . (  k →   −      k 0 → ) = 2 𝜋 h


   a → . (  s →   −      s 0 → ) = h 𝜆


   b → . (  s →   −      s 0 → ) = k 𝜆


   c → . (  s →   −      s 0 → ) = l 𝜆


   k →   −      k → 0 =    G →  hkl


  2  d  hkl sin 𝜃 = n 𝜆


  E = A  e  − i 𝒌 . 𝒓


   F 1 ( 𝒒 ) =   A  e  − i 𝒌  𝑹 𝟏   A 0  e  − i  𝒌 0  𝑹 𝟏 =  f 1 ( 𝒒 )  e  − i 𝒒  𝑹 𝟏


  𝒒 = 𝒌   −    𝒌 𝟎


  F ( 𝑮 ) ≡  F  h k l =  ∑ n   f n ( 𝒒 )  e  − i 𝐆 .  𝐑 𝐧


  I ~    |   F  hkl | 2 =  ∑ n   ∑ m   f n ( h k l )  f m ∗ ( h k l )  e  − i (  𝑹 𝒏 −  𝑹 𝒎 ) . 𝒒


   F  h k l =  ∑ n   f n ( h k l )  e  − i 2 𝜋 ( h  x n + k  y n + l  z n )  


   F  h k l =  ∑ n   f n ( h k l )  e  − i 𝜋 ( h + k + l )  


   F  hkl =  {      0    2 f


   𝜀  h k l =    d  h k l −  d  h k l , 0   d  h k l , 0 = − (   cot ⁡ 𝜃 ) ( 𝜃 −  𝜃 0 )


   c v =    n v N .


  d =  𝜆  2   n   sin   𝛼 =  𝜆  2 NA


   (  = ( n ⋅   sin ⁡ 𝜃 ) )


  y ( x , t ) = A   cos   ( 𝜔 t   –   𝒌 𝒙 ) ;   k = 2 𝜋 / 𝜆


  cos   ( 𝜔 t   –    k 0 x ) ;


  c o s  (  𝜔 t – k x ) ;


  ∆ 𝜑 = 2 𝜋 N


  ∀


  𝜔 t   –    𝒌 0 𝒙 = 𝜔 t   –   𝒌 𝒙 + 2 𝝅 N


  ( 𝒌 –    𝒌 0 ) 𝒙 = 2 𝝅 N


  𝒙 = 𝒓   = h  𝒂 𝟏 + k  𝒂 𝟐 + l  𝒂 𝟑


  𝑮 = h  𝒃 𝟏 + k  𝒃 𝟐 + l  𝒃 𝟑


  𝑮 . 𝒓 = 2 𝝅 N


  ( 𝒌 –    𝒌 0 ) 𝒓 = 2 𝝅 N


  ( 𝒌 –    𝒌 0 )   = 𝑮


  ∀


     |   𝒌 𝟎 | 2 =    | 𝒌 | 2


   𝒌 𝟎 = 𝒌   – 𝑮


     |   𝒌 𝟎 | 2 =    | 𝒌 | 2 −   2  | 𝒌 |  | 𝑮 | cos 𝝋   +      | 𝑮 | 2


  co s   𝝋 = cos ( 𝝅 / 2   −   𝝑 ) = sin 𝝑


     | 𝑮 | 2 =


  2  | 𝒌 |  | 𝑮 | sin 𝝑  


   | 𝑮 | =   2 𝝅 n d ;    | 𝒌 | =   2 𝝅 𝝀


  n 𝝀 = 2 d   sin 𝝑

