Kapitola 6

Grandkanonicky soubor

6.1 Rozdélovaci funkce grandkanonického rozdéleni

6.1.1 Opakovani z termodynamiky — otevrené systémy

Grandkanonicky soubor popisuje systém, ktery si miize se svym okolim vymeénovat nejenom
energii, ale také castice. V termodynamice takové systémy nazyvame oteviené. Pojdme
pripomenout nékolik pojmi, které budeme v néasledujicim textu potiebovat.

Pro vnitini energii systému dle spojenych termodynamickych zakont plati
dU = Ada + TdS + pip, dn = Ada + T dS + pdN, (6.1)

kde @W = Ada je diferencial préceﬂ, d@) = T dS je diferenciél tepla a u je tzv. chemicky
potencidl. Z diferencidlu pdN vidime, Ze chemicky potencial ma rozmér energie. Jedna
se tedy o energii, o kterou se zméni (klesne nebo vzroste) vnitini energie, pokud systém
prijme jednu castici.

Takto jsme chemicky potencidl p zavedli matematicky. Pokud bychom chtéli jeho vyznam
priblizit spiSe ,intuitivné“, pak o ném muizeme hovorit jako o energii dané jen tim, ze
castice v systému existuje. V termodynamice castéji pouzivame diferencial p,, dn, kde
i je chemicky potencidl vztazeny na jeden mol c¢astic. Abychom byli presni, tak N pro
nas bude v nasledujicim textu predstavovat okamzity pocet ¢astic (pocet ¢astic v daném
mikrostavu), proto v uvedeném diferencialu je spravné uvedena stfedni hodnota poctu

'V mechanickych systémech, které budeme uvazovat déle, plati @W = Ada = —pdV.
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150 KAPITOLA 6. GRANDKANONICKY SOUBOR

castic N, tj. makroskopicka, a nikoli mikroskopicka velicina. Pocet ¢astic N fluktuuje kolem
stredni hodnoty N.

V predchozi kapitole, kde jsme se zabyvali kanonickym rozdélenim, hrala vyznamnou roli
tzv. (Helmholtzova) volna energie F', ktera je s vnitini energii U propojena vztahem

F=U-TS§S,
coz vede k diferencialu
dF = dU — d(T'S) = Ada — SdT + pdN. (6.2)

(Helmholtzova) volna energie je povazovana za tu ¢dst vnitini energie systému, kterou
lze v uzavieném systému izotermicky preménit na préaci, a ¢len T'S vyjadiuje ¢ast vnitini
energie U = F' + TS, ktera je pri dané teploté v systému , vazana“. H

Pti prechodu od vnitini energie U k volné energii F' mizeme také postupovat tak, ze ¢len
T dS upravime nésledujicim zpisobem (nékdy se to nazyva ,ziplnéni“)

TdS =TdS + SdT — SdAT = d(TS) — SdT .

Podobnjm zptisobem miizeme ve vnitin{ energii ,ztGplnit* i élen pdN a tak pfeji ke tzv.
grandkanonickému potencialu €2, jehoz definice je

Q=F—-uN=U-TS —uN (6.3)

a diferenciil se rovna

dQ = Ada — SdT — N dp. (6.4)

Na prvni pohled je zfejmé, ze se jedna o stavovou veli¢inu s rozmérem energie. Pokud
zafixujeme extenzivni parametr a v diferencialu préceﬁ nedochazi ke konani prace, systém
prejde do rovnovahy, v niz se neméni teplota 7" ani chemicky potencial u. To znamena, Ze
v rovnovaze je d2 =0, tj. 2 ma v tomto stavu extrém, konkrétné minimum.

Poznamenejme jesté, ze prechod k rovnovaze je obecné nevratny proces, a proto bychom
méli ve vSech diferencialech misto rovnosti psat neostrou nerovnost, protoze vychazeji z dru-
hého termodynamického zakona. Pokud ale systém dosahl rovnovahy, muzeme uvazovat

2Pfipometime, 7e v uzavieném systému je dN = 0 a pfi izotermickém dé&ji dT = 0. TakZe pii izoter-
mickém déji v uzavieném systému plati dF = Ada = dW.

3Grandkanonicky potencidl jsme dostali z volné energie ziplnénim ¢lenu s poétem Edstic. Takto lze
odvodit dalsi tfi termodynamické potencialy, kdyz toto ziplnéni provedeme ve vnitini energii, entalpii ¢i
Gibbsové energii. My je ale dale nevyuzijeme, proto zde nebudeme ptislusné termodynamické vztahy ani
pripominat.

4V systémech s mechanickou praci(napt. plynech) je a = V, jedn4 se tedy o omezeni na izochorické déje
dV =0.
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dany diferencial jen pro infinitezimalni vratné procesy, pro které plati rovnost tak, jak je
zde uvedeno.

Pokud se systém sklada z vice druhti ¢astic, pak ve vztazich a musime zapocitat
vSechny druhy ¢astic, tj. posledni ¢len bude mit tvar 33, pur dN;, a index k oznacuje po-
stupné rtzné typy castic v systému. A zuplnéni provedeme pro vsechny typy c¢astic, takze
diferencial grandkanonického potencialu bude mit tvar

dQ2 = Ada — SdT — Z N, dyg,.
A.

Ukol 6.1 Pomoci vztahu detailné odvodte vztah a ten potom pouzijte
k odvozeni vztahu

o0}

_ 002
U—Q"‘TS"‘[I/N—Q—T (a—T>a’M—ILL (a_l,@)a’T.

6.1.2 Odvozeni grandkanonické rozdeélovaci funkce

Odvozeni grandkanonické rozdélovaci funkce p(E,N) je velmi podobné odvozeni kanonické
rozdélovaci funkce p(E) (viz kapitola [4)), proto ho zde udéldme struénéji. Uvazujme opét
systém a jeho okoli, ale tentokrat pripustime, Ze si systém muze s okolim vymeénovat neje-
nom energii, ale i ¢astice. Necht energie systému je E; a okoli F,, pocet ¢astic systému
oznaCime N a okoli N,. Stéle plati, Ze interakcni energii mezi obéma systémy mizeme
zanedbat (vzhledem k velikostem energii obou systémi). Rozdélovaci funkce bude v tomto
pripadé funkei nejenom energie, ale i poctu ¢astic, tj. p = p(E, N). Pokud muzeme zanedbat
interakéni energii mezi systémem a okolim, musi diky ,pravidlu o souc¢inu pravdépodob-
nosti® platit

p(E1 + Ea, Ny + Ny) d® = p(Ey, Ni) d®ip(Es, Na) dP,.

Na pravé strané je soucin pravdépodobnosti, Ze se systém nachazi v néjakém konkrétnim
mikrostavu charakterizovaném hodnotami F; a N; a mikrostav okoli je charakterizovan
hodnotami E, a N,. Na levé strané je pravdépodobnost, Ze se systém a okoli jako celek
budou nachéazet v mikrostavu, ktery je dany stejnymi dilé¢imi mikrostavy systému a okoli
a je charakterizovan energii £ = E; + Fy a poctem castic N = N; + N,. Pro elementy
fazového objemu i zde plati d® = d®; d®,. Po tpravé dostaneme

p(Ey + E9, Ny + Ny) = p(E1, N1)p(Es, Na).
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Rovnici zlogaritmujeme
In p(El + EQ, N1 + NQ) =In P(Eh N1> + In p(EQ, NQ)

a vidime, Ze slozend funkce In p(F, N) musi byt linedrni v prvni i druhé proménné, tj. ze
musi platit:

1
Inp(E,N)~—-BE+CN = p(E,N)= Eexp(—BE%—CN), (6.5)
kde B a C' jsou konstanty a konstanta 1/Z hraje roli normovaci konstanty.

Pokud zafixujeme pocet ¢astic N, lze vyraz exp(C'N) zahrnout do normovaci konstanty.
Celéd grandkanonicka rozdélovaci funkce musi v tomto ptipadé prejit v kanonickou rozdé-
lovaci funkci. Konstanta B tedy musi byt stejna jako konstanta

B s = —,
p kgT

kde kg je Boltzmannova konstanta a 1" termodynamicka teplota, pti které nastala uvazo-
vana rovnovaha.

Konstanta C' u poctu c¢astic musi néjak souviset s ,energii, kterou do systému prinese
Castice jen svoji pritomnosti v systému“ (kinetickd energie, potencialni energie ¢astic ve
vnéjsim poli i potencidlni energie jejich vzdjemné interakce se zapocitavaji do energie E). V
termodynamice tuto energii nazyvame chemicky potencial p. Energie dana existenci ¢astic
v systému je stejné jako celkova energie systému E délena faktorem kg7, abychom dostali
bezrozmérny exponent. Pro konstantu C' tedy dostavame

1
C=-—.
kgT
Samoziejmé pokud bychom se nespokojili s timto spise uhodnutym tvarem konstanty C', lze
ji presné napocitat podobné jako jsme hledali konstantu [ pro kanonické rozdéleni, nebo
porovnanim vyjadteni diferencidlu vnitini energie v termodynamice a statistické fyzice, jak
je uvedeno na strané [140]

Normovaci konstanta Z se i zde nazyva statisticky integral ¢i sumaﬂ Pti vypoctu Z v ka-
nonickém souboru jsme integrovali (nebo sc¢itali) pres vSechny mozné mikrostavy. I pti
vypoctu velkého statistického integralu Z musime projit vSechny moznosti, tj. musime
uvazovat vSechny mozné pocty castic a pro kazdy mozny pocet ¢astic vSechny mikrostavy.
Vzorec pro vypocet statistického integralu tedy bude

Nmaz

1
2= [ ew ((—E 4 uN)) AW, (6.6)
N=0 f-p. kBT

5Nékdy se pridava i piivlastek ,velky“ nebo piedpona ,grand“, aby doslo k odliseni od kanonického
rozdéleni. V tomto textu je odliSujeme pouzitim kaligrafického fontu pro pismeno Z.
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kde d®W) je element fazového prostoru N &astic a maximalni pocet ¢astic Ny, mize
v principu byt roven i nekonec¢nu. V pripadé systému s diskrétnimi hodnotami energii
pocitame statistickou sumu Z jako

Nmaz

Z=> > exp (k‘ T -E;, +,uN)), (6.7)

N=0 in

kde index iy cisluje mikrostavy v pripadé, ze systém obsahuje pravé N céastic, a E;,, je
energie konkrétniho mikrostavu systému s N c¢asticemi.

V predchozim odstavci jsme velky statisticky integral Z zavedli“ analogicky — z toho,
ze bude mit podobny tvar jako pro kanonicky soubor. Mohli bychom ho ale i poctivé
odvodit z normovaci podminky. Ta 1ikd, ze kdyz vezmu v iivahu vSechny mozné mikrostavy
systému, musi byt pravdépodobnost nalezeni systému v nékterém z nich rovna jedné. Mozné
mikrostavy musim uvazovat jak vzhledem k moznému poctu ¢astic, tak i energii systému
pro dany pocet ¢astic. Normovaci podminka mé tedy tvar

1 1 ,
1= / ) deW / — exp < —FE 4+ uN > doW™N) =
Z E\-: fop. Z /ﬁ,’BT( f )

/p

:423/

PW( (E+ﬂxgd@w
fp /1]_;

Odtud je jiz vySe uvedeny vztah [6.6] pro Z patrny.

Ukol 6.2 V kvantovém systému se ¢astice mize nachézet ve tfech riznych jedno-
¢asticovych stavech se stejnou energii (je zde povolend jedind, tfikrat degenerovand
energie). Dale uvazujte také nenulovy chemicky potencidl. Urcete grandkanonickou
statistickou sumu Z v pripadé, ze systém obsahuje:

e a) pravé ¢tyfi rozlisitelné ¢éstice,
e b) maximélné dva identické bosony,
« ¢) libovolny pocet identickych fermiont.

Napiste vysledek i pro pripad, zZe energeticka skala byla zvolena tak, ze hladiny maji
nulovou energii, a také pro nulovy chemicky potencial.

Grandkanonickou rozdélovaci funkei tedy mizeme psat ve tvaru

1 —E + uN
E,N)=— BTN
(B, N) exp( = )

= (6.8)

Pro kanonicky soubor jsme statisticky integral jesté prepsali pomoci volné energie F'. Toto
provedeme i zde. Jak jiz bylo jednou uvedeno, pokud zafixujeme pocet Castic N, prejde
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grandkanonicka rozdélovaci funkce na kanonickou rozdélovaci funkei (viz 4.40)

- ()

Dosadime-li za volnou energii F' jeji vyjadieni pomoci grandkanonického potencialu (2,
tj. F'=Q + Npu, dostaneme

Q+Nu—F Q —E+ Np
E,N) = e .
p(E,N) eXP( T ) exp <kBT+ T )

Porovnanim s vidime, zZe pro grandkanonicky potencidal 2 plati

1 Q
E = exp (M) = Q= —/fBT In Z, (69)

coz je vztah analogicky vztahu [4.38]

Ukol 6.3  Vyuzijte vysledki tkoli ve kterém jsme ze vztahu odvodili vzorec
pro vypocet stredniho poctu ¢astic systému N

N—_ (‘9_Q>
o VT

Dosadte do néj vztah[6.9]a upravte. Podobnym zptsobem naleznéte i vztah pro entropii
S a tlak p.

Pro ty z vés, které dohledavani koeficienti v grandkanonické rozdélovaci funkci oprené
o analogii s kanonickou rozdélovaci funkci neuspokojilo, naznacme, jak to udélat poctivéji.
Vyjadreme si rozdélovaci funkci jako

p(E,N)=exp(A—BE+CN) . (6.10)

K urceni t¥i konstant A, B a C' mame tri rovnice — jednak normovaci podminku,

b=2 /f; p(E,N)de™) (6.11)

dale vztah pro stfedni hodnotu energie F, tj. pro vnitini energii U

=E=) /,, Ep(E,N)doW (6.12)
N ).
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a vztah pro stredni pocet castic

Z Np (E,N)doW (6.13)

Obdobné vztahy muzeme zapsat i pro diskrétni pripad, integral pres fazovy prostor je
v nich nahrazen sc¢itanim pres mikrostavy.

Vezméme vztah pro vnitini energii a diferencujme hdf]

0E 0E
(o). (av),,

V prvnim ¢lenu je v hranaté zavorce rozepsan diferencial 0 F. Zéworku roznésobime V dru-

5U—%:/f.p.

pdd®™ 4+ % : Edp AW
N .p.

hém ¢lenu vyjadrime F z rozdélovaci funkce mjako E=% + = — = ln p. Dostavame
[ OF
oU = / () Ao | 5V +
_ZN: fp. \OV TN '

[ OF
oF )
+ Z/f,,,. (azv) 5N p dD

A CN 1
+ Z/ ( Blnp)épd@

V prvnim ¢lenu jsme vytkli diferencial mimo integral a v hranaté zavorce je stredni hodnota
derivace energie dle objemu, tj. makroskopicky ( o )T v (g—g)T e coz pri porovnani

s prvnim termodynamickym zakonem muzeme interpretovat az na znaménko jako tlak
a cely tento clen jako diferencial mechanické prace. Podobné v druhé hranaté zavorce je
derivace rovna chemickému potencialu p. Posledni ¢len roznasobime. Dostavame

oU = —piV +

+ Y / LEN pdd™)
N I-p.
A

+ = / 5pddty)

+ CZ/ Nopdd™ —
B N Jfp
1

- In pdp do™)
B%:/f‘p. o

5Pro odliseni diferencidlu budeme v nésledujicich vztazich oznadovat diferencidl v integraci i nadale
jako d®W). Pro diferencidly, které budou souviset s diferenciaci rovnice, pouzijeme oznaéeni §U se stejnym
vyznamem jako dU.
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V ¢lenu na tretim fadku prohodime derivaci a integral a potom pouzijeme normovaci

podminku [6.11

A A A
- ) dc1><N>:5< dc1><N>>:51 =0.
B%:/f.p_ . B %:/f.p_p 5 W

Mame tedy diferencovat jednicku (tj. konstantu), coz znamend, Ze tento ¢len je nulovy.

V poslednich dvou ¢lenech vyrazu dU pouzijeme vztah pro derivaci soucinu

§(Np) = (6N)p+ N(dp)

= N(6p) =06(Np) — pdN,

1
d(plnp) = (d0p)Inp+po(lnp) = Inpdp=4(plnp)—pd(np)=d(plnp) —,055/)-

Po dosazeni dostavame

ou =

Posledni ¢len je diky normovaci podmince nulovy. Druhy a ¢tvrty ¢len (oznaceny modie)
spojime dohromady. Ve tretim a patém c¢lenu prohodime derivaci a integral. Dostaneme

oU

—poV +

¢ )
Z/ (u—)péNdCI) +
~N fp B

C

o, )
;5 (%: /f.p. p(ln p) dCID(N)> .

Na tfetim fadku je v kulaté zavorce stfedni hodnota poctu ¢astic N (viz[6.13)) a na étvrtém
(poslednim) fadku je v kulaté zdvorce az na konstantu entropie S

5U = —psV + Y [ (,u—g)pdeCD(N)JrOdN—1(—1>5S.
N fp

(6.14)

B B\ kg
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Porovnénim s diferencidlem vnitini energie[6.1]dostaneme na zékladé poslednich dvou ¢lent
rovnosti

¢ .t o g Lo n

B B ]{'B ABT kBT

Tyto rovnosti zajisti také, Ze druhy ¢len v [6.14] je nulovy, a tim dostaneme uplnou shodu
s diferencialem vnitini energie dU (viz .

Zbyva urcit konstantu A. Pouzili bychom normovaci podminku, jak bylo uvedeno drive
(viz odvozeni vztahu resp. [6.7). Ukazme ale jesté pro tplnost, Ze vyjadieni A je i ve
shodé se vztahem pro entropii

S = —kplnp=—kp)_ / Inp pdd™) =
N /[P
= —kp)_ / (A— BE +CN)pddW)
N I

= —kgA-1+kgBE — kgCN,

kde jsme v prvnim ¢lenu pouzili normovaci podminku a v dalsich dvou vztah pro stredni
hodnotu energie £ = U a poctu ¢astic N. Dosadime za B a C' a vyjadiime A
U p- U—-TS—uN Q
S=—-kpA+—=—-—=N = A= = .
T T kgT kgT

yosledni rovnosti jsme vyuzili definici grandkanonického potencidlu 6.3 a vidime, Ze
V posled ti ‘ li defi g lka kél t AMu 6.3 1 :
vztah souhlasi s

6.2 Kvantova rozdéleni

V této ¢asti se budeme zabyvat systémem, ktery se bude skladat z mnoha nerozlisitelnych
¢astic, tj. fermiont nebo bosonii. Nase vysledky budou aplikovatelné napr. na volné po-
hyblivé valencni elektrony v krystalech nebo fotony tvorici zareni cerného télesa. Nez se do
toho pustime, zkusme se zamyslet nad tim, jak asi budou tyto ¢astice obsazovat povolené
energetické hladiny.

Ukol 6.4 Predstavte si, ze mate kvantovy systém, ve kterém je velmi mnoho povole-
nych energetickych hladin s velmi malymi vzdalenostmi od sebe. Pro jednoduchost uva-
zujme, ze hladiny nejsou degenerované. Prikladem takového systému muze byt napt.
jednodimenzionalni linedrni harmonicky oscilator, pokud bychom uvazovali opravdu
velmi mnoho jeho hladin. V nasem systému se nachazi mnoho nerozlisitelnych a na-
vzajem neinteragujicich ¢astic — fermiont, nebo bosonu. I kdyz je pocet castic velky,
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presto je vyznamné mensi nez pocet povolenych energii (ten byva casto nekoneény).

Pokuste se odhadnout, s jakou pravdépodobnosti pfi méfeni energie vybrané castice
naméiime jednotlivé povolené energie. Jinymi slovy odhadnéte, jak budou ,obsazené
casticemi® jednotlivé energetické hladiny

a) pri teploté opravdu velmi velmi blizké 0K (muzete udélat primo limitu, jak by
to bylo pii 0K, i kdyz se této teploty nedd dosdhnout),

b) pfi teploté mirné vyssi nez 0 K,

c) pri vyssi teploté — pokojové teploté, nebo teploté pro nés jiz vysoké.

Jak bylo feceno, v této kapitole se budeme zabyvat systémem nerozlisitelnych fermionti a
bosonti. Nasim tukolem bude najit vztah pro stfedni pocet ¢astic ve stavu s danou energii,
tj. popsat, jak se tyto ¢astice rozdéli mezi jednotlivé pripustné stavy.

Systémem, ktery budeme nadale zkoumat a popisovat, budou ¢astice, které se nachazeji
v i-tém povoleném stavu. Energii tohoto staviff| oznacime € a pocet ¢astic na ni N. Pro
zjednoduseni zapisu nebudeme u energie ani poc¢tu ¢astic pouzivat index 7, i kdyz se jedna
o veli¢iny vztahujici se k ¢asticim v i-tém stavu. Je zfejmé, zZe pocet ¢astic v daném stavu
se muze ménit (¢astice mohou mezi stavy prechézet), a proto budeme nahlizet na systém
jako na otevreny, tj. v Teci statistické fyziky ptijde o grandkanonicky soubor.

Z predchozich vypoctti vime, Ze nejprve musime spocitat velkou kanonickou statistickou
sumu Z. Defini¢ni vztah pro Z tika, ze je treba poscitat pro vsechny mozné pocty
castic jednotlivé statistické sumy, které odpovidaji situaci, ze systém obsahuje pravée dany
pocet castic

Nimaz 1
Z= 3 > exp (kT(—EiN + MN)> )
B

N=0 in

kde index N probihd vSechny mozné hodnoty poctu castic naseho systému a indexy iy
¢isluji jednotlivé mikrostavy, ve kterych je v systému pravé N castic, a Ej;, je energie
daného mikrostavu. Také predpokladame, Zze chemicky potencial 1 se neméni s poctem
castic ve vybraném stavu.

V nasem systému existuje pro kazdy povoleny pocet ¢astic N jediny mikrostav (vSechny
Castice jsou ve vybraném i-tém stavu). To znamend, ze druhd suma m4 jen jediny ¢len.

8Vzhledem k tomu, Ze nevylu¢ujeme degeneraci energie, tak se nemusi jednat o jediny stav, jehoZ energie
je rovna e.
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Pokud je v systému N castic, tak jeho energie je rovna Ne. Pro Z dostavame vztah

N Ne+ Npu
Z= ZeXp( kT )

Pokud budeme uvazovat systém bosonti, potom jich miize byt libovolny pocet, tj. budeme
uvazovat N = 0,1,2, ... c0. Je jasné, ze ,nekonecny pocet“ bosont neodpovida realité. Ale
vzhledem k tomu, ze uvazujeme velky pocet ¢astic, tj. fada bude mit velmi mnoho ¢lenii
(musime zapocitat i moznost, ze vSechny ¢astice budou v i-tém stavu) a s poCtem ¢astic
v daném stavu rychle klesa hodnota ¢lenu, ktery pri¢itame, nebude se soucet konecné a
nekonecné rady prilis lisit. Uvazovani nekonecéné rady nam ale vyrazné uleh¢i vypocty.

Pokud se bude jednat o fermiony, mame jen jen dvé moznosti, bud v systému neni zadna
¢astice, nebo je tam pravé jeden fermion, tj. N = 0 nebo 1.

Provedme nejprve vypocet Z (indexem F' oznacime vyrazy pro fermiony, indexem B pro
bosony)

1 _ _
Zp =) exp <— 23;) =1+exp ('23;) , (6.15)

| 1(=) [ W

€
N=0 N=0 1 —exp (;:BT

V posledni tpravé jsme vyuzili vzorec pro soucet geometrické fadyﬂ proto pro bosony je
nas vypocet v poradku, pouze pokud € > p.

Ted napisme grandkanonické potencidly Qr a Qp (viz

—€
Op = —k T1n<1+ex ( )),
F B p kT

[ — €
Qp =k Tln(l—ex ( )>
B B p knT

A nakonec vyuZijeme vztah mezi stiednim poc¢tem ¢éstic N a grandkanonickym potencid-
lem Q, ktery jsme odvodili v tikolu [6][3] tj. spocitdme pFislusnou derivaci. Pro fermiony

= 7952 B w— € I exp( E)
e = <8M> +kBT1+exp(,‘:;;) [exp(kBT) k?BT_l—i—eXp(kBT)’

€

9Pro |¢| < 1, plati ) .7 ¢" = . V nasem piipadé je ¢ = exp ( T).
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(6.17)

Pro bosony

Ng = — (8913) :_k;BTl) <—8Xp (“_€>> 1 exp (£57)

o 1 —exp (,’:B; kT k‘BT 1 —exp (“ ) ’

Zéavislosti stfedniho poctu castic Ng, resp. N v daném stavu na jeho energii a teploté
fikdme v pripadé fermioni Fermiho—Diracovo rozdéleni a v pripadé bosoni Boseho—
Einsteinovo rozdéleni dle fyziki, kteri je odvodili.

Ng = (6.18)

Pojdme ted diskutovat pribéh téchto funkei a najit hodnoty chemického potencialu pu.

Nejprve se budeme zabyvat fermiony. Pokud budeme snizovat teplotu T, tak hodnota

vyrazu % roste k nekonecnu, pokud je € > pu, a klesd k —oo pro € < p. V limitnim

ptipadé € = p plati .—% = 0 pro vsechny kladné hodnoty teploty T'. Z toho plyne pro
stfedni pocet Castic v hmlte T — 04

E—

€— U = 1
< = — — = Np = —— =1
c=H kT > P01

€— U — 1 1
= = =0 = Np— —— ==
c=h kT P11 2
> = St LN = Np— 0
€ O —

. k?BT ¥ oo+ 1

Zévislost Ng na energii zvoleného stavu pro riizné teploty i limitu pro teplotu jdouci k nule
zobrazuje graf na obrazku [6.1] Vidime, Ze chovani je presné takové, jaké jsme odhadli
v ukolu @I Také vidime, Ze v piipadé fermiontt miZeme stiedni pocet ¢astic Ny inter-
pretovat jako pravdepodobnost ze bude dany stav fermlonem obsazen Vv hmlte nulove
nejvyssi obsazené hladiny je rovna chemickému potencidlu p a nazyva se Fermlho energie
Er = p. Se zvysujici se teplotou se zvysuje pravdépodobnost, ze fermiony nalezneme i
na vyssich energetickych hladinach. Zaroven s tim musi klesat pravdépodobnost, ze budou
obsazeny stavy s energii mensi nez je Fermiho energie. Povsimnéme si, ze pravdépodobnost
obsazeni stavu s Fermiho energii ¢ = Ep = p je ale stile N(e) = % Tato skutecnost se
nekdy pouziva jako alternativni definice Fermiho energie Ef.
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L
0 u €
Obrazek 6.1: Fermiho—Diracovo rozdéleni pro fermiony pro rtizné teploty T, ¢ervené je
vyznacena limita pro 7" — 0

NR
Ti<T,<T3<T,<
T\T2 \Is

0 &

Obréazek 6.2: Boseho—Einsteinovo rozdéleni pro bosony pro ruzné teploty T, Cervené je
vyznacena limita pro 7" — 0 pri g = 0.
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Pokud udélame stejné tivahy pro bosony, dostaneme pro limitu 7" — 0

€— b — 1
< = — — = Ng = —— = -1
€S p knT e BT 0—1 !
€E— I - 1
= =0 N — ==
€ Iu = kBT = B%]‘_l OO,
€— [ - 1
> = — = Ng — = 0.
€H kT o0 B oo —1

Je vidét, ze pokud bychom méli stavy s energii € mensi nez je chemicky potencial p (viz
prvni fadek), pak ndm opravdu vychdzeji nesmyslné zdporné hodnoty stredniho poctu
¢astic, coz odpovida tomu, ze jsme mimo platnost naseho vypoctu (viz vztah . Pokud
zvolime nejnizsi povolenou energii rovnu nule, tj. €,,;, = 0, jak je ¢asté, potom p nemuze
mit kladnou hodnotu.

Obvykle klademe 1 = 0 a nekonecné hodnot Ng pro stav s nejnizsi energii € = 0 je
diisledkem toho, 7ze jsme misto konecné geometrické posloupnosti s mnoha ¢leny uvazovali
radu nekonec¢nou. Tuto hodnotu miizeme interpretovat tak, ze v tomto stavu jsou vSechny
castice, které nejsou v zadném stavu s kladnou energii. Hodnota tedy odpovida nasemu
predpokladu, Ze ¢astic muze byt v principu v daném stavu nekone¢né mnoho (neuvazujeme
omezeni na pocet ¢astic). Pro makroskopicky systém jsme se tim jisté nedopustili zdsadni
chyby. Navic si jesté uvédomme, Ze v nasi volbé maji ¢astice na této hladiné nulovou energii,
takze ani z tohoto hlediska jejich nekonecny pocet nepredstavuje problémy ve vypoctech.

Pro vysoké energid]| bude hodnota exponenciély ve jmenovateli obou vyrazi i

velkd, takze muzeme zanedbat jednicku (at uz se pricita, nebo od¢ita). A dostaneme

_ _ e N _ €
N =Np = Np =¢ kT =¢FsT ¢ kpT

coz je klasické Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni (obr. [6.3).

10Uvazujeme pouze pravostranou limitu, protoZe energie i teploty jsou kladné, tj. jde o limitu e — 0.
V takovém pifpadé Np — co.

"UHodnoty energie porovnivame s hodnotu vyrazu kg7, ktery mé pro pokojovou teplotu cca 300K
hodnotu kgT = 8,6-107° - 300eV = 0,25eV, pii pokojové teploté by se tedy jednalo o stavy s energii
vyrazné nad 0,25€V.
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Maxwellovo-
-Boltzmannovo
rozdéleni

Fermiho-Diracovo
rozdéleni

&€

Obréazek 6.3: Porovnani asymptotického chovani vsech tii rozdéleni (jednotliva rozdélent
jsou ve vodorovném smeéru posunuta tak, aby bylo snadné porovnat jejich prubéh pro velké
energie €, nemaji tedy spole¢ny pocatek, navic jiz vime, ze stav s nulovou energii si miizeme
zvolit libovolné, neni pro toto porovnani podstatny, a proto na vodorovné ose neni uvedena
zadna skala

6.3 Zareni absolutné cerného télesa

Nasim tkolem v této casti bude odvodit Plancktiv vyzatrovaci zakon, tj. zakon popi-
sujici zdreni absolutné cerného télesa. Pripomenme, Ze za takové zareni mizeme s dobrou
presnosti povazovat zareni vychazejici z dutiny, Slunce, zarovky,... tj. takového télesa, u
kterého muzeme zanedbat odrazené zareni v porovnani se zarenim, které téleso samo vy-
zaruje. Planckiv zakon udava tzv. spektralni hustotu zatreni, tj. zjednodusené receno, kolik
energie ,nese® zafeni dané frekvence). Nejprve tento zakon odvodime pro zafeni, které je
pri dané teploté v tepelné rovnovaze s okolim (tfeba v néjaké dutiné uvnitt télesa udrzova-
ného na konstantni teploté). Potom vyjadiime jeho tvar pro zareni, které vyzaruje téleso
o dané teploté do svého okoli. V roce 1900, kdy Max Planck tento zdkon publikoval, byla
spektralni hustota zareni znama z experimentu se znacnou presnosti a také bylo znamo, ze
zavisi pouze na teploté c¢erného télesa, nikoli na jeho dalsich vlastnostech.

Pojdme si nejprve rozmyslet princip odvozeni tohoto zdkona velmi jednoduse (viz schéma
: Chci najit vztah, ktery mi bude tikat, kolik energie nese zareni dané frekvence.
Na tento problém se mohu divat i kvantové, pak je mym tikolem najit celkovou energii vsech

na obr.

fotonti s danou frekvenci. To jisté mohu spocitat jako soucin energie jednoho fotonu hw a
jejich poc¢tu. Pocet fotont ur¢im pomoci statistického pristupu — nejprve zjistim, kolik je
vlastné moznych stavii, kdy méa foton danou frekvenci, a tento pocet vynasobim stfednim
(prumérnym) poctem fotonu v daném stavu.

Fotony jsou bosony s nulovou klidovou hmotnosti, proto energii jednoho fotonu ¢ mtzeme
vyjadrit jako € = hw = pec, kde w je thlova frekvence fotonu a p velikost jeho hybnosti.
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Ridi se Bose-Einsteinovym rozdélenim (viz [6.18). Pro stiedni pocet fotontt N v jednom
konkrétnim stavu s energii € = hw plati

_ 1
Y St

Posledni véc, kterou potrebujeme vyjadrit je ,,pocet stavi* pro danou energii, resp. frek-
venci. Fotony mezi sebou neinteraguji, takze podobné jako v predchozich pripadech budeme
nejprve uvazovat systém s jedinym fotonem. Uvazujme fazovy prostor takového systému.
Makroskopické rozméry nas opravnuji k tomu, ze z hlediska fotonu mtzeme s dostatecnou
presnosti brat prostor jako neomezeny. V takovém pripadé se jednd o volny foton, jehoz
energie neni nijak kvantovana (stejny systém je diskutovan i v tloze a fazovy prostor
lze uvazovat stejné jako v klasickych pripadech, tj. jako Sestidimenziondlni prostor, kde 3
jeho dimenze odpovidaji poloze fotonu a 3 dimenze souvisi s jeho hybnosti. Objem ®(e)
fazového prostoru systému jednoho fotonu, ktery odpovidé energiim v rozmezi (0, €) je tedy

B(e) = Vb, () = Vo (6)3
€) = e)=V-m|-) ,

P 3 \c
kde V' je objem (naseho bézného) prostoru, kde se foton muze pohybovat, ®,(¢) je objem
hybnostni ¢asti fazového prostoru, coz je koule o poloméru p = €/c.

Protoze se ale jedna o kvantovy systém, potiebujeme od fazového objemu prejit k poctu
stavii. S dobrou presnosti mizeme v tomto pripadé uvazovat, ze na jeden stav pripada
fazovy objem (dany relacemi neurcitosti, viz diskuze v podkapitole o velikosti (27h)3.
Pocet stavi I'(€) s energiemi mezi (0, €) je potom tedy

P (e) Ve

I'le) =2
(€) (27h)3 T 3m23R

kde navic nasobime dvojkou, protoze fotony maji 2 riizné polarizace, tj. kazdy stav odliSeny
yumisténim ve fazovém prostoru® je jesté dvakrat degenerovany.

Emvf’aﬂ(/ gaw;m ?/hlv-%qb oa@-f—
oo Q\-chuwu/ A Jolowin “Eeiaww A J“ngm

| ( | ! { (v ~ .
hWSlkole 2oF L//LA Pose ho — Einst

. ) I ] e
o (nbtrve U Tre it g o208 ferne

Obrézek 6.4: Schématické naznaceni postupu odvozeni Planckova vyzatrovaciho zakona
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Obrazek 6.5: Nacrtek k odvozeni zafeni vychézejiciho z malého otvoru v dutiné

Nés ale zajimd pocet stavit g(e) s ,danou® energif”] €. Pro velikost intervalu energii de
muzeme psat
dr Ve?

dF:Edezg(e)de:

Dosadime ¢ = hw, de = hdw a dostaneme

de

m2c3h3

Vw?
dI' = oy dw = g(w) dw.

A odtud dostavame pocet fotont, které maji frekvenci v intervalu (w,w + dw)

_ Vw? 1
N dw =
(w)g(w) dw w23 exp(lfBi) -1

dw . (6.19)

Pokud chceme energii, nikoli pocet fotonil, musime pocet fotonti vynasobit energii jednoho
fotonu Aw (viz schéma na obr. [6.4). Navic budeme uvazovat hustotu energie p(w), tj. energii
v jednotkovém objemu. Po dosazeni dostaneme

N(w)g(w) o — B w? 1

1% 23 exp(%) -1

p(w) dw = hw dw

a odtud dostavame spektralni hustotu rovnovazného tepelného zareni — Plancktv zakon

h w3
= 6.20
pl) 723 exp(—k’ZJT) -1 (6.20)

12 Jedn4 se vlastné o pocet stavii ve vrstviéce na povrchu oblasti fAzového prostoru o objemu ®(¢), jestlize
sitka vrstvicky odpovida de.
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Casto se pouziva Planckiiv vyzaiovaci zdkon, ktery popisuje zafeni, jez vydavé jed-
notkovy povrch télesa za jednotku c¢asu. Uvazujme ted dutinu s malym otvorem o plose
S a vyjadreme mnozstvi zareni, které diky otvoru z dutiny unikne. Za c¢as dt se otvorem
dostane ven zareni, které se Siti spravnym smérem a jehoz vzdalenost od otvoru neni vétsi
nez cdt, kde ¢ je rychlost svétla (viz obrazek . Zareni se k otvoru Sifi z riznych smér.
Pokud si kolmici k plose otvoru zvolime jako osu z, pak smér siteni mizeme popsat dvojici
thla 6 a ¢, kterou zname ze sférickych soufadnic (vzhledem k tomu, Ze zarfeni ma jit jen
zvnitiku dutiny, budeme uvazovat hodnoty thlu 6 jen od 0 do 7/2). Pokud budeme uva-
zovat konkrétni smér, pak za cas dt se k otvoru muze dostat zareni z objemu Scdt cos 6
(jednd se o ,Sikmy valec“, viz obrézek . Musi se ale §itit spravnym smérem. Protoze je
zareni v dutiné rozlozeno izotropné, tak k otvoru miri ¢ast zareni imérna elementarnimu
prostorovému thlu tj. sinfdf d¢. Pokud vse sestavime dohromady a pouzijeme hustotu
zéfeni p(w) (viz vztah [6.20)), kterd urcuje mnozstvi zafeni dané frekvence v jednotkovém
objemu, dostavame, ze pro hustotu zareni, které vychazi otvorem o plose S za cas dt,
miuzeme psat

i/2 infdfd
Potwor(w) dw = / /p W) dw (Sedt cos g) S0 4040
9 m
dt i/2 dt
S: / /ep cosf sinfdfdo = S¢ plw)dw .
¢=0

Pokud nas zajima zareni, které vyjde otvorem o jednotkovém obsahu za jednotkovy cas,
tj. Prareni = Potvor/ (S dt), dostévémﬂ pro spektralni hustotu zareni

¢ h w?
4 4r2c? exp(ﬂ) -1

pzareni(w) = P(w) (621)
Poznamka: Vidime, ze obé vyjadieni Planckova zdkona — pro zareni v objemu dutiny i pro
zareni, které vyzatruje jednotkova plocha povrchu télesa — se lisi jen konstantou.

Odvozeni tohoto vztahu Maxem Planckem v roce 1900 je nékdy povazovano za pocatek
kvantové fyziky. Nutno ale poznamenat, ze Planck ho odvodil naprosto odliSnymi ivahami
v kvantovani®, které v nich bylo obsazeno, povazoval jen za jakousi spise matematickou
pomiticku, kterou vyuzil, nez za spravné fyzikalni zdivodnéni.

I3P¥i porovnévani konstanty v nasledujicim vztahu v réiznjch textech je tieba si davat pozor nejenom na
to, vidi jaké proménné je spektralni hustota vyjiddiena (toto bude diskutovdno zejména v tikolu , ale
také zda je vztaZeno jen na jednotkovy povrch télesa (jako zde), nebo jde také o zafeni jen do jednotkového
prostorového thlu.
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Ukol 6.5  Naleznéte spektralni hustotu zafeni jako funkei vlnové délky A. Jinymi
slovy prepiste Plancktv vyzarovaci zakon pro vinovou délku .

Pozor, nestaci dosadit, ze w = 2wc/ A, ale je tfeba zahrnout i prechod od dw k dA.

Vysledkem predchoziho tikolu je, ze Planckiv zédkon prepsany pro vinovou délku, tj. spek-
tralni hustota zareni jako funkce vinové délky A\ ma tvar

8mhe 1
p(A) = —3 - :
A exp (k:ﬂ> -1

Pro tplnost dodejme i tvar Planckova zakona pro frekvenci f
w=21f = dw =2rdf

a diky tomu

2\ ¢ ]} (‘ ﬂ—f)% ¢ ”
plw)dw = p2rf)2rdf = 3 e 2ndf =
T=Cc? exp A,I> —1
mh 3 a
=3 (S -df.
¢’ exp(y7) — 1
Dostavame tedy spektralni hustotu zareni
, 8mh 3
P(f) = 73 L hf
c exp(iop) — 1
a pro vyzarované zareni
, ~C  2mh 13
/),zurcni(.f) - ﬂ(f)l - T 5 hf
: ¢t exp(gi7) — 1

Nasim dalsim tkolem bude odvodit priblizny tvar zavislosti pro malé a velké frekvence,
resp. pro malé a velké energie fotonii a porovnat je se zakony, které predchazely Planckovu
zakonu.

e Pro velké frekvence kgT < hw bude hodnota exponencidly ve jmenovateli mnohem vétsi
nez 1, proto jednicku zanedbame a dostaneme

h w3 3 hw
= ~wexp|——=],
= s exp(%) -1 P kT
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coz je Wientv zakon (odvozeny drive nez Planckiv zakon).

e A pro malé frekvence, tj. kgT > hw, budeme exponencidlu ve jmenovateli aproximovat
vyrazem

sy
KT T T kT

a dostaneme tak, ze
h w3 9
= 5.3 T ~ W y
TeC eXp(m> -1

coz je také jiz diive znamy Rayleightiv—Jeanstv zakon. Pokud bychom ho pouzili pro
vsechny, tedy i vysoké frekvence zareni, kde se ale neshoduje s experimentalnimi hodnotami,
vyjde nam, ze téleso vyzaruje nekonecnou energii (historicky se tento problém Rayleighova—
Jeansova zdkona nazyva ultrafialova katastrofa).

Ukol 6.6 Nadrtnéte pribéh Wienova zékona, Rayleighova—Jeansova zékona a Planc-
kova vyzatrovaciho zakona.

Pouzijte hodnoty konstant a vykreslete tyto tfi zakony presné pomoci vhodného pro-
gramu. Diskutujte, pro jaké frekvence Wientiv a Rayleightiv—Jeansiiv zakon dobte vy-
stihuji namérené hodnoty za predpokladu, ze Planckiv zakon se s experimentalnimi
hodnotami shoduje velmi presné.

Déle spocitejme, ve které frekvenci je vyzarovano nejvice energie. Hledame tedy maximum
(extrém) funkce p(w). Z podminky

dp(w) d [ K w3 0
dw  dw \ 7263 exp(£2)—1)

kT

dostaneme rovnici:

hw ] 1 hw hw 0
exp| — | —1————exp| — | =
P\ksT 3kl U \ksT)
coz po zavedeni substituce x = kaT a drobnych tupravach vede na rovnici:

et =11,
3
Kromé ziejmého kotfenu x = 0, ktery odpovida tomu, Ze minimum nastava pro nulovou
frekvenci, mé tato rovnice jesté jeden koren x = 2822 (grafické feSeni je na obr.
numericky lze kofen najit napt. s vyuzitim WolframAlpha). Odtud dostavdame pro frekvenci
Wmaz, Na které je vyzarovano maximum energie, vztah

k
Winaw = 2,822 % T=0b,T~T, (6.22)
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Obrazek 6.6: Grafické hledani korene rovnice e ™* =1 —

wis

kde konstanta b, = 369,3 GHzK~!. Tento vztah ndm umoziiuje nalézt frekvenci, ve které
je vyzarovano nejvice energie.

Obvykle se ale pouziva tzv. Wieniiv posunovaci zakon, ktery udava zavislost vinové délky,
ve které ma hustota zareni vyjadrend pomoci vlnovych délek maximum, a teploty. Mohli
bychom si fici, Zze jednoduse dosadime do predchoziho vztahu vzorec propojujici thlovou
frekvenci a vinovou délku wye, = 22<. Ale pozor — diky tkolu @.vime, Ze tak jednoduché

)\maz '

to neni. Tvar spektra totiz zalezi i na zvolené parametrizaci — jednoduseji feceno na tom,
zda spektrum popisujeme pomoci frekvenci ¢i vinovych délek. Pojdme tedy najit maximum
hustoty zéfeni vyjadfené pomoci vlnové délky A najit poctivym vypoctem. Z tkolu [G][]
vime, ze

8mhe 1
p(A) = :
A exp (k:;/\> -1
Maximum nastava pro takovou vlnovou délku .., pro kterou je derivace d’;—(/\’\) rovna nule
he he
dp(N) B -5 1 1 —exp (k;BT ) ) (_kBT)\Q)
A\ = &mhc F he —+ ﬁ N 3 0.
exp (kBTA) -1 (eXp (ksic"x) - 1)

Po dpravé dostavame rovnici

s fexp (E) S 1) wep (19) PE g
PA\ESTA PAEATN) kgTh ~

hc
kgTA

coz po zavedeni substituce y = a drobnych tupravach vede na rovnici:

e?V=1-

U=

Tuto rovnici budeme opét fesit numericky (graficky je toto Feseni zndzornéno na obrazku
6.7). Opét ma fyzikdlné nezajimavy koren y = 0, ktery odpovidd minimu vyzafovani pro
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Obrazek 6.7: Grafické hledani korene rovnice e ¥ =1 — %

rostouci vlnové délky. Nami hledany kofen ma hodnotu y = 4,965 a po dosazeni do substi-
tuce dostavame

3 B hc b 1
T 4.965kgT T T
kde konstanta b = 2,898 mm K se nazyva Wienova posunovaci konstanta. Tedy dostavame

Wieniiv posunovaci zakon, tentokrat pro maximum vinové délky, ktery ukazuje neprti-
mou umeéru mezi vinovou délku s maximem vyzarovani a termodynamickou teplotou.

(6.23)

7, praktického hlediska je tento zakon uziteény v tom, Ze teplotu télesa, které vyzaruje
stejné jako absolutné ¢erné téleso, miizeme urcit podle ,barvy jeho zareni“ — tedy presnéji
podle spektra jeho zareni.

Ukol 6.7 Slunecéni spektrum mé maximum vyzarovani pro vlnovou délku cca 500 nm.
a) Urcete frekvenci tohoto zareni.
b) Pomoci Wienova posunovaciho zdkona a znalosti vinové délky maxima vyzarovani

urcete povrchovou teplotu Slunce. Z téchto idaji spocitejte, pro jakou frekvenci ma
maximum spektralni hustota vyzarovani vyjadrena pomoci frekvenci.

Ukol 6.8 Spocitejte vilnové délky s maximalnim vyzarovanim pro ruzné teploty
(napt. plamen, zapnutd kuchynskd trouba, pokojova teplota, vnitiek mraznicky, var
dusiku, ...). A také dopocitejte teploty, kterym odpovidd hustota zdfeni s maximem
pro riizné barvy.
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Ukol 6.9  Pro jaké vinové délky musi byt citliva ¢idla pro detekei osob (termoka-
mery)?

Spoc¢téme jesté celkovou (stfedni) energii, tj. soucet energii pres vSechny mozné frek-

vence: 3

E=V [T n dw—V/ . dw.
T2 exp( )—1

hw

V integralu pouzijeme substituci y = a dostaneme

4 3
v=vI <kBT> ]
m2c h o e¥—1
kde se jiz vyskytuje jen bezrozmérny urcity integral (povsimnéte si, Ze y je bezrozmérna ve-
li¢ina). Jinymi slovy: ten integral predstavuje jen néjaké ¢islo, konkrétné 1—;, které nemusime
nutné pocitat, pokud nam jde o tvar zavislosti. Toto ¢islo spolecné s dalsimi konstantami
na zacatku tohoto vztahu zahrneme do jediné konstanty, kterou oznacime oy, a dostavame

U=oy VT, (6.24)

coz je kaloricka stavova rovnice pro zareni absolutné ¢erného télesa.

Obvykle se uvadi Stefantiv-Boltzmaniv zakon pro energii zafeni vyzarované jednotko-
vou plochou télesa za jednotku ¢asu (tj. plosny vykon zafeni). Vhledem k tomu, Ze spekt-
ralni hustota vyzarovaného zareni p,..en; @ zafeni v dutiné p se lisi jen nasobici konstantou
¢/4, musi pro plosny vykon zareni platit

crvc

pP= UE Wyt = oV T (6.25)

Ukol 6.10 Vyjadiete vztah pro konstantu ve Stefanové-Boltzmanové zakoné, ovéite
jejl jednotku a dosazenim urcete jeji hodnotu, kterou porovnejte s hodnotou uvadénou
v literature.

Pro tplnost uvedme jesté explicitné nékteré dalsi vztahy.
Pokud vyjdeme ze vztahu [6.19] ktery udava pocet fotonu ,pro danou frekvenci®, pro cel-
kovy pocet fotonti dostavame

. 2
N= V/ dwfV/ PL) gy — V/ 2w~ TP
m2c Joexp(pr) — 1
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K tomuto vysledku jsme se dostali stejnou substituci jako vyse.

Pro tepelnou kapacitu Cy zareni absolutné ¢erného télesa plati

oU ;
Cy = <8T>V =40VT".

Daéle jesté mtizeme urcit entropii ze vztahu:
oS 4
Cy =T |—=— = S=_oVT?
v <8T> y 3701
volnou energii
1
F=U-TS= —§avT4L
a volnou entalpii
G=F+pV =0.
Z téchto vztaht je také vidét, ze chemicky potencial p = (%)VT jenulovy (F' = F(V,T,N)

nezavisi explicitné na N), tj. foton sém o sobé nenese zadnou energii, coz je ve shodé
s pouzitym tvarem Boseho—Einsteinova rozdéleni.

Ukol 6.11 a) Urcete povrchovou teplotu Slunce, pokud maximum vyzafovani je pro
vlnovou délku 500 nm.

b) Naleznete celkovy vyzafovany vykon Slunce.

c¢) Uréete intenzitu sluneéniho zareni v okoli Zemé. Porovnejte ho s tzv. slunecni kon-
stantou.

Vypoctova tloha 6.1
Tepelna rovnovaha mezi hvézdou a planetou

Hlavnim energetickym zdrojem planetarni soustavy je centralni hvézda. Uvazujme, ze
hvézda vyzatuje svoji energii jako dokonale cerné téleso a ta se $iti do vSech smeérti stejné
a zasobuje energii planety. Prumérnd teplota vétsiny planet je pak urcena rovnovahou
absorbované energie a energie vyzarené planetou do okolniho prostoru. Najdéte vztah
pro teplotu planety.
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Spocitejte konkrétni hodnoty pro Zemi a dalsi planety nasi Slunecni soustavy.

Pozn.: Podobnou dlohu naleznete ve Sbirce wloh s kédem 6135.

Reseni:
Energii zareni dokonale ¢erného télesa popisuje Stefantv-Boltzmanntuv zakon [6.25]

I =0ST",
ktery udava mnozstvi energie vyzarené za jednotku ¢asu jednotkovym povrchem télesa.

Pomoci poloméru hvézdy Ry uréime jeji povrch Sy = 47R% a vykon, se kterym
vyzaruje
Py = 4to R3, T} .

Toto zareni se sifi stejné do vSech sméri a na planetu dopada jen jeho ¢ast Pp. Mezi
celkovym vykonem Py a vykonem dopadajicim na planetu Py je stejny pomér jako
mezi povrchem koule o poloméru rovném vzdalenosti hvézdy od planety r a plochou,
kterou na tomto povrchu zaujima dana planeta, tj. jeji prirez, ktery odpovida kruhu
o poloméru Zemé Rp. Plati tedy:

Pp . WR%;
Py 4nr?

2 P2

o a TRy Rp

=o0ly————.
r2

RQ
= Pp = 47TUR1211T§Z Z
wr

Vykon Pp, se kterym vyzafuje svoji energii planeta, vyjadiime stejné jako pro Slunce,
pouze pouzijeme polomér planety Rp a jeji primérnou termodynamickou teplotu 7p

Pp = 470 R3Tp .

Dopadajici zareni musi byt stejné jako zareni, které planeta vyzari, proto obé vyjadreni
Pp porovname:
2 P2
TRy R
24 _ga T lvp
AroRpTp = o1y 2

a vyjadrime teplotu planety Tp

R? IR
Tﬁ,:T,‘fITS = Tp=Ty Q—f

Vidime, ze teplota planety nezavisi na jeji velikosti (za predpokladu, ze je podstatné
mensi nez jeji vzdalenost od hvézdy). Je to tim, ze pokud se polomér planety zvétsi,
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tak se ve stejném poméru zveétsi jak priurez planety, na ktery dopada zatreni hvézdy,
tak i jeji celkovy povrch, ktery naopak energii vyzaruje.

Dosadime za povrchovou teplotu Slunce Ty = 5800 K, polomér Slunce Ry = 6,96-10* m
a vzdalenost Zemé od Slunce r = 1,50-10'' m

6,96 - 108 ]
Tp_5800,/m1<_2791< = t;=6°C.

Tato hodnota celkem dobte odpovidd primeérné teploté Zemeé.

6.4 Degenerovany plyn

V této casti se budeme zabyvat systémem vodivostnich elektront v kovu. Protoze se elek-
trony mohou v kovu volné pohybovat, ¢asto se pro popis jejich chovani pouzivaji vztahy
podobné jako pro popis plynu (odtud také plyne nazev této kapitoly). Na rozdil od ¢astic
idealniho plynu ale na sebe navzajem silové piisobi. Déle vime, ze elektrony jsou fermiony,
proto mizeme ocekavat, ze béhem vypoctu vyuzijeme drive odvozené Fermi-Diracovo roz-
déleni (Viz. To jsme ale také odvodili pouze pro neinteragujici ¢astice. Z tohoto divodu
budeme elektrony uvazZovat jako efektivné neinteragujici — vzajemné pusobeni ostatnich
elektronii na jeden vybrany nahradime ptsobenim ,spolecného efektivniho pole“. Budeme
uvazovat, ze vzhledem k makroskopi¢nosti naseho systému je s dostatec¢nou presnosti ptiso-
beni ostatnich elektronii nezavislé na poloze vybraného elektronu a stejné do vsech smér,
takze se vzajemné vyrusi.

Pro stfedni pocet ¢astic ve vybraném stavu ¢ s energii F; plati podle Fermiho-Diracova
rozdéleni
- 1

Ni= exp (%) +1

Jak jiz vime, pri teploté limitné se blizici k absolutni nule 7" — 0 dostavame (viz obr.

° N; =1pro E; < pu,

° N; =0 pro E; > pu,

tj. elektrony obsazuji stavy od nejmensich energii a chemicky potencidl p (nazyvany také
Fermiho energie Er = u) urcuje, kde je hranice mezi obsazenymi a neobsazenymi energe-
tickymi hladinami. Pti nenulové teploté dojde k excitaci nékterych elektronii na hladinach
tésné pod p na hladiny s energii vyssi nez p.
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Pro soucet N; pfes vSechny stavy musi platit
Z Nz = Nel.a

kde N, je celkovy pocet elektroni.

StacionzirniEl vlnova funkce ¢astice v jednorozmérné nekonec¢né hluboké pravotihlé jamé je

pxzx
h

b(a) = o™

a v pripadé tridimenziondlni jamy ve tvaru kvadru dostavame

bxx iPyy P2z
h @ h e h

P

e

() = d(ay.2) = Ce _ Qe _ oo
coz je, jak vime, analogie rovinné viny znamé z optiky. Misto okrajovych podminek, ze
na okrajich ma byt vlnova funkce nulova, ale budeme pozadovat tzv. periodické okrajové
podminky

B(0,2) = V(@ + La?) = 0(ay + Ly2) = 9(ag,2 + L)

které odrazeji periodi¢nost krystalu kovu. Dosazenim do prvni z rovnosti dostavame
exp <1[;;75> = exp <1];;(1 + Lx)) = 1l=exp (i[;;l}x)

a z toho

27h
De = Ny Li’ kde n, =0,£1,+£2,...

T

a obdobné
2mh @

Py = Ny T; Pz =Ny, I
y z

Jinymi slovy, hybnost je kvantovana. Podobné bude kvantovana i energie E, pro ni plati

1 Am?h? [ n? n? n?
F = (p2 2 2y _ ST 2
o Pt Py TP = 0 2tz

Povsimnéte si, ze diky periodickym okrajovym podminkam nam vychazeji odlisné hodnoty
pro energetické hladiny nez v pripadé volby nekonecné vysoké potencidlové bariéry na
hranicich vzorku (tj. podminky, Ze vinova funkce musi byt nulovd mimo potencidlovou
jamu).

14 Gtaciondrni vinova funkce popisuje takovy stav ¢astice, ve kterém je neurcitost energie nulovd, jinymi
slovy ¢astice ma v tomto stavu ostrou hodnotu energie. Jedna se tedy o vlastni funkci operatoru energie
(tj. hamiltonidnu).
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Pro pripad krychlové jamy L = L, = L, = L, dostaneme

A2 k2 o, 232
(krychle) 4m=h 2 2 9 2mh
E (n,L. +n2 + ;l‘/) =

‘ vyoE mVs

© 2ml2

(n2 +n.+n2).

Z tohoto vztahu je vidét, ze pro makroskopicky vzorek (L je velké) povolené energie i jejich
rozdily zéaviseji na 1/L? coz u makroskopickych rozméri systému dd velmi malé hodnoty.
To bude platit i pro kvadrovou jamu. Je tedy mozné prejit ke spojitému spektru energii.

Diky ekvidistantnimu kvantovani vsech slozek hybnosti odpovida kazdému stavu c¢ast hyb-
nostniho prostoru o objemu

2mh)3 21h)3
A®, = Ap, Ap,Ap, = é . 2 _ ( V) ‘
oloylsy

kde V' je objem systému. Protoze se castice mize nachazet kdekoli v objemu V', odpovida
kazdému stavu objem fazového prostoru

AP =VAD, = (2rh)>. (6.26)

V nasi tloze se potkava makroskopicky vzorek s kvantovym chovanim elektronti, budeme
tedy pracovat takovym semiklasickym zptsobem. Uvazujme systém jednoho elektronu. Pro
kazdou jeho povolenou energii E; muzeme v hybnostni ¢asti fazového prostoru sestrojit
kouli, jejiz polomér je roven v/2mkFE; a jeji rovnice

Sipd 1
Ei=" = —p2+p+1)).

2m 2m

Uvedenému intervalu energii odpovida v impulzovém prostoru koule o poloméru v2mkFE, a
tedy objem ®,(E)

4
Q,(E) = §7T(2mE)3/2

a objem celého fazového prostoru je
4 3/2
O(E)=V §7r(2mE) ,

kde V je objem systému (tj. objem prostoru, ve kterém se dany elektron muze pohybovat).
Pocet stavu I'(E) v tomto fazovém objemu ziskdme vydélenim fézovym objemem jednoho
stavu [6.26] a vyndsobenim dvéma, coz zohledni dva mozné pruméty spinu elektronu. Do-
staneme ] 1 4

d —7V(2mE)3?. 6.27

—~
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Pocet stavi, které ,se nachézeji na povrchu tohoto objemu*, tvori vahovy faktor, v kvan-
tové fyzice spiSe nazyvany stupen degenerace g(FE;) dané energetické hladiny. Uréime ho
derivovanim. Pocet stavi s energiemi v intervalu (E, E + dFE) je tedy roven

dI'(E
g(E)dE = dSE ) 4B = AV dE,
kde jsme vSechny konstanty souhrnné oznacili A
Ao (2m)3/2
2m2h3

Nejprve budeme resit celou situaci pri nulové termodynamické teploté. Pri’ 7" = 0
muzeme pro celkovy pocet elektronti N, psat

Ne = Z L,

B <p

kde séitame pres jednotlivé stavy s energii mensi ¢i rovnou Fermiho energii (chemickému
potencialu) u. To lze prepsat pomoci vahového faktoru g(F;) na

Na= > g(E

Ei<p

kde sc¢itame pres energetické hladiny. A nakonec mizeme vhledem k nepatrnym rozdiltiim
mezi sousednimi povolenymi energiemi prejit ke spojitému energetickému spektru

N = /O“g(E) dE. (6.28)

Dosazenim vyse uvedeného vztahu pro vahovy faktor do integralu dostavame
z 2 2
N = / AVE'AE = SAV [E?) = S AV
0 3 o 3

a muzeme odvodit podminku pro u

= (3Nel)2/3Np2/3
24 V

Y

kde p = ‘fl oznacuje hustotu elektront v kovu. Je vidét, ze jednak Fermiho energie (che-
micky poten(nal) [t nezavisi samostatné na poctu elektrontt v systému nebo na velikosti
systému (kovu), ale na jejich podilu, tj. na hustoté elektroni. A dile je patrné, Ze tato
zavislost neni linearni.

Vyjadieme jesté pro tplnost stfedni energii F (pfipomenme si, Ze stale poc¢itame pii T = 0)

3 Nel)5/3Np5/3.

_ I n
_ ["BupydE = [ AVE2dE = 52 _ 2 (
/0 4(E) /0 v AV AV T
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Zamysleme se jesté nad tim, jak by se nase vypocty pozménily, pokud bychom uvazovali
nenulovou teplotu 7. S¢itat, resp. integrovat bychom museli v mezich od nuly do neko-
necna, protoze vsechny stavy mohou byt v principu obsazené. Déale by se v integralu kromé
vahového faktoru (stupné degenerace) g(E) objevilo jesté Fermiho—Diracovo rozdéleni (viz
, tj. integral pro celkovy pocet elektroni by mél tvar

1
exp (%) +1

Ny = /Ooo g(E) N(E)dE = /OOO AV EV? dE,

ktery neni jednoduse analyticky Fesitelny. Pro stiedni energii E bychom pak mohli psat

vztah . - 1
E:/ E g(E) N(E) dE:/ AV E¥? dE.
0 0

exp (%) +1

6.5 Tepelna kapacita krystalu

Zkusme se ted vratit k modelu krystalu jako soustavy stejnych atomu napr. v kubické
miizce. Atomy kmitaji kolem svych rovnovaznych poloh, tj. jedna se o tiidimenzionalni
oscilatory. Vénovali jsme jim kapitolu [4.2] zde jen strucné pfipomeneme ziskané vysledky
(zejména proto, Ze mirné pozménime znaceni, aby 1épe vyhovovalo grandkanonickému roz-
déleni, které ted vyuzijeme).

V uvedeném modelu krystal predstavuje N tiidimenzionalnich harmonickych oscilator,
které kmitaji nezavisle na sobé. Kazdy atom vlastné predstavuje 3 nezavislé harmonické
oscilatory.

V ramci klasického vypoctu lze pro jeden tiidimenzionalni oscilator psat

2 3 2,.2 3 3
S D; S mwx 2rkgT
= (/_oo eXp(_zkaT)dpx> (/_oo P T )dx> - ( " )

a pro N tridimenzionalnich oscildtorti tedy bude

,_ (27rk;BT>3N‘
w

A odtud pro stfedni hodnotu energic E
_ 0
E= k:BTza—T InZ = 3NkgT

a tepelnou kapacitu Cy,

Cy = 3Nkg,
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coz je takzvany Dulongiv-Petitiv zakon, ktery dobie popisuje chovani tepelné kapacity
krystal pro vyssi teploty.

Z experimentu vime, ze pri nizkych teplotach ale tepelnd kapacita klesé a tepelnd zavislost
jejiho poklesu je Cy ~ T3. V kapitole jsme provedli i kvantovy vypocet. Pripomenme
si ziskané vysledky. V kvantové mechanice je energie jednodimenzionélniho harmonic-
kého osciladtoru kvantovina a miize nabyvat hodnot E; = hw (j + %), kde j = 0,1,2,....
Statistickd suma Z; pro jeden oscilator je rovna

1
— e3P N 2 sinh (%5%})

7 =
1 e%ﬁm"

a pro 3N oscilatort

1 1 —3N 1 —3N
Z = (eiﬂh‘” — e_iﬁm) = 273N [Sinh (Bhw)}
2
Z toho jsme spocitali vnitini energii
-3 hw 3 1
U= F = -Nhwcoth () = -Nhw+3Nhw ——F———
2 QkBT 2 exp (%) —1

a tepelnou kapacitu

R [ hw Rt e ()
- ) i )

Dostali jsme sice spravné pokles tepelné kapacity Cy k nule pfi snizovani teploty 7" k abso-
lutni nule, ale tvar této zavislosti neodpovida experimentu. Zkusme ted uvedeny kvantovy
vypocet zopakovat jesté jednou, ale vyuzit tentokrat matematicky aparat grandkanonic-
kého souboru.

Einsteintiv model

Dtive provedeny kvantovy vypocet odpovida tzv. Einsteinové modelu, ve kterém uvazu-
jeme krystal s N atomy jako 3N nezavislych kvantovych oscilatorti se spole¢nou vlastni
frekvenci w (atomy jsou stejné). I kdyz jsme vypocet jiz provedli, pojdme se na néj podivat

jesté jednou a vyuzit formalismus grandkanonického souboru.

Pro okamzitou hodnotu energie celého krystalu muizeme psat

3N 1
=3 (m+g) e
=1
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kde n; je kvantové cislo prislusejici stavu i-t¢ho oscildtoru. Pro stfedni hodnotu energie
krystalu F potom plati

E:%( )hw §1hw+2m

i=1
kde prvni ¢len predstavuje energii nulovych kmit a oznac¢ime ho jako Ej

3N1

Zhw how

Na cely systém se také mizeme divat také zcela jinak. Diky ekvidistantnimu energetickému
spektru se miizeme na harmonicky oscilator, ktery je v n-tém stavu, divat jako na systém,
ve kterém je n kvant energie. S vyuzitim analogie s fotony jako kvanty energie elektromag-
netického zareni pro nas bude takovy oscilator systém, ve kterém je n hypotetickych c¢astic
(,kvazic¢astic“), kterym se rikd fonony, kazdy ma energii Aiw a jde vlastné o , kvanta kmi-
tani krystalu“. Podobné jako se Sifeni svétla da popsat pomoci fotont, 1ze pomoci fononi
vysvetlit siteni mechanického vzruchu v krystalu, tj. siteni zvuku ¢i deformace.

Stejné jako fotony, i fonony jsou bosony a fidi se tedy Boseho-Einsteinovym rozdélenim.
Takze stfedni pocet fononii n; v i-tém oscilatoru mizeme napsat pomoci pomoci Boseho—
Einsteinova rozdéleni [6.1§] )

(. S—
exp(ez) — 1

a jejich celkovou energii ziskame tak, ze jejich pocet vynasobime energii jednoho fononu,
tj. vyrazem hw.

Dosazenim do vypoctu stfedni hodnoty energie E dostavame

3N 1 1
; Xp(r) -1 eXp(kf;T> 1

a derivovanim dostaneme pro tepelnou kapacitu Cy,

OF ho \* exp(%)
Cv= (%) =3Nkg 2Tl (6.29)
<6T>V (kBT> (eXp(kB—T) - 1)

Pokud tento vyraz upravime

2

ot i

h2w?
kpT?

1

Cy =3N 5
V exp (gir) o (i)
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SN2 [ Ao \172
Cy = ———5- [smh <2kBT>] ,

vidime, Ze jsme nejenom pro tepelnou kapacitu, ale i pro vnitini energii dostali totozny vy-
sledek jako pri kvantovém vypoctu (viz Vztah. Neziskali jsme tedy presnéjsi vysledek,
ale spiSe jsme jen jinak interpretovali jiz znamé vysledky. Novy pohled nam ale umozni
nase vysledky zpfesnit (viz nasledujici oddil).

Ptripomenme, ze pro vysoké teploty kg1 > hw mizeme psat

hw L4 hw ] = hw
exp = s exp — = X
. kT ' i kT kT’

potom dostavame ze vztahu [6.29

o\’ 1
Cv = 3Nk s = 3Nkg,
‘ o (Aﬂ) ( 2 T OB

coz se shoduje s klasickym vypoctem.

Pro nizké teploty vychazi stejné jako v kapitole limita Cyy — 0 a vime, zZe tento model
nevystihuje dobfe experiment.

Debyetiv model

Pojdme naznaéit jedno z moznych ,vylepSeni“ pfedchoziho Einsteinova modelu. Uplnd
diskuze Debyeova vysvétleni tepelné kapacity krystalu by ale zna¢né presahovala moznosti
tohoto textu, zdjemci se s ni podrobnéji seznami v ramci studia fyziky pevnych latek.

Zéasadni uprava predchoziho modelu spociva v tom, ze ted budeme uvazovat, ze jednotlivé
yoscilatory“ v krystalu mohou kmitat s riznymi frekvencemi od nuly po néjakou mezni
frekvenci wp (uvazujeme spojity interval frekvenci). A nadédle budeme misto o stavech
oscilatoru uvazovat o fononech, tedy kvantech jejich kmitavé energie.

Pro stfedni energii potom muizeme psat

o /O r (ﬁ(w) n ;) o g(w) dw,

kde vyraz hw predstavuje energii jednoho fononu a vdhovy faktor g(w) je pocet stavi
s danou frekvenci. Stejnou tivahou jako u degenerovaného plynu muzeme odvodit, ze

g(w) = Aw?,
kde A je konstanta. Pro g(w) musi platit
v 1 9N
/ Dg(w)dw:3N = gAw% =3N = W= e
0
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Pokracujme ve vypoctu stredni energie (energii nulovych kmiti opét oznacime Ey)

w 1
E= EO"‘/D o hw Aw? dw,
exp(—T) 1
provedeme substituci y = kBMT
E=Fy+ An ("2l / vy
’ “h ) Jo ev—1 Yo

kde jsme horni mez integralu oznacili yp = Z“;—?.

Pro velmi nizké teploty kg1 < hw muzeme horni mez integralu nahradit nekonecnem,
potom je hodnota celého integralu rovna ciselné konstanté a dostavame, ze

E = E, + konst. T*
a mérnd tepelna kapacita je tedy Cy ~ T3.

Pro vysoké teploty kg1 > hw je horni mez integralu velmi mald, integrujeme tedy pouze
pres velmi malé hodnoty y, a proto mizeme provést priblizeni e — 1 = y. Dostavame tedy

i} kBT ksT\"1 (fwp’
E=FEy+A / _E + A Wp

Po dosazeni vztahu w3, = % a zderivovani podle teploty T" dostavame ve shodeé s klasickym

vypoctem vztah Cy = 3Nkp.
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6.6 ReSeni ukolt

Reseni 6 Vztah |6.3| pro grandkanonicky potencidl rika
Q=U—-TS — uN .
Pokud ho budeme diferencovat, dostavame
dQ = dU — d(ST) — d(Np) = dU —TdS — SdT — udN — N du,
kam dosadime za diferencial vnitini energie dU spojené termodynamické zakony
dU = Ada +TdS + pdN,
a dostaneme

dQ=Ada+TdS + pudN —TdS — SdT — pdN — Ndp = Ada — SdAT — N dp.

Grandkanonicky potencial €2 je stavovou veli¢inou, jeho diferencial je tedy tplny a ¢leny
pred diferencialy jeho proménnych jsou rovny prislusnym parcidlnim derivacim, tj. plati

89) <69> _
=) =-5, =) =-N.
<8T a, [t a'u a, T

Po dosazeni do vztahu [6.3] pro grandkanonicky potencidl dostaneme

Q=U-TS—uyN=U+T o8 + 1 o
oT - ol oT

a po uprave jiz dostavame hledany vztah

o0 o0
e (3, (3),
or i ou T

Reseni 6 Oznacme si spole¢nou energii vSech tii hladin € a chemicky potencial u.
Pokud by systém obsahoval jedinou ¢astici, pak by statisticka suma tohoto systému byla
rovna

—etp
/ = ekBT |

Pti N casticich je celkova energie systému rovna Ne bez ohledu na to, v jakych stavech se
¢astice nachazeji.
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a) ProtoZze jsou v systému ¢tyri Castice, bude celkova energie systému ve vSech jeho mi-
—4de44p
krostavech rovna E = 4e a exponencidla bude mit pro vsechny mikrostavy tvar e *s7 .

Zbyva tedy urcit pocet moznych mikrostavi. Mame ¢tyti rozlisitelné ¢astice, kazda si vy-
bird ze tif riiznych moznosti, coz dava 3-3-3-3 = 3* = 81 moznosti. Pro statistickou sumu
tedy dostavame

—4de+4p

Z = 8le *BT

b) Pokud mame v systému maximélné dva identické bosony, pak je tfeba vzit v tivahu
moznost, ze systém neobsahuje zadnou c¢astici, jeden boson a dva bosony. Pokud systém
neobsahuje zadnou ¢éastici (N = 0), pak je jeho celkova energie £ = 0 a prislusny ¢len ve

statistické sumé bude
0

eksT = 1.

Pokud je v systému jeden boson, pak muze byt ve tifech rtznych stavech. Prispévek ke
statistické sumé bude tedy mit tvar

Pro dva identické bosony musime urcit poc¢et mikrostavii — vzhledem k malému poctu castic
i stavil si je mizeme vypsat, pripadné uvazovat oddélené mikrostavy, kdy jsou oba bosony
ve stejném stavu (3 moznosti), a mikrostavy, kdy jsou oba bosony v riznych jednocésti-
covych stavech (dalsi 3 moznosti). Obecné se jedna o situaci, kdy chceme N = 2 stejnych
predmétii rozmistit do s = 3 prihradek. Pouzijeme reprezentaci pomoci te¢ek a oddélovacii
(na tfi prihradky potfebujeme s — 1 = 2 oddélovace), tj. bude se jednat o permutace s
opakovanim. Pocet téchto permutaci je roven

6.

N4+s—1\ WN+s-—D1! 4
N ~ Nl(s—1)! 2120

Celkove tedy dostavame velkou statistickou sumu ve tvaru

—2e+2p

—etp
Z=1+43e*sT + 6e kBT

¢) Protoze dva identické fermiony nemohou byt ve stejném jednocasticovém stavu (Pauliho
vylucovaci princip), v systému muze byt nula az t¥i fermiony. Z predchozich dvou ¢asti jiz
vime, ze pri stejném poctu ¢astic je v nasem pripadé exponencidla pro vSechny mikrostavy
stejna. Zbyva nam tedy jen urcit pocty mikrostavi pro jednotlivé pocty fermioni:

0 fermiont jediny mikrostav
1 fermion  tii mikrostavy
2 fermiony  tfi mikrostavy
3 fermiony jeden mikrostav
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V pripadé trech fermionti je v kazdém jednocasticovém stavu jedna castice. Velka statisticka

suma ma tedy tvar
—et+p —2e+2pn —3e+3p

Z=1+3e*sT +3e T 4 e kBT

Reseni 6 Uvedeny vztah jsme odvodili jiz v tkolu @ ze vztahu |6.4| pro diferencial
2, dosadime do néj ted jesté konkrétné mechanickou pracia =V, A= —p

dQ = —pdV — SdT — Ndu,

Grandkanonicky potencidl je stavovou funkei, ma tedy tplny diferencial a koeficienty pred
diferencialy proménnych jsou rovny parcialnim derivacim. Dostavame tedy

aQ> (aﬂ> <a§2> !
o= (5R) =S (5) =N
<8V T ar).., o)y

Ted do téchto vztahtt dosadime za  vztah [6.9]
Q=—-kgTIhZ.

a dostaneme

Reseni 6 Z obsazovaciho principu vime, ze ¢astice maji tendenci obsazovat vzdy
nejnizsi dostupné volné energetické hladiny. To znamend, Ze bosony, které mohou byt ve
jednocasticovém stavu byt nemohou, budou tedy obsazovat hladiny postupné od nejnizsi.
Energii posledni obsazené hladiny nazyvame Fermiho energie.

Vyse jsme popsali zakladni stav daného systému, tj. stav s nejmensi moznou energii, ktery
by nastal pri teploté rovné absolutni nule. Uvazujme ted fermiony. Se zvysujici se teplotou
bude rust celkova energie systému, takze nékteré castice budou na vyssi hladiné a nékteré
pivodné obsazené hladiny s nizsi energii ztistanou neobsazené.ﬂ Se zvysujici se teplotou

"Nékdy se toto nazyva teplotni excitace.
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jich bude pribyvat a se bude zvySovat pravdépodobnost, ze budou obsazeny i hladiny s
vyrazné vyssi energii a naopak neobsazeny hladiny s vyrazné nizsi energii. U bosont je to
jednodussi, protoze ty byly ptuvodné vSechny na stejné hladiné, takze jde jen o to, ze se
dostavaji na hladiny vyssi a opét se zvysujici se teplotou roste prumérny pocet ¢astic na
vyssich hladinach a klesa pocet ¢astic na nejnizsi hladiné.

Reseni Gﬂ

Odvodime nejprve vztah mezi diferencialy

-1
w = 27r§ = dw = 27rcﬁ d.

Zmaménko minus souvisi s tim, ze kdyz frekvence roste, tak vinova délka klesd, a naopak.
Toto znaménko se tedy ,,vyrovna“ pri integraci celkové energie s tim, ze bude treba prohodit
meze integrace.

Dosadime do Planckova vyzarovaciho zakona

3
A w3 h (27T§)
p(w)dw = dw = 2= - (27?0 d)\)
m2c3 exp (k%) —1 m2c3 exp <2'§;€B2;A) _1 A2
a po uprave dostaneme
8mh 1
p(A)dr = T2° d\.

A5 exp (k:;/\> —1

Plancktv vyzatovaci zdkon prepsany pro vinovou délku, tj. spektralni hustota zareni jako
funkce vinové délky A ma tvar

_ 8mhe 1
AP exp (kj:;/\> 1

Pro hustota zareni vychéazejiciho z jednotkové plochy za jednotkovy cas je potom rovna

p(A)

¢ 2mwhc? 1
pzareni(A) = ,0(>\) 4 = N\ he :
exp ( kBT)\) -1
ReSeni 6.@ Pripomenme si pribéhy vsech tii zdkont a doplnme do prvnich dvou i

multiplikativni konstanty:
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Lo ; ) _ _h 3 _Tw
Wientv zédkon: p(w) = e w exp( kBT)’
Rayleightiv—Jeansiv zakon: plw) = 5 w?,

o v ;2 . __ _h w3
Planckuv vyzafovaci zékon: p(w) = = Tl

kT

Prabéhy vsech tii zdkonh mtizeme odhadnout tak, jak je uvedeno na obrazku.

\‘\/fﬁ\'\v\?\f 'ED\I‘JW'N /Eﬂ%aﬂi]ﬁlﬂh’\! —3¢mb._‘;fu Qalli(m/\,

=
~ W

P lone iy 2a hon

Zvolme si béznou teplotu 7" = 300 K a vykresleme uvedené grafy pomoci vhodného pro-
gramu presné, viz nasledujici obrazek. Vidime, ze Wientiv zdkon se velmi dobfe shoduje
s Planckovym zakonem pro velké frekvence, ale z detailu vpravo je vidét, ze pro malé
frekvence se oba zakony odlisuji. V této oblasti se ale s Planckovym zakonem velmi dobte
shoduje Rayleightiv—Jeanstv zakon.
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p(w)
p(w)

Planckiv
2,0 +

zakon

Planckiv zakon

[1072°Jm™3s7Y]
S
[1072° ] m™3s7Y]

14 05 +

0 1 2 3 4 0 01 0,2 03 0,4 0,5

[1014 S—l] [1014 S—l]

ReSeni 6.7
a) Mezi frekvenci f a vinovou délkou A plati vztah
c
f=5
Po dosazeni vinové délky A,,.. = 500nm dostaneme frekvenci f = 0,60-10' Hz, coZ odpo-

vid4 thlové frekvenci w = 27 f = 3,77-10°s71.

b) K uréeni povrchové teploty Slunce pouzijeme Wientv posunovaci zdkon m
b 2,898 1073
Amaz  5,0-1077

Tuto teplotu dosadime do vztahu [6.22] abychom ziskali hodnotu maxima vyzafovaného
spektra v pripadé, Ze ho vyjadiujeme pomoci tthlové frekvence

Winae = 369,3-10° - 5800 K = 2,1-10*° 57!,

coz odpovida frekvenci fiq, = 5= = 0,34-10"° Hz.

T = K=5800K.

Vidime, zZe se obé hodnoty opravdu od sebe lisi, tj. pokud hleddme maximum spektralni
hustoty, pak zalezi na tom, jakou jsme zvolili pro popis zafeni proménnou, protoze hustota
je vzdy vztazena na jednotkovy interval této proménné. Jednoduseji fe¢eno — uvazujme,
ze pouzijeme vlnovou délku, pak si vinové délky rozdélime na intervaly napt. po 1nm
a ptame se, ve kterém z téchto intervalii je nejvice energie. Pokud ale hranice nasich
intervali prepocitame na frekvence, zjistime, ze diky nelinedarnimu vztahu mezi vlnovou
délkou a frekvenci dostaneme rizné velké intervaly. Potiz je v tom, zZe spektralni hustota
vyjadiena pomoci frekvence ale ,,pracuje se stejné velkymi intervaly ve frekvencich“. Proto
nelze maximum najit jenom pouhym prepocitanim vinové délky a frekvence.
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ResSeni 6. K urcéeni maxim i naopak k urceni teplot pouzijeme pouzijeme posunovaci
zékon [6.23]
T b 2,898 mm K \ b 2,898 mm K
" Amaz Amar ~ mar T T '
Hodnoty jsou zamérné brané priblizné.
teplota vlnova délka
°C K pm

plamen 1000 | 1300 2,2

kuchynska trouba | 200 | 480 6,0

pokojova teplota 20 300 9,7

vnitfek mraznicky | —18 | 255 11

var dusiku —200 | 70 41

vinova délka | teplota
nm K

fialova 400 7200

modra 460 6 300

azurova 510 5700

zelend 540 5400

zluta 580 5000

oranzova 610 4800

cervena 680 4300
Reseni 6.@ I ¢lovéka lze s dobrou presnosti povazovat za absolutné cerné téleso,

takze k urceni vinovych délek, na kterych vyzatuje tepelné zareni, mizeme pouzit Wieniv

posunovaci zakon
b 2,898107°

Amas = 77 310
do kterého jsme dosadili povrchovou teplotu lidského téla cca T = 310 K.

m=10 ym

Reseni 6 Z odvozeni kalorické rovnice (viz [6.24]) plyne, ze

™ (k:B>4_7r2k:4B

v = 15 m2¢3 \ h ~ 15c3R3°

Nejprve ovérme jednotku této konstanty

oy] = JKH 7
VI (ms )3 (Js)3 T mBKE
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coz odpovida tomu, ze kaloricka rovnice ma tvar

U=oVT* = o=

Hodnota konstanty oy vychazi

oy = 7541070 Jm 3 K.

Podobné tuvahy provedeme i pro konstantu o ve Stefanové-Boltzmannové zdkoné (viz

vztah [6.25))
c J W

O'IO'VZ =

lo] = m2s— 1 K4 m2K*4

a Ciselnd hodnota
oc=567-10Wm 2K,

ReSeni 6 a) Toto jsme jiz urécili v tkolu @ a vysla nam teplota priblizné 5800 K.
b) Celkovy zarivy vykon udéva Stefantv-Boltzmantiv zidkon

¢) Intenzita slunec¢niho zafeni Is_z u Zemé se také nékdy nazyva slune¢ni nebo solarni
konstanta a odpovidd energii, kterd dopadé kolmo na jednotkovou plochu za jednotku
casu. V predchozim bodé jsme spocitali celkovy vykon Slunce, tj. energii vyzarenou za
jednotku case, tato energie se $ifi od Slunce vSemi sméry, takze v okoli Zemé je rovnomérné
rozprostfena na povrchu koule o poloméru rovném vzdalenosti Zemeé-Slunce. Dostavame
tedy

Ps

- "2 —14kWm2.
4T R%, ’ o

Is_z
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