Kapitola 3

Jednodimenzionalni jednoduché
systémy

V této kapitole budeme ftesit nékolik konkrétnich situaci. V predchézejici kapitole jsme
odvodili stacionarni Schrédingerovu rovnici pro systémy s hamiltonidanem, ktery explicitné
nezavisi na case. Jedna se o diferencidlni rovnici. To, zda ji 1ze vytesit jednoduse, nebo je
jejl Teseni natolik komplikované, ze budeme muset sahnout po pribliznych ¢i numerickych
metodach, zavisi na tvaru hamiltonianu daného systému.

Pozndmka: V nasledujicim textu budeme pro jednorozmérné systémy vzdy uvazovat vl-
nové funkce i potenciélni energii jako funkce soutadnice, tj. ¥ = ¢(x) a V. = V(z); pro
jednoduchost ale jiz proménnou z nebudeme obvykle uvadét.

3.1 Jak zobrazit vlnovou funkci

Nez se pustime do Teseni, zastavme se u toho, jaké méame moznosti zobrazeni vysledki.

Ukol 3.1  Nez budete st dale, zkuste se zamyslet, jak byste zobrazili funkei, kterd
ma jednu realnou proménnou z a jeji hodnoty jsou komplexni ¢isla.

Vlnové funkce jsou komplexni funkce realné proménné, nabizi se tedy tyto moznosti:

o Zobrazit zvlast redlnou a imaginarni ¢ast funkce — toto zobrazenti je jednoduché

vvvvvv
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Re y
Imy L
x x
Obréazek 3.1: Ruzna zobrazeni vlnové funkce ¢(z) = \/% sin (2“7‘”)

hodnot (nikoli rozdéleni na hodnoty redlné a imaginarni), neni tento zpusob pfilis
nazorny,

e Vyuzit pri zobrazeni komplexnich hodnot Gaussovu rovinu — jedna se o tedy
o tridimenziondlni graf, kde na jedné ose je proménnd vlnové funkce x a do roviny
kolmé na tuto osu zakreslujeme komplexni hodnoty jako do Gaussovy roviny,

o Zobrazit velikost a fazi funk¢nich hodnot — velikost a fizi mizeme zobrazit
kazdou zvlast do dvou grafli, pouziva se ale spise naznaceni faze pomoci barvy do
grafu velikosti vlnové funkce |[¢)(z)|, pfipadné do grafu hustoty pravdépodobnosti

p(x) =[v(z).

Vsechny moznosti zobrazeni muzete porovnat na obrazku na kterém I’e zobrazena

vinova funkc P(z) = \/% sin (2”7“) v intervalu 0 < < 2L, a na obrazku pro funkci

U(x) = ¢! popisujici stav s ostrou hodnotou hybnosti a kinetické energie.

Resenimi stacionarni Schrédingerovy rovnice jsou ale komplexni vinové funkce, které jsou

1Jak pozdéji uvidime, jedn4 se o stacionarni stav v tzv. nekone¢né hluboké potencidlové jamé — viz kapitola

B
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kromé souradnice x zavislé i na case t. Nejjednodussi zptisob zndzornéni ¢asové zavislosti
je udélat graf animovany, pripadné naznacit ¢asovy prubéh nékolika grafy, které zachycuji
vlnovou funkci v po sobé jdoucich okamzicich.

Ukol 3.2  Uvazujme funkce zobrazené na obrézcich a tedy:

o Y(x,t) = sin(kx) e™%, kde k je realné konstanta, uvazujte 0 < z < 2 pro
ostatni hodnoty x je vlnova funkce nulova (jednd se o feseni tzv. nekoneéné
hluboké pravouhlé potencialové jamy, viz kapitola a

o Y(zt) = P75 = e e | tj. spole¢nou vlastn{ funkci operatorti hybnosti p

a kinetické energie T, p je vlastni hodnota hybnosti (redlnd konstanta) a F = %
vlastni hodnota kinetické energie (toto jsme odvodili v tloze [7)).

Nejprve si nakreslete zavislost téchto funkei na souradnici x v ¢ase t = 0. Poté dis-
kutujte, jak se budou ménit v ¢ase. Nakonec si ¢asovy prubéh prohlédnéte v apletech
a porovnejte se svym TeSenim:

« QuVis: https://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/simulations__html5/sims/
TimeDevelopment /TimeDevelopment.html (vpravo dole je tfeba si zapnout zob-
razeni spravné vinové funkce)

o Physlet Quantum Physics:
https://www.compadre.org/PQP /quantum-theory /section8  2.cfm

3.2 Reseni stacionarni Schrodingerovy rovnice
pro konstantni potencialni energii

Nejdrive budeme resit stacionarni Schrodingerovu rovnici pro jednu ¢astici v jednorozmeér-
ném prostoru v néjakém intervalu, kde je potencidlni energie konstantni, tj. V(x) =V =
konst.

Hy = B,

(T + V) = By,

(22 o

" 2mda?

coz po uprave dava rovnici
dy N 2m(E-V)
da? h?

b= 0. (3.1)
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Rovnice je homogenni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeﬁcientyﬂ
Jeji feseni ma tvar 1 = e**, dosazenim do rovnice [3.1] a zkracenim e®* tak dostavame:

2m(E—-V
a? + (h?) ~ 0. (3.2)

Nyni se feseni problému rozpada na dvé ¢asti podle toho, zda je E >V nebo £ < V.
ReSeni pro £ >V

Uvazujme nejprve klasicky: Je-li celkova energie E ¢astice vétsi nez potencialni energie V/,
znamend to, ze kinetickd energie ¢astice T'= E—V je kladn&, coz je v poradku.

Pokracujme v Teseni rovnice [3.1] Rovnice [3.2] nemé redlnd, ale ryze imagindrni fesen{

om(E—V) g
Qg = +i m(hz) ik

. Rovnice 3.1 méa tedy dvé nezavisla feseni, kterd mizeme zkombinovat:

= A" + Be T, (3.3)

kde A, B € C jsou integracni konstanty a k = 4/ w
Komentdre:

o Jednd se o funkce, které odpovidaji staviim s ostrou hodnotou kinetické energie (viz
strana . Prvni ¢len tedy odpovida situaci, kdy ma ¢astice kladnou hybnost = ,leti
vpravo® a druhy ¢len odpovida zaporné hybnosti = ,,pohybu vlevo*.

o Protoze plati ¢?*® = cos (kx)+isin (kz), je patrné, Ze realnd i imaginarn{ ¢ast nalezené
vlnové funkce ma v prostoru harmonicky prubéh s frekvenci k. Pokud bychom tedy
zvysSovali energii ¢astice F/, bude rist také k a tedy i frekvence realné i imaginarni
casti vinové funkce.

e Vzhledem k harmonickému pribéhu nelze nalezena feseni normovat na neomezeném
intervalu obvyklym pouzitim normovaci podminky[2.4] ale je tfeba prejit k normovani
na konec¢ny objem nebo normovani na Diracovu J-funkci.

e Ve specidlnim pripadé pro V = 0 mluvime o tzv. volné ¢éstici.

2Tento typ rovnice znadme jiz z mechaniky, kde jsme se s ni potkali pii feSeni harmonického oscilatoru.
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ReSeni pro E <V

Opét nejprve klasicky: Je-li celkova energie E ¢astice mensi nez potencidlni energie V', je
kineticka energie T' = E—V zapornd, coz v klasické fyzice viibec neni mozné. Takze bychom
mohli byt v pokuseni prohlésit, ze tento pripad je nefyzikalni a dal ho nefesit. Nebudeme
ale ukvapeni, vyfresime rovnici|3.1]i pro tento pripad a uvidime, zda ziskana feseni povedou
k fyzikalné smysluplnym zavértim. Rovnice ma dveé redlnd reseni:

2m(V —E) 2m|E—V|
e T

Resen{ rovnice je pak tedy:

Y = Ae™ + Be ", (3.4)

kde A,B € C jsou integracni konstanty a a = \/w.
Komentare:

o Nalezené teseni je souctem dvou redlnych exponencial. Z toho je patrné, Ze na neo-
mezeném intervalu, tj. v limitach pro x — +oo zjevné diverguje. Nelze ho tedy na
takovém intervalu normovat. Neexistuje tedy vinova funkce, pro kterou by platilo
E <V na celém prostoru.

» Na jednostranné omezeném intervalu lze jako FeSeni rovnice [3.1] pripustit vzdy jen
tu exponencidlu, kterd na ném nediverguje, tj. e** na intervalu (—oo, a) a e”** na
intervalu (a, +00), kde a € R.

¢ Na oboustranné omezeném intervalu lze uvazovat obé nalezend reSeni.

Jak jiz bylo feceno, v klasické mechanice neni mozné, aby se c¢astice vyskytovala v oblastech,
kde je celkova energie mensi nez energie potencialni, tj. kineticka energie by zde byla
zaporna. V kvantové fyzice ale uvidime, Ze pro splnéni postulati o vinové funkci bude
vlnova funkce nenulova i v mistech, kam se v klasické fyzice ¢astice nemuize dostat. To ale
jinymi slovy znamend, ze v téchto mistech je nenulova pravdépodobnost nalezeni ¢astice.

Ukol 3.3  Nakreslete, jak vypadaji vinové funkce pro riizné hodnoty E a V. Disku-
tujte, jak se reseni proménuje, pokud se méni hodnota FE.

Pro kontrolu muzete pouzit animaci/aplet dostupny na adrese
http://fyzweb.cz/materialy /qm-potencialy /.
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3.3 Po castech konstantni potencialni energie — napo-
jovani reseni

Predchézejici ilohu nyni zobecnime na situaci, ve které bude potencialni energie V' (x) po-
psana po ¢astech konstantni funkef — piiklad takové funkce je zndzornén zelené na obr. [3.3]
Problém budeme fesit opét pro jednu ¢astici s celkovou energii F, jejiz hodnota je v obrazku
znazornéna cervene.

V A V(X)
— E

v

0 ab c d

Obrézek 3.3: Po ¢astech konstantni potencialni energie

V k-tém intervalu oznac¢ime potencialni energii Vj, a vyresime na tomto intervalu stacionarni
Schrodingerovu rovnici:

(T + Vi)v = Ev.

V nasem konkrétnim piikladé zndzornéném na obr. B.3] tak muzeme — na zakladé pred-
chazejici podkapitol (konkrétné vztahu a |3.4) zapsat obratem Teseni v jednotlivych

intervalech:
e v intervalu (—oco,a): ¢ = Ae*® + Be ke | =,/ %
e v intervalu (a,b): Y= Ce*™ 4 De™ ™, o=/ 2m|§;v2|
e v intervalu (b,c): Y = Fel® + Gele, | = w
e v intervalu (c,d): = HeP + Je B p= me{w ... atd.

Ziskali jsme tedy TeSeni stacionarni Schrédingerovy rovnice na jednotlivych intervalech.
Na kazdém intervalu mame dvé zatim neznamé integracni konstanty. Po vlnové funkci
ovsem také pozadujeme, aby byla na celém prostoru spojita a spojité diferencovatelna —
jinymi slovy, musime zajistit tyto jeji vlastnosti i v bodech nespojitosti potencialni energie
(hovotime o tzv. ,sesivacich podminkach®).
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Obrazek 3.4: Priklad ,sesivani“ feseni v jednotlivych intervalech

Napriklad v bodé a tyto pozadavky vypadaji nasledovné:
e Pozadavek spojitosti v x = a:

Aeik(z + Be—ika — Oeaa + De—aa

e Pozadavek spojité diferencovatelnosti v x = a:

ik Ac*? —ik Be 7 = qCe®*—aDe™

Oba pozadavky dohromady predstavuji dvé rovnice pro ¢tyii neznamé A, B, C'a D. V dal-
sim bodé nespojitosti potencialni energie, bodé b, bychom podobné dvé rovnice dostali pro
neznamé C, D, F' a G a stejné tak by se vSe opakovalo v dalsich bodech nespojitosti.
Vidime, ze zadanim hodnot integrac¢nich konstant v jednom z intervalu jsou diky pozadav-
kiim na spojitost a hladkost urceny i vSechny ostatni integracni konstanty a tedy podoba
celé vinové funkce. Ptriklad napojovani feseni v jednotlivych intervalech je na obrazku

Ukol 3.4 Napojovani feseni muzete také modelovat apletu zminéném vyse.

http://fyzweb.cz/materialy /qm-potencialy /
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4 |4
E
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0 X 0 X

Obrazek 3.5: Vlevo situace pro E > Vg, vpravo pro 0 < E < Vg

3.4 Potencidlovy schod (stupen)

Poznatky z predchazejici kapitoly nyni budeme aplikovat na tzv. potencidlovy stupen vysky
Vs, kde nespojitost potencialni energie umistime do bodu x = 0. Reseni rozdélime na dvé
casti podle celkové energie F castice.

Ukol 3.5 Nez se pustime do FeSeni potencidlového schodu pro jednotlivé situace,
vytvorte si zadany prubéh potencialni energie v programu a prohlédnéte si, jak vypadaji
feseni pro riizné hodnoty energie. Ziskané tvary vlnovych funkci a jejich zmény vyvolané
zmeénou E popiste.

Reseni pro E > Vg

Situace je zachycena na obr. vlevo. Nespojitost potencidlni energie v bodé z = 0
rozdéluje feseni Schrodingerovy rovnice na dva intervaly, na kterych snadno najdeme teseni
srovnanim s rovnici B3t

e Proxz <0: 9 = Ac* + Be™#* kde k =,/ 2’%‘2’2,

e Proz > 0: 1 = Ce® + De™® kde | = w
Ted bychom mohli napsat podminky spojitosti a hladkosti vlnové funkce v bodé¢ z = 0
a najit vztahy mezi integracnimi konstantami. Nez to ale udélame, pozménime mirné nas
pohled na zkoumanou situaci — predstavme si, ze chceme zkoumat situaci, kdy nase castice

3QGrafy potencidlni energie, ale i ndzvoslovi pfevzaté z tivah o tthovém poli nékdy svadi k predstave, Ze

¢éastice (elektron) opravdu musi prekonat néjaky schod, prekdzku ve smyslu vyvySeniny v prostoru. Ve
skutecnosti jde ale o stupen v potencialni energii, coz Ize v ptipadé nabitého elektronu mnohem jednoduseji
realizovat pomoci elektrostatického pole, tj. napr. elektron se pohybuje ve dvou navazujicich trubkéch,
které jsou udrzovany na odlisnych potencidlech. ,,Schod* je predstavovan prechodem z jedné trubky do
druhé.
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nalétava zleva na potencialovy schod a my chceme urcit, jaka je pravdépodobnost, Ze ¢astice
projde do druhé casti, a jaka je pravdépodobnost, ze se odrazi zpétﬁ

Jednotlivym c¢astem feseni vyse tak mizeme pripsat nasledujici vyznam:

o Clen Ae™*® je vlastni funkci operatoru hybnosti (viz[2.33)) s vlastni hodnotou hybnosti
rovnou p = v2mkE; klasicky by tedy slo o c¢astici, ktera by se pohybovala smérem
doprava (ve sméru osy ), tj. takovou, kterd na schod ,,nalétévé“ﬂ

« Clen Be *? je také vlastni funkci operatoru p a piislusi vlastnimu éslu s opa¢nym
znaménkem nez predchozi clen, klasicky by tedy slo o ¢astici pohybujici se v opacném
sméru, tj. takovou, ktera se od schodu ,odrazila“.

« Clen Ce' je roven vlastni funkci p s vlastni hodnotou Al = ,/2m(E — Vs), tato
hybnost odpovida kinetické energii £ — V', coz by byla kineticka energie ¢astice letici
smérem doprava v mistech s vySsim potencidlem.

« Analogicky ¢len De ™ by klasicky odpovidal ¢astici, kterd by v misté vyssiho potenci-
alu letéla vlevo. My ale budeme studovat pouze takové situace, kdy castice ptrichazeji
zleva, proto polozime D = 0.

S uvazenim posledniho uvedeného bodu pak ,sesivaci“ podminky v z = 0 vypadaji nasle-
dovné:

o pozadavek spojitosti v x = 0: A+ B=C,
o pozadavek hladkosti v x = 0: Aik—Bik = Cil.

Z téchto dvou rovnic vyjadiime koeficienty B a C' jako nasobky A:

k—l 2k

B=i4 Y=

A (3.5)

Vysledna vinova funkce tedy bude obsahovat pouze koeficient A, jehoz hodnotu lze urcit
z normovaci podminky:.

Jak jiz bylo Teceno, nasim cilem je urc¢it pravdépodobnost, Ze se ¢astice na potencialovém
schodu odrazi, resp. projde za néj. Vhodnou veli¢inou, ktera tyto skutecnosti popise, je

4Tato tiloha by v klasickém piipadé byla trividlni, ¢astice ma vyssi energii, nez je vyska potencidlového
schodu, a neni tedy divod, pro¢ by neprosla za schod, tj. pravdépodobnost prichodu by byla 1, pravdé-
podobnost odrazu 0.

5Pro nékoho muiZe byt obtiZné si piedstavit, Ze vlnova funkce ve tvaru rovinné vlny odpovid4 nalétavajici
castici. V takovém pripadé mize pomoci predstava, ze se jedna o souvisly proud ¢astic. Pravdépodobnost
odrazu, resp. prichodu by potom odpovidala tomu, jaky podil ¢astic se odrazi, resp projde.
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I om - X

V3=4,995 V3=4,995

Obrazek 3.6: Vinova funkce pro potencialovy schod v pripadé, ze £ > Vg — vlevo jeji redlna
(zelené) a imaginarni (modre) ¢ast, vpravo hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢astice

hustota toku pravdépodobnosti (viz [2.78)), kterd méd v jednorozmérném piipadé tvar:

h o L
~ 2im ox Ox
Uréime nyni hustotu toku pravdépodobnosti j; pro tu c¢ast vinové funkce, jejiz klasickou
analogii by byla ¢astice prilétavajici k potencidlovému schodu, tedy pro élen Ae*:

. h . ipe OAERT ke OATTREN K
Wﬁm@e or A ) T Al

Podobné lze uréit hustotu toku pravdépodobnosti odraZenych &astic jr (pro ¢len Be~#2)
h §Be~ik . OB*elke hk Chk (k=1
. B*e ikx - B —ikz = ——|B|* = A 2‘
JR = 21m< ox ¢ ox ) m| | <k+l> 4

Mizeme si vSimnout, ze tok vysel zaporny, coz odpovida nasi klasické analogii c¢astice
pohybujici se vlevo.

A také uréime hustotu toku pravdépodobnosti proglych édstic jr (pro ¢len Cel®)

. h o it 00" e 0CTe 1 hl 2% \? )
ﬁ“—mm(Ce o ) = e =T () e

Zavedeme a dopocitame nyni koeficient odrazu R a koeficient priichodu 7' vyjadiujici
pravdépodobnost odrazu/prichodu ¢éstice:

at ljr|  %|BJ? w (k+l) |AJ? (k—l>2: (@—\/E—VS>2

RE VR m DL m
il AP BE|AP k41 VE +E Vs
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Obrazek 3.7: Zavislost koeficientit R a T na poméru V% pro potencialovy schod.

2
et lir| _ Hiop % (&) 14 4kl 4JE(E-V)
gl RIAR AR R+ D (VE4VE-TR)

Snadno lze oveérit, ze plati R + 1T = 1, coz znamena, ze Castice se nutné bud odrazi,
nebo projde, neni jind moznost. Dale je dobTe patrné, ze koeficient R # 0, prestoze £ > V.
Céstice se tedy miize od schodu odrazit i presto, Ze mé dostate¢nou energii k jeho prekonani,
coz je efekt, ktery nemé v klasické mechanice obdobu. Pravdépodobnost odrazu ovsem
s rostouci energii E castice rychle klesd; zavislost R a T na poméru % ukazuje graf na

obr. B.7

7 pravé provedeného vypoctu nam nevyplynuly zadné podminky na povolené hodnoty
energie (tj. neobjevilo se kvantovani energie) — energie £ tedy muze nabyvat libovolnych
hodnot E > V. Takovéto stavy, kdy energie neni kvantovana a vlnova funkce je nenulova
na neomezeném intervalu, nazyvame rozptylové stavy.

Ukol 3.6 Na vyse uvazovany potencidlovy schod nalétévaji zleva ¢dstice hmotnosti m.
Jakd cast se jich od potencidlového schodu odrazi, je-li energie téchto castic £ = %VS?
Vysledek vypoctu zkontrolujte pohledem do grafu na obr. 3.7
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Vypoctova aloha 3.1

Svazek elektront s kinetickou energii 80 eV prolétava z uzemnéné kovové trubice do
trubice s elektrickym potencidlem 50 V. Tuto situaci budeme modelovat jako prechod
pres potencialovy schod.

a) Jaka cast elektront se odrazi zpét?
b) Jakd ¢ast by se odrazila zpét, pokud by potencidl druhé trubice byl —50 V?
Ndapovéda: Oblast s elektrickym potencidlem 50 V predstavuje pro elektron schod po-

tencidlni energie o vysce 50 eV. Pro potencial —50 V jde pak o stejné vysoky schod,
ale smérem doli.

Vijsledky: a) Priblizné 5,8 %. b) Priblizné 1,5 %.

Povsimnéte si, ze ¢ast elektronu se odrazi dokonce i v druhém pripadé, kdy je ,schod*
smérem dol.

ResSeni pro 0 < FE < Vg

Situace je zachycena na obr. vpravo. V klasickém pripadé by castice prilétavajici zleva
k potencidlovému schodu neméla dostatek energie na jeho prekonani a odrazila by se zpét.

Nespojitost potencialni energie v bodé x = 0 opét rozdéluje problém na dva intervaly, na
kterych najdeme feseni srovnanim s rovnici

e proz < 0: w — Aeikx + Be—ik:gc7 kde k = 2;72E

. pI‘O T > 0: 1/] — Ceaz_FDefaw’ kde a = /%

Protoze ¢len Ce®* diverguje pro x— + oo, coz neumoznuje tuto vlnovou funkci v oblasti
x > 0 normovat, je nutnéﬂ polozit C' = 0.

Sesivaci podminky kladené na ziskané vlnové funkce pak nabyvaji podobu:
e Pozadavek spojitosti vz = 0: A+ B =D,
e Pozadavek hladkosti v x = 0: ikA—ikB = —aD.

6Uvédomte si, ze diivod, pro¢ klademe jednu z integra¢nich konstant rovnu nule, je ted zcela odlisny
v porovnani s divodem pouzitym v predchozi ¢asti.
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V3=4,995

V2=3,085

Obrazek 3.8: Vlnova funkce pro potencidlovy schod v ptipadé, ze E < Vg — vlevo jeji realna
(zelené) a imagindrni (modre) ¢ast, vpravo hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢éstice

Tuto soustavu dvou rovnic o tfech nezndmych vyreSime podobné jako v predchozi ¢asti
tak, ze koeficienty B a D vyjadiime pomoci koeficientu A:

ik + 04147 D 2ik

B =
ik — «

= =4 (3.6)

Nez se pustime do vypoctu koeficientu R a T', opét si spocteme prislusné hustoty toku prav-
dépodobnosti. Resen{ v levé ¢asti ma stejny tvar, proto i hustoty toki pravdépodobnosti
pro oba ¢leny budou stejné (jiny je jen vztah mezi koeficienty B a A). V pravé ¢ésti, tj.
v oblasti odpovidajici ¢asticim proslym pres schod (z > 0) mame redlnou vlnovou funkei,
takze vime, ze z ni spoc¢itana hustota toku bude nulovd, coz 1ze snadno ovérit vypoctem:

h O0De % 0D*e~o%
= —  [Dfe® 2" pDeer T | — ).
JT 2im ( © ox ¢ ox ) 0

Diky tomu muzeme podobné jako v predchazejici podkapitole stanovit koeficienty odrazu

a pruchodu R a T:
2

|
R = m =
B ar
= @ =
Vi
Je tedy patrné, ze ve shodé s klasickou fyzikou se vSechny nalétavajici ¢astices 0 < £ < Vg
od potencialového schodu odrazi.

ik + «
ik — «

T 0

Ackoliv je koeficient pruchodu T = 0, je vlnova funkce a tedy i hustota pravdépodobnosti
nalezeni c¢astice nenulova i v oblasti > 0, tedy v oblasti, ktera je v klasické fyzice pro



106 KAPITOLA 3. JEDNODIMENZIONALNI JEDNODUCHE SYSTEMY

castici nedosazitelna. Hustota pravdépodobnosti nalezeni Castice v této oblasti klesd ex-
ponencialné jako e~2%*. Pfi¢inou je nas pozadavek na spojitost a hladkost napojeni feSeni
Schrodingerovy rovnice v obou oblastech. Vidime tedy, ze i feSeni pripadu, ktery je klasicky
nefyzikalni, zde naslo uplatnéni.

Ani v tomto vypoctu jsme nedostali zadné podminky na kvantovani energie. Jedna se opét
o tulohy rozptylového typu.

Existuje reseni pro £ < 07

Kdyz uz nam v predchozim pripadé vyslo, ze ¢astici lze nalézt v ,klasicky nedosazitelné*
oblasti, ve které je jeji celkova energie FF mensi nez hodnota potencialni energie v tomto
misté, mize to vést k myslence, ze mozné je vse. Zkusme se formalné podivat na to, co
dostaneme, pokud budeme Tesit potencialovy schod pro energii £ < 0, tj. celkova energie
je vSude jisté mensi nez potencialni. Reseni se opét rozpadé na dva intervaly:

e prox < 0: ¢ = Ae* 4+ Be " kde a = - 2";}2‘5‘7
e proz > 0: ¢ = Ce’” + De 7% kde B = w

Protoze potrebujeme vinovou funkci normovatelnou, tak je nutné, aby ani v jedné casti
nedivergovala, tj. nutné musi platit B = C' = 0.

Podminky spojitosti potom jsou: A = D a a«A = —(D, coz nelze splnit. Tato tloha tedy
nema zadné Teseni, které by bylo spojité a hladké.

Vypoctova iloha 3.2

Spoctéte, jak bude vypadat feseni pro opacné orientovany potencialovy schod, tj. uva-
zujte V(z) > 0 proz < 0 a V(z) =V = 0 pro > 0. Dale urcete koeficienty odrazu
R a pruchodu T.

Vysledkem ptredchozi ilohy je, Ze i v pripadé, kdy castice prilétavaji ke schodu, kde potenci-
alni energie poklesne, mohou se s nenulovou pravdépodobnosti odrazet. Tento jev v klasické
mechanice nenalezneme, zde by ¢astice prosla rozhranim a zvysila svoji rychlost.



3.5. POTENCIALOVA BARIERA A TUNELOVY JEV 107
1% 1%

E — V(x) —— V(x)

V=0 V.20 =
0 a X 0 a X

Obrazek 3.9: Vlevo situace pro F > Vg, vpravo pro 0 < F < Vp

3.5 Potencidlova bariéra a tunelovy jev

Velmi podobnym postupem, jaky jsme pouzili v predchazejici kapitole, nyni vysetifime
potencidlovou bariéru o vysce Vg a Sifce a. Body nespojitosti potencidlni energie budeme
uvazovat v bodech z = 0 a = a. ReSen{ opét rozdélime na dva pfipad podle toho, zda
je celkova energie E castice vétsi ¢i mensi nez vyska bariéry V.

Reseni pro E > Vj

Situace je zachycena na obr. vlevo. Reseni stacionarni Schrédingerovy rovnice budeme
hledat na trech intervalech, a ziskdme ho v tomto tvaru:

e Proz < 0: ¢ = Ac® + Be=ke kde k = \/2nE
« Pro0<xz<a:th=Cel 4 De7ilr kde | = /2EVE)

hQ
e Proz > a: = Fe¥ 4 Ge b, kde k = |/

Protoze budeme Tesit stejnou situaci jako v ptipadé potencidlového schodu, ¢len Ge™*** by
opet v klasické analogii odpovidal ¢astici prichazejici zprava v oblasti z > a, které v nasem
usporadani neuvazujeme, proto polozime G = 0. SeSivaci podminky je tfeba uvazovat
v bodech =01z =a:

Pro z =0: Pro z = a:

A+B=C+D Cell® 4 Deilo = [elke

ikA—ikB = ilC—ilD ilCe'*—jl De7 e = ik Feike

"Piipad, kdy je energie E < 0, jiz znovu vySetfovat nebudeme, opét bychom zjistili, ze nedava zadné Feseni.
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Obrazek 3.10: Vlnova funkce pro potencidlovou bariéru v pripadé, ze £ > Vg — vlevo
jeji redlnd (zelené) a imagindrni (modre) ¢ast, vpravo hustota pravdépodobnosti nalezeni
castice

Dostali jsme soustavu étyi rovnic o péti nezndmych fJ kterd nAm umoziuje napiiklad vyjad-
fit konstanty A az D pomoci konstanty F. Vypocet neni narocny, jen je trochu zdlouhavy:

I+k
. ' _ i(k—l)a
o Ui (e=tele C=rgr o 7 F
- Alk
- 2 1.2
B 2isin(al)(I*—k*) oika o D— =k cilk+Da
Alk 2l

Vinova funkce tak obsahuje pouze integracni konstantu F', jejiz hodnotu mutzeme urcit
pomoci normovaci podminky. Jeji prubéh zachycuje obrazek [3.10] PovSimnéte si odlisné
vlnové délky v mistech s odliSnou potencialni energii. V levé a prostiedni casti se skladaji
vlny opa¢ného sméru a proto zde ma hustota pravdépodobnosti tvar podobny stojatému
vlnéni. V pravé casti je vinova funkce rovna jediné rovinné vilné, a proto je zde hustota
pravdépodobnosti konstantni.

Obvyklym zptusobem urcime koeficient odrazu R:

_linl _ |BJ? _ V2 sin? (la) (3.7)
77l A2 T 4E(E-Vp) + VZsin? (la)’ '

Koeficient pruchodu T je roven pravdépodobnosti, ze ¢astici nalezneme v oblasti x > a,
hustota toku pravdépodobnosti jr se tedy bude pocitat z ¢lenu Fe* (Ize také pouZit

8Pii blizsim pohledu zjistime, ze se vlastné jednd o dvé soustavy dvou rovnic, takZe jeji vyfeseni neni az
tak obtizné.
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Zavislost R na energii castice E
R (pro E>V,m=4000 MeV/c? V=15MeV,a =1 fm)

1E+00
1E-01 \
1E-02
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o \/ N .
e \ / N\
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1E-08
1E-09
1E-10
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E (MeV)

Obréazek 3.11: Zavislost koeficientu odrazu R na celkové energii castice £ pro E > Vg.
(Minima v grafu dosahuji nulovych hodnot, coz ovSem logaritmicka skala svislé osy neu-
moznuje zobrazit.)

jednodussi postup a pravdépodobnost pruchodu spocitat jako T'=1 — R):

_ gl _IFP AE(E—Vp)

il A2 4AB(E—Vp) 4 Visin? (la)’

Zavislost velikosti koeficientu R na energii ¢astice zachycuje obrazek

Evidentné dostavame vysledek, ktery je odlisny od klasické fyziky — koeficient R je obecné
nenulovy, tj. podobné jako u potencidlového schodu se mize nalétavajici ¢astice odrazit,
prestoze ma energii dostatecnou k prekonani bariéry.

Prekvapivé muze pusobit skutecnost, ze koeficienty R a T' maji periodicky prubéh (perioda
je rovna la); jejich priubéh v zévislosti na Sifce bariéry a pti pevné energii F ukazuje
obr.[3.12 Z vyrazu [3.7]je patrné, Ze pro la = nx, kde n je pfirozené ¢islo, je R = 0. Jinymi
slovy, pro danou sitku bariéry a nedochazi pri vhodnych energiich ¢astic E (pripomenme, ze
energie F vystupuje ve vyrazu pro [) k jejich odrazu. Tyto energie se nazyvaji rezonanéni.



110 KAPITOLA 3. JEDNODIMENZIONALNI JEDNODUCHE SYSTEMY

L

Zavislost R a T na Sifce bariéry a —R
R, resp. T (m =4000 MeV/c? V=15 MeV, E = 20 MeV)
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Obrazek 3.12: Zavislost koeficienti odrazu R a pruchodu T na Sifce bariéry a v pripadeé,
7ze B> Vg

Reseni bariéry pro 0 < E < Vg

Situace je zachycena na obr. vpravo. ReSeni staciondrni Schrodingerovy rovnice na
intervalech + < 0 a © > a jsou stejna jako v predchozim pripadé E > Vg. V intervalu

. S o . _ 2m[E—V,
0 < x < a jsou pak FeSenim redlné exponencidly: 1 = Ce*® + De™** o = \/w.
Protoze je interval omezeny, neni ani jedna z redlnych exponencial divergujici a pripustna
jsou obé Teseni.

Po polozeni G = 0 ze stejnych duvodu jako v predeslé ¢asti dostavame sesivaci podminky
ve tvaru:

Pro x = 0: Pro xz = a:
A+B=C+D Ce™ + De 2 = Felke

ikA—ikB = oC—aD aCe®—qDe " = ik Felk®
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Obrazek 3.13: VInova funkce pro potencidlovou bariéru v pripadé, ze 0 < E < Vg — vlevo
jejl redlna (zelené) a imagindrni (modre) ¢ast, vpravo hustota pravdépodobnosti nalezeni
castice

Podobné jako v predchazejici podkapitoldﬂ lze tuto soustavu ¢tyr rovnic o péti neznamych
vyTesit tak, Ze integracni konstanty A az D vyjadiime pomoci F' a ur¢ime koeficient odrazu
R a prichodu T

R Jrl 1B V2 sinh? (aa) 23
=TT TE T T — — ’ (3.8)
il 4] 4E|E—=Vp| + Vgsinh® (aa)
7 AE|E—Vp| (3.9)
=TT g T — W : :
gt 1A 4E|E—=Vpg| + V5 sinh® (aa)

Na obr. je zachycen pritbéh vinové funkce a hustoty pravdépodobnosti v tomto ptripadé.
Povsimnéte si, ze vlnova funkce a zejména hustota pravdépodobnosti exponencialné klesaji
v mistech bariéry, ale protoze bariéra neni prilis Siroka, neni pokles dostatecny, a proto
je vpravo od bariéry hustota pravdépodobnosti stile pomérné vysoka. Graf na obr.
ukazuje zavislost R a T' na Sifce bariéry a pro « ¢astici s klidovou hmotnosti priblizné 4000
MeV /c?; uvazujeme pritom ,vysku® potencidlové bariéry V = 15MeV a celkovou energii
castice £ = 10 MeV. Vyska bariéry odpovida potencidlové bariére, kterou musi alfa ¢astice
prekonat na okraji jadra pri alfa rozpadu. Prubéh zavislosti obou koeficientt je ale obdobny
i pro jiné situace.

Pravdépodobnost priichodu T s tloustkou bariéry klesa priblizné exponencialné k nule, ale
neni nulova — pii aa > 1:

_AE|E—-Vp
~ 7‘/5 e

—2aa

T

9Samoziejmé lze tento piipad vyfesit samostatné. Je ale mozné prevzit feseni z predchozi asti, pokud si
uvédomime, ze sesivaci podminky se lisi jen substituci il = a.
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Zavislost R a T na Sii‘ce bariéry a —R
R, resp. T (m=4000 MeV/c? V=15MeV,E =10 MeV) T
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Obrézek 3.14: Koeficienty odrazu R a prichodu T' v zavislosti na sitce bariéry a pro pripad
0< F<Vp

To znamena, ze za potencidlovou bariéru mohou pronikat i ¢astice, které nemaji dostatec-
nou energii (£ < Vp) a podle klasické teorie by se mély vzdy odrazit zpét. Tento efekt
oznacCujeme v kvantové fyzice jako tzv. tunelovy jev.

Tunelovy jev umoznil v historii vysvétlit, proc¢ se nékteré prvky rozpadaji o rozpadem bé-
hem nékolika us, zatimco jinym muze stejny rozpad trvat miliardy let. Pravé exponencialni
zavislost pravdépodobnosti priuchodu bariérou (exponenciala je ve vztahu ,schovana*
v hyperbolickém sinu) vede — i pres neprilis velké odlisnosti v parametrech (tloustce a
vysce) potencidlové bariéry na okraji riznych atomovych jader — k velmi rozdilnym prav-
dépodobnostem prichodu alfa ¢astice touto bariérou, a tedy i k velmi rozdilnym poloc¢asim
rozpadu (hodnoty se lisf o 20 fadi a vice).

Piimou technologickou aplikaci tunelového jevu je fungovani rastrovaciho tunelového mik-
roskopu (scanning tunneling microscopy — STM). Na jednoatomovy hrot sondy mikroskopu,
ktery se pohybuje nad zkoumanym vzorkem v obvyklé vzdalenosti 4—7-1071%m, je piiva-
déno elektrické napéti. Mezera mezi hrotem a vzorkem predstavuje potencialovou bariéru,
kterou mohou elektrony ze vzorku prekonavat diky tunelovému jevu a prechazet do hrotu
(nebo naopak) — vznika tak tzv. tunelovaci proud. Tunelovaci proud velmi silné zavisi na
vzdalenosti hrotu od vzorku, tj. Sifce potencidlové bariéry. Vzdéalenost hrotu a vzorku je
pomoci piezokrystaltl velmi presné nastavovana tak, aby tunelovaci proud ztstaval kon-
stantni a dal ndm informaci o struktufe povrchu zkoumaného vzorku (a to az do rozliseni
na urovni polohy ¢i velikosti jednotlivych atomu).
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Ukol 3.7 Odhadnéte pomoci priichodu jednodimenzionélni potencidlovou bariérou
pravdépodobnost « rozpadu, jestlize pri ném « ¢astice s kinetickou energii £ = 5 MeV
musi pro opusténi jadra prekonat potencidlovou bariéru vysky Vg = 15 MeV a sitky
0,5 fm.

Poznamka: ch = 200 MeV fm.

Ukol 3.8 Urcete pravdépodobnost, Ze mi¢ o hmotnosti 1 kg a rychlosti 1 m /s projde
centimetrovou zdi, na jejiz ,prorazeni“ by potfeboval energii 1 J (tj. dvojnasobnou,
nez odpovida jeho kinetické energii).

3.6 Pravouhla konecné hluboka potencidalova jama

Nyni budeme zkoumat tzv. pravouhlou konecéné hlubokou potencidlovou jamu sitky a
a hloubky —V;, pribéh potencidlni energie je zachycen na obrazku |3.15|

Reseni pro E > 0

Situace na obr. vlevo se od pro E > Vp v podstaté nelisi potencidlové bariéryf)
budeme se ji tedy vénovat pouze velmi strucné. Reseni stacionarni Schrodingerovy rovnice
jsou

o prox < 0: ¢ = A + Be 7 kde k = /21,
e pro0 <z <a:=Ce™ + De ' kde | = %’

o proz > a:1p = Fe™ 4 Ge ™7 kde k = /28

Stejné jako v pripadé bariéry nebudeme uvazovat clen, ktery by v klasické analogii odpo-
vidal ¢astici pohybujici se v oblasti > a smérem doleva, tedy polozime G = 0. Vyfesenim
soustavy rovnic, které nam daly sesivaci podminky, mtizeme stanovit koeficienty R a T'. Asi
nas neprekvapi, ze stejné jako u potencialového schodu ¢i bariéry miize dochéazet k odrazu,
i kdyz castice maji dostatecnou energii na priichod. Vlnova funkce a hustota pravdépo-
dobnosti jsou zachyceny na obrazku [3.16] Porovnejte ho s pribéhem téchto funkei pro
potencidlovou bariéru na obr. [3.10]

0Ve skutecénosti staéi v feseni pro E > Vg nahradit vysku bariéry V3 jeji zdpornou hodnotou a veskeré
vysledky ztstanou v platnosti.
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|4 |4
E

V(x) E LV

o a X o a X

Obrézek 3.16: Vlnova funkce pro konecné hlubokou pravouhlou potencidlovou jamu v pri-
padé, ze E > 0 — vlevo jeji redlnd (zelené) a imagindrni (modie) ¢ast, vpravo hustota
pravdépodobnosti nalezeni ¢astice

ResSeni pro —V; < E <0

Nyni se budeme vénovat ¢astici vazané v konecné hluboké potencidlové jamé — situaci za-
chycené na obr. [3.15] vpravo. Tento piipad se lis{ tim, Ze v krajnich neomezenych intervalech
je potencidlni energie V' vétsi nez celkova energie ¢astice. Uvédomme si jesté pred zacatkem
feseni, ze v klasickém ptipadé by se ¢astice rovnomérné pohybovala v intervalu 0 < x < a,
tj. uvniti jamy, a pruzné se odrazela od stén jamy.

Reseni stacionarni Schréodingerovy rovnice zde dostava podobu:

o proz < 0: ¢ = Ae®® + Be™* kde o = 2m|E|

h2 9

e pro0 <z <a:p=Ce* + De ¥ kde k = /2 WIHED

e prox > a: Y =Fe*™ + Ge * kde a = QW;LE‘.

Protoze pozadujeme, aby byla vysledna vlnova funkce normovatelna, musime z nalezeného
feseni vyskrtnout cleny, které by v z—=+oo divergovaly — proto je nezbytné, aby B = F' = 0.
Sesivaci podminky tim dostavaji tvar:
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Obréazek 3.17: Vlevo vlnova funkce pro konecné hlubokou pravoithlou potencidlovou jamu
v piipadé, ze —V; < E < 0 (redlnd ¢ést je zelené a imaginarni ¢dst vinové funkce je nulovd),
vpravo hustota pravdépodobnosti nalezeni c¢astice

Pro z = 0: Pro z = a:

A= C + D Ceika + Defika — Gefaa

aA = ikC—ikD ikCe*—ik De ' = —aGe™®

Dostali jsme tedy homogenni soustavu ¢tyT linedrnich rovnic o ¢tyfech neznamych. Tato
soustava ma netrividlni feseni pravé tehdy, kdyz je matice soustavy singularni, tj. deter-
minant matice je nulovy. Tato situace ovsem zjevné nastane pouze pro nékteré hodnoty k
a «a, tj. pouze pro nékteré hodnoty celkové energie F. Jako disledek pozadavku na spo-
jitost, hladkost a normovatelnost vinové funkce tedy dostavame kvantovani energie. Déle
je v téchto stavech pravdépodobnost nalezeni ¢astice nenulova jen v oblasti jamy a jejim
nejblizsim okoli (mimo oblast jamy, tj. mimo oblast 0 < x < a exponenciélné klesd) — mlu-
vime o tom, ze vyskyt c¢astice je ,vazan na jamu“ a hovorime o tzv. vazanych stavech.
Jedno z téchto feseni je zachyceno na obr. [3.17]

Matici soustavy M upravime tak, aby se nam lépe pocital determinant

] —1 —1 0 1 —1 —1 0
o —ik ik 0 0 —ik+a ik+a 0

0 (\i/-‘(l (\fi/\'u _eoa 0 (\i/\'u (\fi/m _eaa

i/‘.(‘llvu —ike ika e 0 i/‘,(\l/\‘(l —ike ika e oa

M =

—_

! -1 —1 0
0 a — ik o+ ik 0
0 (a+ il,')@”"” (a — 1/1.\)(7\—1].«7 0
0

(\1/«(/ (\71/#1

A Qa
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Spocitame determinant

Det M = —e™ {(a —ik)%e % — (o + il{t)Zeik’“} =0,
coz lze upravit na soucin

{(a — il«:)(f“m/2 — (a+ ik:)c”"'“/ﬂ {(a — i/-i:)(f”‘"’“/2 + (a+ ik‘)eik“/ﬂ =0

) ka ka ka ) ka
asin | — | + kcos | — acos| — | —ksin| — || =0.
2 2 2 2

Dostévame dvé rovnice
ka Y ka ,
— cot (;) = % nebo tan (;) = % (3.10)

Oba parametry k i « zaviseji na hledané energii F

2m(|Vy| — | E|) 2m| E|
k= \/ 2 a a= o

takze vyrazy na pravé strané obou rovnic mizeme upravit na tvar

a 1 2m|V,| 12
ko k h?

Ted tedy mame dvé rovnice pro k

k 1 /2m|V. k 1 2m|V.
tan (;) = %\/ rr;}]? sl k? nebo — cot (;) = %\/ ";12 sl _ k2. (3.11)

Rovnice nejsou tesitelné analyticky, ale 1ze pomérné jednoduse graficky ukazat, ze vzdy
existuje alespon jedno FeSeni (viz obr. [3.18]).

a déale

Alternativni pristup k pripadu —V; < E <0

Predchozi pripad lze Tesit matematicky mirné odlisné. Polozime pouze F' = 0 a integracni
konstantu B ponechame ve vypoctu. V takovém pripadé dostaneme sesivaci podminky ve
tvaru:

Pro z = 0: Pro z = a:
A+B=C+D Ce'* 4 Deike = Gemae
aA — aB = ikC—ikD ikCe**—ikDe~ % = —qGe™2@
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tan(k;a)

----- —cot(k;a)
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Obrézek 3.18: Grafické feeni rovnic [3.11] pro hledani povolenych energif v konetné jamé.
Modre jsou nakresleny levé strany obou rovnic, ¢ervené spolecna prava strana obou rovnic

pro rtzné hodnoty hloubky jamy V;. Je patrné, ze minimalné jeden prusecik, tj. jedno
feSeni bude existovat pro libovolnou hodnotu V.

coz jsou 4 rovnice pro pét neznamych integracnich konstant, podobné jako v pripadé po-
tencidlové bariery. Konstantu G mizeme zvolit jako parametr a pomoci ni nejprve vyjadrit

C a D pouzitim podminek v bodé = = a
k + i« . k —ia .
C = G —aa—ika D= G —aa+ika

o% ’ o ¢

a potom pomoci G vyjadrit i hodnoty konstant A a B vyuzitim sesSivacich podminek v bodé

rz=0 ) ] o
« +1/<;C+ a— 1/€D _ _Zka {i(aQ + k) (eika B e—ika)} el

A =
200 200
[i(k? — a?)(e™ — e7h) 4 2ak(e™® + e~ *7)] G.

o — ik o+ ik e
2cy + 2 4ko

Jsme si ale védomi, ze fyzikalné jsou pripustna pouze ta feseni, kdy nam vyjde B = 0.
PoloZzenim B = 0 dostaneme podminku pro pfipustné energie E (ty jsou obsazeny ve

vyjadreni k a «) a ziskdme tak kvantovani energie.

Pokud polozime B = 0, dostaneme rovnici:

aa—ika

€ 1 ( A21Ka (1
1o {ZA ale®™ + 1) +1i(k

Al

2 o) —1)| G =

B:

jeaa—ika {k‘ <01A~u - 1) — i <C“"“ + 1)} {k‘ (Cik" + '1> —ia <Cilm . lﬂ G=

4k '
B I]m {k (Ciku/Q B qup) Cia <OM/2 . qu/zﬂ
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B x| [ x| [@aon

Obréazek 3.19: Spojité TeSeni stacionarni Schrodingerovy rovnice pro konecnou jamu pro
rizné hodnoty B. Vlevo B > 0, uprostied B = 0, vpravo B < 0. Je patrné, ze normovatelna
a tedy i fyzikalni pripustna jsou feseni s B = 0

LYy i | |
: RY2AY '
V=V(x) | / \ |
Es | | |
| i
s X X
2

Obrézek 3.20: Stacionarni stavy v konecné hluboké jadmé — povolené energie jsou zndzornény
vlevo, vinové funkce uprostred a vpravo

ika/2 | _—ika/2 : ika/2  _—ika/2
{]‘, <(7\1/ a/2 | o ika ) —ia ((7\1/ a/2 _ ¢ ika >} G = 0.

Vyrazy v kulatych zavorkach prepiseme pomoci goniometrickych funkei a dostaneme

) ka ka ka ) ka
ksin | — | — «ccos k cos + asin [ — =0,
2 2 2 2

a tim jsme dostali stejné rovnice jako v predchozim pripade.

Na obr. jsou zachyceny povolené energie (vlevo) a prislusné vlnové funkce pro konkrétni
hodnoty parametru Castice a jamy. Povolené energie a vlnové funkce jsou odliSeny indexy;,
které postupné rostou se vzrustajici energii. Takovému oznaceni jednotlivych feseni rikame
kvantové cislo. Z obrazku jsou patrné nékteré obecné platné vlastnosti:

e Rozdily mezi povolenymi energiemi vzristaji s rostouci energii. Obvykle tikdme, Ze
se zvétsuji vzdalenosti mezi povolenymi energetickymi hladinami.
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e VlInova funkce pro nejnizsi povolenou energii je suda vici sttedu jamy. S rostoucim
kvantovym ¢islem se postupné stiidaji lichd a suda fesSeni.

e Pocet lokalnich extrému vinové funkce odpovida kvantovému cislu.

e Vlnova funkce je nenulovd i mimo jamu (rozméry jamy jsou v grafech funkei na-
znaceny ¢arkovanou ¢arou). To znamend, Ze ¢astici muzeme najit i v oblastech, ve
kterych se v klasickém pripadé vyskytovat nemize. Z grafu lze také odhadnout, Ze
pravdépodobnost nalezeni ¢astice mimo klasickou oblast roste s rostoucim kvanto-
vym c¢islem, resp. s tim, jak se celkova energie ¢astice priblizuje hodnoté potencidlni
energii mimo jamu.

3.7 Pravouhla nekonecné hluboka potencialova jama

Vypoctoveé nejjednodussi aplikaci tykajici se systémi s po ¢astech konstantni potencialni
energii bude studium nekonecné hluboké pravouhlé potenciadlové jamy o sitce L. Zatimco
pro 0 < z < L pokldddme V(z) = 0, vSude mimo tento interval je V' (z)— + oo; jinymi
slovy, skok potencidlni energie v bodech z = 0 a z = L je nekonecny (viz obr. B.21)).

Reseni mimo interval (0, L):
Ma&-li byt mimo jamu splnéna stacionarni Schrodingerova rovnice ve tvaru:
Hy = (T + V) = B,

je nezbytné, aby zde byla vinova funkce identicky nulova: ¢» = 0 (abychom ,kompenzovali“
nekonecnost potencidlni energie). Tim je nulova také hustota pravdépodobnosti vyskytu
¢astice vné jamy — na rozdil od jamy konec¢né hloubky, kde se mohla ¢astice vyskytovat
i v ,klasicky nepristupné“ oblasti.

Reseni na intervalu (0, L):
Uvniti jAmy dostdvdme pro V = 0 rovnici, jejiZ FeSeni jsme jiZ nalezli (vztah ve tvaru:

. . omE
) = A + Be ™ kde k=, T;; . (3.12)

Pro nekonec¢nou jamu byva zvykem prepisovat tento exponencialni tvar pomoci goniomet-
rickych funkei

1 = Ccos(kx) + Dsin(kz),

kde C = A+ B a D = i(A — B). Pokud bychom se nyni pokusili napojit tuto vlnovou
funkci v bodé z = 0 na konstantné nulovou funkci (feSeni pro z < 0), dostaneme:
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Obréazek 3.21: Pravouhld nekonecna potencidlova jama

e Pozadavek spojitosti v z = 0: 0=Crcos(0)+ Dsin(0) = 0=2C,
e Pozadavek hladkosti v z = 0: 0 = —Cksin(0) + Dk cos(0) = 0= Dk.

Je zfejmé, Ze tyto dvé rovnice soucasné splinuje pouze reseni C' = D = 0, ¢imz by se ale
hledand vlnova funkce stala identicky nulovou na celém svém definicnim oboru, a tedy
nenormovatelnou — vlastné bychom ji dale nemohli povazovat za vlnovou funkci. Abychom
dostali alespon néjaka feseni, slevime z obvyklych pozadavk® na vinovou funkci a v mistech
nekoneénych skoki potencidlni energie budeme vyzadovat pouze jeji spojitost. Sesivaci
podminky tedy dostanou podobu:

e Pozadavek spojitosti v o = 0: 0 = Ccos(0) + Dsin(0),
e Pozadavek spojitosti v oz = L: 0 = Ccos(kL) + Dsin(kL).

Z prvni rovnice primo dostavame C' = 0 a ze druhé rovnice plyne podminka
kL = nm, (3.13)

kde n je tzv. kvantové éislﬂ a z rovnice plyne, ze se musi jednat o celé ¢islo. Pokud si
ale uvédomime, ze pro n = 0 dostaneme konstantné nulovou funkci a funkce pro n a —n
se lis{ jen znaménkem, vidime, ze vSechny fyzikalné pripustné stavy popisuji vlnové funkce
pron = 1,2,3,.... Nalezena n-ta stacionarni funkce ma tvar:

nm

Y, = Dsin(kx) = Dsin <Lx> . (3.14)

Vyjadrenim k ze vztaht a a jejich naslednym porovnanim dostavame vztah pro
vlastni ¢isla hamiltonidanu, tj. experimentalné naméritelné hodnoty celkové energie E pro

1 Jako kvantové ¢islo & kvantova ¢isla budeme oznacovat jakdkoli &isla, kterd pouzijeme k ,oéislovani®
jednotlivych Feseni stacionarni Schréodingerovy rovnice.
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castici v nekonecné hluboké pravoihlé potencialové jameé:

[2mE  nm n?m2h?
h?2 L 2m L2

Kvantové cislo n pouzité jako index u energie znaci, které stacionarni vinové funkci dana
energie prislusi. Vidime, ze disledkem pozadavkii na spojitost a normovatelnost vlnové
funkce je kvantovani energie uvniti jamy. Povolené energie zaviseji kvadraticky na kvanto-
vém c¢isle, rozdily mezi energiemi se tedy postupné zvétsuji.

Nekonecna jama jako limita konecné, ale hodné hluboké jamy

Asi netreba zduraznovat, ze nekonecény skok je prakticky nerealizovatelny. Tento priklad
se tedy dopousti pomérné velkého zjednodusSeni. Dava ale prijatelné dobré vysledky pro
pripady, kdy je jama ,,velmi hluboka“, resp. zajimame se pouze o stavy s malymi energiemi
ve srovnani s potencidlni energii mimo jamu.

Prilisné zjednoduseni modelu povede i k nutnym tustupkim v pozadavcich na vinovou
funkci — konkrétné skutecnosti, Zze nepozadujeme hladkost vinové funkce v mistech s neko-
necnym skokem potencidlni energie, tj. na okrajich jamy. Opravnénost takového tstupku
lze zduvodnit tim, ze i presto dostaneme TeSeni, které dobre popisuje pripady blizici se
zvolenému modelu.

Pokud ale budeme nekonec¢nou jamu chapat jako limitni pripad konecné jamy, které bychom
zvétsovali hloubku, a provedeme stejny ,limitni prechod“ i ve vilnovych funkcich, dostaneme
presné tato feseni, ktera budou sice spojita, ale na okrajich jamy nebudou hladka. Pokud
budeme uvazovat, Ze mimo jamu mé potencidlni energie velikost V' a v jamé (tj. pro 0 <
xr < L) je nulova, ma vlnova funkce pro energie £ < V tvar (porovnej se str. :

o prox < 0: 1= Ae* kde a = \/W,
e pro0 <z < L: 1) = Ce* + De** kde k = |/2mE,

I
2m(V—F)
h? :

e prox > L: Ge™** kde a =

Pro V' — oo bude a — oo a hodnota vlnové funkce mimo jamu se tedy limitné blizi nule.
Rovnice které urcéuji povolené energie, se zméni na

kL o kL «
tan | — | = — = nebo —cot| — | =— = o0,
2 k 2 k
takze alespon jedna rovnice je splnéna pokud
kL T
— =n—_,
2 2’

coz je presné stejnd podminka, jakou jsme dostali jiz drive.
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Vypoctova iloha 3.3
Pro nalezené stacionarni vlnové funkce

Yn(x) = Dsin (%x) pro0 <z <L, tn(x) =0 pro z < 0 nebo L < x

urcete normovaci konstantu D.

Resent:
Funkei v, dosadime do normovaci podminky

o0 0 L nw 0o
1:/ ¢;¢ndx:/ 0dx+\D|2/ sin? (Lx> da:+/ 0da.
') ') 0 L

Druhou mocninu funkce sinus prepiseme pomoci dvojnasobného thlu:

1 L 2
1= —|D|2/ (1—(308 (mx)) dz.
2 0 L
Vypocet se tak rozpada na dva integraly, které snadno vyresime:
1 L L 2 1 L 2 L
1= §|D’2 (/O ldx —/0 COS <7ZT$>> der = §|D|2 <[ZB]€_ [2717‘(' sin <Z7T.CE)]O> .

Dosazenim integrac¢nich mezi zjistime, ze druhy ¢len v zavorce je nulovy. Vyjadiime D:

1 2
1=—|DPL = |D| =/=.
S5IPFL = Dl =4/

Pripomenme, Ze integracni konstantou miize byt v nasem pripadé libovolné komplexni
¢islo o velikosti \/% , takze presnéji bychom méli vysledek zapisovat ve tvaru

2 .
D= \/;em,ne]R.

Se znalosti normovaci konstanty tak miizeme zapsat findlni podobu stacionarnich vinovych
funkei 1), ¢astice v nekoneéné potencialové jamd a jejich energii F,,:

2 . /nmw n2m?h?
() = \Esm (Lx> o B 5 (3.15)

12Nadéle jiz nebudeme vypisovat, Ze vlnova funkce je mimo jamu konstantné nulovi. Podobné i veskeré
integraly pfi poéitani skaldrnich souc¢ini budeme poéitat jen v intervalu (0,L).
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Obréazek 3.22: Prvni ¢tyfi feseni stacionarni Schrodingerovy rovnice pro tzv. nekonecnou
pravouhlou jamu, vlnové funkce vlevo, hustoty pravdépodobnosti vpravo.

Reseni pro ¢tyfi nejmensi energie jsou znidzornény na obrazku m Ze vztahu a ob-
razku je patrné, Ze stav s nejnizsi ostrou hodnotou energie je sudy vici stredu jamy
a pak se stiidaji liché vlnové funkce (pro suda n) se sudymi vinovymi funkcemi (pro licha
n). Kvantové ¢islo n odpovidd poctu lokdlnich extrémi vinové funkce uvnitt jamy. Tyto
vlastnosti jsou tedy obdobné jako u konecné hluboké jamy.

Vypoctova tloha 3.4
Ovérte ortonormalitu baze tvorené vlastnimi funkcemi v, kde n = 0,1, 2...

ReSeni:

Ovéreni ortonormality baze provedeme tak, ze pro libovolna k,[ vypocitame skalarni
soucin (¢ | 1r). Pokud je baze ortonormalni, bude tento skalarni sou¢in roven jedné
pro k =1, resp. nule pro k #:

(Ur | ) = /_O:O Yy do = Z/{)L sin (Tx) sin (?m) dz.

S pomoci vztahu sin(a) sin(8) = 3 (cos(a—f3)— cos(a + ) pak dostavame:

(i | ) = / ( x—cos (k +Ll)”> dz. (3.16)

Pro k = [ dostavame integral ve tvaru:

1 2k 1 1
iy, | ) "= = / 1dx—|—L/ cos 20 dx:[x]OL—[

L L

L 2kme)"
2km L |,

(Druhy integral dal po dosazeni obou mezi nulu, protoze v argumentu funkce sinus je
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nasobek 7.) Pro k # [ integrujeme takto:

L
R 1 L (k=mz L . (k+D)mx
Wl = TGz “Groa o L .
Dosazenim integracnich mezi dostaneme rozdil dvou clent, které jsou oba nulové (v ar-

gumentech funkce sinus se vyskytuji celo¢iselné nasobky ):

=0.

k1 sin(m(k—1)) sin(w(k 4 1))
Wl i) = m(k=l)  w(k+1)

Ovérili jsme tedy podminky ortonormality vlastnich funkci pro nekonec¢nou potencia-
lovou jamu.

Ukol 3.9  Napiste vinovou funkei ¢astice v nekoneéné hluboké potenciglové jame,
kterd je v takovém stavu, ze pravdépodobnost naméreni energie E; je p(E;) = 50 %,
pravdépodobnost naméfeni energie E, je p(E3) = 20 % a energie E3 je p(F3) = 30%.
Je Teseni této tlohy jednoznacné?

Ukol 3.10 Napiste ¢asovy vyvoj vinové funkee pro ¢éstici ve stavu v, tj. ve staci-
onarnim stavu.

ZapiSte obecné Feseni nestacionarni (Casové) Schrodingerovy rovnice véetné jeho caso-
vého vyvoje.

Ukol 3.11  Céstice v nekonecné hluboké jamé byla v ¢ase t = 0 popsdna vlnovou

funketi
b= 1 ( . T L 27rx>
=\z sin 7 sin 7 )

Jaké energie mohu v case t = 0 namérit? Urcete i pravdépodobnosti naméreni jednot-
livych energii.

Urcete ¢asovy vyvoj této vinové funkce. Spocitejte hustotu pravdépodobnosti nalezeni
castice v case t = 0 i v néjakém obecném case ¢ > 0. Popiste jeji vyvoj v case.

Jaké energie a s jakou pravdépodobnosti mohu namétit v obecném case t > 07
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Reseni:
Hodnoty pottebnych sttednich hodnot jsou:

L A 1 1
T = — 2 = L2 (———)
<x>'¢)n 2 ) <.T >'¢"n 3 2”27'(-2 Y
R B2n2r2

Upravou nerovnosti vyse dostaneme:

3
n’m?>9 = n> "=,
T

coz je pro n > 1, které v feseni pro nekonecné hlubokou jamu predpokladame, splnéno
vzdy.
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Ndpovéda: Funkee ¥(x) lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vlastnich funkei ¢, (x) :

[e.9]

U(r) = Z cnn(2),

n=1

kde druha mocnina velikosti koeficienti ¢,, odpovida pravdépodobnosti nameéreni vlast-
niho ¢isla E,. Klicem k zodpovézeni obou otazek je tedy nalezeni koeficienti ¢,,, které
s vyuzitim ortonormality baze vlastnich funkei snadno ziskame jako:

Cn = (V[ ).

Reseni:
a) N =,/3
L5

b) Pro vypocet koeficienti ¢, pro rozklad obecné vinové funkce ¥ do staciondrnich
stavl vyuzijeme vztah uvedeny v napovédé tlohy:

Rl L 130 2 . /n7
cn = (V| 1y,) = [m Uy, da = /0 px(L—:c)\/;sm (La:) de =
V60 L L
=73 {L/O x sin (Tx) dx—/o 22 sin (n[jrx) dx} :
Integraly vyse vyresime (opakovanou) metodou per partes a dostavame:

L 2
/ x sin (mx) de = ——(-1)",
0 L

nmw

/OLxQSin (n;jx) dx:—lj(_l)n+ 2L3 (1)),

nm n33

Findlnimi dpravami nakonec ziskame:

2160

n3m3

n
Cp = [1—(=1)"].
Povsimnéte si, ze pro n sudé je ¢, = 0. Pro sudd n jsou staciondrni vlnové funkce liché
vici stredu jamy, proto neni prekvapivé, ze v rozvoji zadané funkce, ktera je suda, tyto
¢leny nejsou.
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Rozklad vinové funkce W(z) na soucet vlastnich vlnovych funkei ma tedy tvar:

W) = > 200

n=1

[1=(=1)"]n(2).

n3m3

c¢) Pravdépodobnost p,, naméreni vlastniho ¢isla E, je:

Pn = |Cn|2 =

Povsimnéte si, ze pro suda n jsou jak koeficienty c,, tak pravdépodobnosti naméreni
E,, nulové.

d) Pro zapsani ¢asového vyvoje musime vyuzit rozklad ¥ do stacionarnich vlnovych
funkci ¥, tj.

o) = 5 200 Ly \Esm G

373
n:lnﬂ-

3.8 Linearni harmonicky oscilator (LHO)

Resent tohoto problému je pomérné dlouhé, proto je rozdéleno do oddélenych a pojmenova-
nych casti.

1. Tvar potencialni energie.

Na nasledujicich strankach se budeme vénovat feseni stacionarni Schrodingerovy rovnice
pro obecnou jednorozmérnou potencidlni energii V' = V'(x) v okoli jejiho lokdlniho minima;
bod, ve kterém se minima nabyva, oznac¢ime a. Protoze predpokladame, ze potencidlni
energie je funkci spojitou a hladkou, lze ji v okoli bodu a rozvinout pomoci Taylorovy rady

1d? 1d3
V(z)=V(a)+ (i‘;(a)(x—a) + 2&(@)(9&—@)2 + fﬂ(a)(x—a):i + .. (3.17)
Nyni vyraz nékolika kroky zjednodusime:
e Volnost volby nulové hladiny potencidlni energie umoznuje polozit V' (a) = 0.
e Bez ijmy na obecnosti uvazujme a = 0 (jednd se o jednoduché posunuti souradnic).
e Protoze urc¢ujeme hodnotu derivace % v bodé, kde ma potencidlni energie lokalni mini-
mum, je tato derivace nulova.

e Nakonec se omezime pouze na rozvoj do druhého radu, tj. zanedbame cleny tretiho
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a vyssiho radu. Vyraz se témito kroky redukuje na:
1d%V

V(z) = =—(0) 2>

() = 55-5(0)

Dostali jsme tedy model potencialni energie, ktera kvadraticky zavisi na souradnici. Diky

své analogii s potencialni energii oscilatoru v klasické mechanice se tento model oznacuje

jako model linearniho harmonického oscilatoru (nékdy se také hovoii o parabolické
potencialové jémé).ﬁ

Vy¢islend druhé derivace v bodé x = a = 0 je konstantou, kterou oznacime analogicky
ke klasické mechanice mw?, kde m je hmotnost ¢astice a w parametr uréujici tvar jamy.
Vysledny tvar potencialni energie je tedy:

2. Dosazeni do Schrodingerovy rovnice.

Ziskany tvar potencialni energie nyni dosadime do staciondrni Schrédingerovy rovnice a tu
upravime:
Hy = Evy,
(T + V) = Ev,

2mdz? 2
d*p  mi? 2mE
4 72 Y = 72 Y. (3.18)

Ziskali jsme linearni diferencidlni rovnici druhého radu, ktera ale diky kvadratickému ¢lenu
nema konstantni koeficienty:.

3. Pfechod k bezrozmérné souradnici.

Pro dalsi feSeni ziskané rovnice prejdeme k bezrozmérné souradnici, tzv. charakteris-
tické délce &:
T
&= —, (3.19)

Zo
kde xg je vhodné zvolena konstanta. Abychom mohli v rovnici tuto substituci provést,
je treba nejdiive najit vztah mezi derivaci podle x a &:

dy(§) _ dy(§) dé(z) _ 1 dyp(§)
de — dé  dz oz dE

13PY¥ipomenime oviem, Ze obecné jde o rozvoj libovolné spojité a hladké potencidlni energie kolem jejiho
lokélniho minima.
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d2¢(f) _bd fde() 1 d [de(§)) dE(z) _1d*%()
da? zodr \ df ) zede \ d¢ de 2} de2

V bezrozmérné souradnici ¢ tak dostava nase rovnice podobu:

d2¢ m2w? QmE:EO
d£2 hg O§ 1/) =

Y. (3.20)

Pro zjednodusSeni rovnice zvolime hodnotu konstanty x:

h
2
= —. 3.21
Lo oo ( )
Soucasné oznacime jako e:
2b (3.22)
€= —. :
hw
Po dosazeni obou vztaht do a drobné tpravé ziskavame:
d*p

4. Asymptotické reseni.

Rovnice je stale rovnici, kterda nema snadno odhalitelné feseni, proto se ted zamérime
na hleddni jejtho asymptotického FeSeni, tj. TeSeni pro €2 > ¢, tedy pro velké hodnoty
soutadnice |z|. Zanedbdnim ¢lenu e viici £2 dostadvame rovnici:

>,
e Ev=0 (3.24)

= . : . & _& - .
Resenim této rovnice pro x — 400 je vinova funkce ¢ = Ae> + Be™ 2. Prvni ¢len ovSem

pro & — Z+oo diverguje a z pozadavkl na normovatelnost vlnové funkce je tedy nutné
povazovat ji' za nefyzikdlni — asymptotickym feSenim tak ztstava pouze vlnova funkce

€
¥ = Be™¥
5. Presné resSeni.

Vyse ziskané asymptotické feseni je voditkem k tomu, v jaké podobé hledat presné reseni
rovnice — budeme jej uvazovat ve tvaru:

(&) = u()e™ 7, (3.25)

2
14 Pozor, pokud bychom vinovou funkci ¢ = Be™ % dosadili do rovnice nedostaneme rovnost 0 = 0 tak,

S v PRIV . - e . . s
jak jsme pri dosazovani reseni zvykli, ale rovnici —Be™ = = 0. Pohybujeme se ovsem v asymptotickém

2
pifpadé & — oo, kde skuteénd lime_, o —Be™ T = 0.
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kde u = u(§) je zatim blize neurcené funkce modifikujici klesajici exponencidlu zejména pro
malé hodnoty &. Tento tvar feSeni dosadime do rovnice |3.23| a upravime. Pro zptehlednéni
zapisu nebudeme u veli¢in uvadét proménné a derivaci podle € budeme ted znacit ¢arkou:

= (=€) =0,

£ &2 ¢ &2 ¢ ¢
u'e” T —u'fem T —u'fem T —ue T +ulle T —(¥—c)ue” T = 0.

Pokud vydélime celou rovnici exponencidlou a provedeme dalsi jednoduché upravy zbylych

clentl, dostaneme:
u'—2u'§ + (e—1)u = 0. (3.26)

Tim jsme dostali rovnici pro nezndmou funkei u(§), tuto funkci budeme hledat pomoci
jejtho rozvoje do Taylorovy rady:

U= i a€. (3.27)
=0

Pro potieby dalsich vypocti si spocitame prvni a druhou derivaci funkce u podle &.

u' = (Z azgl) =D alg™ =3 apa(l+1)¢
1=0 =1 =0

u = (Z al+1 l+ 1 ) Zal+1 l + 1)l€l ! ial+2(l + 2)(l + 1)§l

1=0 1=0
Oba vzniklé vyrazy dosadime do rovnice [3.26}

i (a2l +2) (1 + 1) =2ar. (1 + DT + (e=)as') = 0. (3.28)

=0

Abychom dostali ve vSech ¢lenech vyrazu [3.28 stejnou mocninu u £, posuneme v prostred-
nim ¢lenu séitaci index: (I 4+ 1) — . Clen se tim nijak nezméni, nebot v ném takto ptibude
jen nulovy séitanec 2aq-0-£°. Sumu pak lze zjednodusit:

S a2 (1 +2)(1+ 1) —2al + (e—1)a)) € = 0.
1=0
Aby byla tato podminka splnéna pro vsechna &, musi byt vyraz v hranaté zavorce nulovy

ve vSech ¢lenech (tj. pro vSechny [), coz vede na rekurentni vztah mezi koeficienty a;:

20—+ 1

ajy2 = alm. (329)
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6. Diskuze rekurentniho vztahu pro koeficienty Taylorovy rady funkce u(¢).

Je ziejmé, Zze pro uplné zadani funkce u(§) je tfeba zadat hodnoty koeficientu ag a as,
coz odpovida dvéma integracnim konstantam, které by obecné Teseni linearni diferencidlni
rovnice druhého fadu mélo mit. Ukazuje se ale, ze volba ag a a; zcela neomezend neni —
projdeme nyni ¢tyi mozné pripady:

» Volba ay = 0Aa; = 0 neni mozné, nebot vSechny koeficienty v fadé[3.27 by byly nulové
a ziskali bychom tak konstantné nulovou vinovou funkci, coz odporuje pozadavku jeji
normovatelnosti.

« Volbou ay = 1,a; = 0 dostdvame vlnovou funkei 1 = (), ktera fesi Schrodingerovu
rovnici [3.23] Tato vlnova funkce je suda, nebof v radé zistanou nenulové pouze
¢leny se sudymi exponenty &.

e Podobné obracenou volbou ay = 0,a; = 1 dostavame jako feseni lichou vlnovou
funkci ¢ = (), protoze v radé zistanou nenulové koeficienty pouze u ¢lent s
lichymi exponenty &.

« Volba ay # 0Aa; # 0 by vedla na obecnou funkei (ani lichou, ani sudou), ale v dalsim
odstavci se ukaze, ze také neni mozna.

7. Pozadavek konec¢nosti Taylorovy rady.

Problém fady s koeficienty danymi vztahem je v tom, Ze pokud je tato rada

2
nekonetn, chova se pro | — oo jako funkce e¢*. Tim je podle vztahu 3.25¢ (€) = e =
2

e%, coz je funkce, ktera neni normovatelna, a tudiz nemuze byt vlnovou funkci. Nezbyva
tedy, nez zajistit, aby rada meéla nenulovy pouze konecny pocet ¢lenti, coz je splnéno,
pokud pro urcité [ = n bude platit:

o =0=ce=2n+1, n=0,1,2,.. (3.30)

Vzhledem k tvaru rekurentniho vztahu 1ze volbou energie E (respektive jeji bezroz-
mérné varianty ¢) ukoncit rozvoj bud pouze sudych, nebo pouze lichych ¢élenu fady
Z toho plyne, ze pokud volbou energie ,zastavime rekurzi® sudych clent, je tfeba polozit
vsechny liché koeficienty nule volbou a; = 0, a naopak. To je také divod, pro¢ neni mozné
soucasné volit koeficienty ag # 0 A a; # 0, jak jiz bylo uvedené vyse.

Pozndmka — dikaz divergence nekonecné rady

Vyse je bez dikazu tvrzeno, ze v pripadé, kdy je funkce u(¢) vyjadiena jako nekonecnd
v ’ . e v - 2 - . ’

fada, chova se asymptoticky stejné jako funkce e*". Pojdme si to dokdzat.
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Nejprve naleznéme rozvoj této funkce do rady. Vyjdeme ze zndmého rozvoje exponencialy
=1
x k
e’ = — ",
> Lo
k=0 """
kam dosadime z = £2? a dostaneme
5 [e.@] 1 [e.9]
& = 2k 2k
k=0 """ k=0

Pro posouzeni asymptotického chovani spoc¢téme podil dvou sousednich nenulovych koefi-
cientli rozvoje

1
bokta _ ) _ 1 1
b L k+1 k

Jesté uvazime, ze index k jsme pouzili pro s¢itani jen pres sudé ¢leny rozvoje a v poslednim

vztahu dosadime [ = 2k
brio 2
R % —

by I

Stejny podil spocitdme i pro funkei u(&)

apro 20+ 1—c¢ _>g
o  (+D)(1+2) U

Vidime, ze koeficienty rozvoje ,s velkymi indexy“ se chovaji u obou funkei totozné, funkce
tedy maji stejné chovani pro velké hodnoty &.

8. Kvantovaci podminka.

Zasadnim vysledkem predchazejicich vypoc¢tl je podminka konec¢nosti Taylorovy rady fun-
kece u(§), kterd je ddna vztahem Za € nyni dosadime ze substituce a dostavame:

2K

Energie E zjevné zavisi pouze na volbé ¢isla n, coz zdiraznime preznacenim E — E,,,
a zapiseme finalni vztah pro nalezena vlastni Cisla energie:

1
En:hw<n+§) n=20,1,2,... (3.31)

Stoji za povSimnuti, Ze energetické spektrum dané vztahem je ekvidistantni

En+1—En - FLOJ
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1 1

Yo 1

05 \ : 05 /\
\ AVA
A 2x

Xy

1 -1

Obrézek 3.23: Stacionarni vinové funkce harmonického oscildtoru pro Sest nejnizsich povo-
lenych energii. Suda reseni jsou vlevo, licha vpravo.

Energie zakladniho staqu (n = 0) byva nékdy oznacovana jako energie nulovych kmitu
a je nenulova: Fy = %hw Uvédomte si, zZe pri nulové energii bychom znali presné¢ hybnost
¢astice (musela by byt nulovd) a také bychom znali jeji polohu s kone¢nou neuréitosti, ¢imz
by byl souc¢in neurcitosti polohy a hybnosti nulovy a porusili bychom Heisenbergovu relaci
neurcitosti. Nazev nulové kmity odkazuje na vyuziti modelu LHO k modelovani kmitt
¢astic v krystalické mfizce, protoze do zakladniho stavu se dostanou vSechny ¢astice pri
teploté T'= 0K, tj. jedna se o ,kmity*“, které probihaji i pii nulové teploté.

9. Stacionarni vlnové funkce.

Vlastnim ¢islim energie F, danym podminkou [3.31] prislusi podle vztahu vlastni

(stacionarni) vlnové funkce:
52

Yy = un(£)€_7- (3.32)

Polynomy u,(§) vzniklé pro dané n omezenim tady se nazyvaji Hermitovy poly-
nomy stupné n, oznacuji se H,(§) a plati pro né napiiklad vztah:

H,(§) = (—1)”652£ (7). (3.33)

Stacionarni vlnova funkce 1, ma potom tvar

Unl6) = ———— H ()%, n=0,12,. (3.34)

\/2rnly/T
kde normovaci konstantu muzeme oznacit jako A, a jeji hodnotu jsme zde uvedli bez
vypoctu:

1
Ay = (3.35)

\/2rnly/T

1574kladni stav je stav s nejmensi moznou energif.
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Pokud prejdeme zpét k proménné x (pomoci substituce [3.19)), ziskdme finalni tvar sta-
cionarnich vlnovych funkci pro linedrni harmonicky oscilator:

1 1 T\ iy
Un(z) = H, () e >, n=0,12,.. (3.36)
\/2mnly/m vV To Zo

Povsimnéme si, ze pouzitim substituce se zménila normovaci konstanta o ¢len obsahujici

xo (viz vztah [3.21)).

Tvary vinovych funkei pro nejnizsi energie zachycuje obrazek [3.23] Povsimnéte si, Ze se
opét stiidaji suda a licha feseni a ze pocet lokalnich extrémi vinové funkce opét odpovida
poradi vlnové funkce (diky tomu, Ze jsme se rozhodli vlnové funkce ¢islovat od nuly, je
tentokrat pocet lokalnich extrému vlnové funkce roven n + 1).

Ukol 3.12 Dosazenim do vztahu dokazte, ze pron = 0, 1, 2, 3,4 maji Hermitovy
polynomy nésledujici tvary:

a) Ho(§) =1, b) Hi(€) = 2¢,
c) Hy(§) = 4£°-2, d) Hs(§) = 8¢°—12¢,
e) Hy(§) = 1664—48¢€2% + 12.

Zkontrolujte, ze pro suda n dostavate sudé funkce, pro licha n funkce liché.

Ukol 3.13

A. Napiste vlnovou funkei odpovidajici ¢astici v zakladnim stavu linearntho harmonic-
kého oscildtoru. Vyjdéte ze vztahu [3.36]

B. Napiste ¢asovy vyvoj vinové funkce pro ¢astici v zakladnim stavu .
C. Napiste ¢asovy vyvoj vinové funkce pro ¢astici ve stavu 1.

D. Zapiste obecné feSeni nestacionarni (¢asové) Schrodingerovy rovnice pro linedarni
harmonicky oscilator.

ReSeni:
A. Vlnova funkce popisujici zékladni stav (v case t = 0):

Yo(z) = e *o.
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B. Vlnova funkce popisujici zakladni stav v obecném case t:

2

1 =2

212 —%iwt
ZEO\/_

@Z)()(ZE,ZS) =

e oe

=)

C. Vlnova funkce popisujici n-ty stav v obecném case t:

s t
’l/jn(l‘7t) 23”%@ T o—

1 1 T\ -
i (2):
2nnly/m vV To To

2
_ 1 o, (ﬁ) o 202 g—iwt(nt3)
2”71'\/% o Lo

D. Obecné Teseni nestacionarni Schrodingerovy rovnice

i 1 -5 & 1 TN sl
\I’({L',t) = Cn¢n($7t) = —e ™ Cn——=H, () e_Mt(TH_E), ¢, € C.
2 V' To nz:%) \/2rnly/T Lo

n=0

Ukol 3.14  Ukazte kolmost vlastnich funkei ¢y a ;.

Vypoctova tloha 3.7
Pro zakladni stav ¢astice v LHO ovérte relaci neurcéitosti.

ReSeni:
Potiebné sttedni hodnoty jsou:
<j>wo = <ﬁ>¢o =0

A x2 h N h? 1
<$2>wo == <p2>¢0 = smhw.

2 2mw’
Dosazenim do relaci neuréitosti dostaneme

0xdp = \| m——\/ zmhw =

h 1 E
2mw \ 2 2
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Vidime, ze zékladni stav LHO splnuje relace neurcitosti s rovnosti, tj. ,vyuzije beze
zbytku limit v presnosti toho, jak mtizeme znat polohu a hybnost“.

3.9 Volna castice, reseni ve tvaru vlnového klubka

Bude doplnéno

3.10 Separace proménnych — prevod vicerozmeérnych
uloh na jednorozmeérné

Uvazujme ted pripad, kdy se ¢astice pohybuje ve dvoudimenzionalnim prostoru a jeji casove
nezavisly hamiltonian ma specialni tvar, a to takovy, ze se da napsat jako soucet dvou ¢asti,
z nichz kazda zavisi jen na jedné soutradnici

H(zy) = H,(z) + Hy(y).

To znamena, ze souradnice se daji v hamiltonidnu oddélit = separovat, a proto se tento
tvar nazyva separovany.
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Ukol 3.15 Ukaite, 7e hamiltonidn volné astice, kterd se pohybuje ve dvoudimen-
zionalnim prostoru, je separovatelny.

Diskutujte, zda lze za separovatelny problém povazovat i ¢astici ve dvoudimonezionalni
potencialové jamé tvaru obdélniku nebo kruhu. Muzete rozlisit koneéné hlubokou a
nekonec¢né hlubokou jamu.

Nebudeme ted hledat zcela obecné feseni, ale pouze feseni v takovém tvaru, které je sou-
¢inem funkce zavislé jen na jedné souradnici a funkce zavislé na druhé souradnici, tj.

(ry) = X (@)Y (y).
Dosadme tuto vlnovou funkci do stacionarni Schrodingerovy rovnice
Hy=Eyp = (H, + H)XY = EXY,

kde jsme pro prehlednost vynechali proménné. Levou stranu roznasobime a funkce, na
kterou prislusna cast hamiltonianu neptisobi, tj. jsou vici nému jako konstanta, vytkneme
pred operator.

YA, X + XH,Y = EXY.

Celou rovnici vydélime vinovou funkeci XY

H.X H)Y
=F
X + Y
a druhy clen na levou prevedeme na pravou stranu
H,Xx my
- F-
X Y

Vidime, ze leva strana rovnice zavisi pouze na souradnici x a prava strana rovnice zavisi jen
na soutadnici y. S tim jsme se jiz v potkali v kapitole [2.4.2| a vime, ze v takovém pripadé
se obé strany rovnice rovnaji konstanté. Tuto konstantu zde oznac¢ime F,. Dostavame tedy

%f:@ = H.X = E, X,

coz je vlastné stacionarni Schrodingerova rovnice pro jednodimenzionalni funkci X s pri-
slusnou ¢4sti hamiltoninu. Uplné stejnou Gvahu mizeme udélat i s lenem zévislym na y a
dostali bychom

H)Y = E,Y,
kde mezi konstantami plati

E=LE,+FE,.

Vidime, ze pokud je hamiltonian dvoudimenzionalniho problému separovatelny, potom
lze vyresit jednodimeziondlni staciondrni Schrodingerovu rovnici pro kazdou ze sourad-
nic zvlast. Celkova energie je potom souctem energii jednodimenzionalnich problému a
vlnova funkce souc¢inem feseni obou dil¢ich rovnic.
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Ukol 3.16  Zobecnéte predchozi piipad pro pohyb &stice ve tfech dimenzich.

V tkolu [15] jsme zjistili, Zze volna c¢astice je separovatelnd. Pojdme se ted podivat na jiny
pripad, a to vicedimenzionalni harmonicky oscilator. Nejprve ho uvazujme klasicky. Pro
oscilator plati, ze potencialni energie je imérna druhé mocniné vzdalenosti od rovnovazné
polohy, tj.

1 1
V(zy) = QmWQ(xQ +4%), resp.V(x,y,2) = §mw2(f2 + 97 + 22).

Jak si takovy systém predstavit? Dvourozmérny pohyb Ize jako model vzit kulicku, ktera se
kutdli v misce parabolického tvaru. Druhd moznost je docilit takového pohybu pomoci dvou
nebo ti{ dvojic navzajem kolmych pruzin (viz obrazek), kde pfi malych vychylkach také
muzeme uvazovat, ze jsou pruziny na sobé nezavislé a jejich energie pruznosti staci secist.
Tento model je velmi dilezity, protoze pomoci harmonického kmitani v okoli rovnovaznych
poloh se modeluje i pohyb atomii v krystalu.

Sestavme pro dvoudimenzionalni pohyb Hamiltontiv operator

dosadme za soutadnice a slozky hybnosti jejich operatory

h? ( 0? 0?

g-_ (o,
8x2+8y2

1
% > + §mw2(x2 + y2),

preusporadame cleny
o0* 1 2o 1
= (— — + mw?z?) + <— —— + mw2y2> .

Vidime, ze se hamiltonian da napsat jako soucet ¢asti, kterd zavisi jen na souradnici x,
a cast, kterd zavisi jen souradnici y, je tedy separovatelny. V pripadé tiidimenzionalniho
oscilatoru je vypocet zcela obdobny.
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Reseni tikolt z kapitoly

ReSeni 3.@ Vijsledek: Piesné §, tj. cca 11,1%.

ReSeni 3 Vijsledek: Pro hmotnost « Castice m = 6,64-107%7 kg =3,73 GeV/c?
dostavame dosazenim do vztahu pravdépodobnost opusténi jadra (resp. koeficient pru-
chodu T') priblizné 61,5 %.

ReSeni 3 Vijsledek: Pokud budeme pro velké x uvazovat sinh x s e” /2, dostaneme
pravdépodobnost:

0,02 0,02
pde R = 4.10" 7 logwe 4.0~ 82410%

Tato pravdépodobnost je nepredstavitelné mala — v pripadé makroskopickych objekti se
kvantové-mechanické jevy neprojevuji.

Reseni 3.@ Resenim je jakkakoliv funkce tvaru:

2 . (Tx . (27mx . (37
U(x) = I (01 sin (L) + ¢y 8in (L) + ¢38in (L)) ,

kde ¢, ¢z, c3 € C jsou takové konstanty, Ze |[c1]? = 0,5 A |ca|? = 0,2 A |e3|* = 0,3.
Reseni 3 Casovy vyvoj stacionarni vinové funkce je
2 . nm Ent 2 . nm ih nzﬂ'zt
(T t) =/ =sin | —x | e =4|/—=sin|—x|e 2mL2",
o) = o () 5 = [Fon ()

Obecné Teseni pro nestacionarni Schrodingerovu rovnici ma tvar

- 2~ L (DTN gpniey
U(zt) = cpibp(xt) = T > " ¢, sin (Lx> e"emi?t ¢, € C.
n=1 n=1

Reseni S.E]
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Reseni 3

Ovéreni kolmosti obou funkei je ekvivalentni ovéfeni rovnosti (¢ | 11) = 0. Tento skaldrni
soucin bude mit tvar:

Po vytknuti konstant dostaneme:

2 (oo -2
<¢0|¢1>=x§/\;%/ooa:e 25 = ()

Nulovost integralu snadno odhalime bez pocitani — integrujeme lichou funkci pres symet-
ricky interval, integraci tedy vznikne funkce suda a hodnoty ziskané z ni dosazenim inte-
gracnich mezi se odectou. Funkce 1y a 17 jsou na sebe tedy kolmé.




