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Hamiltonovy rovnice

Dosud jsme pro feseni pohybu soustav hmotnych bodl pouZivali Lagrangeovy rovnice druhého
druhu. Bylo jich vZdy tolik, kolik mél problém stuprili volnosti. V této kapitole odvodime rovnice, jichz
bude dvakrat tolik, ale zato puljde o rovnice prvniho fadu. Seznamime se také s pojmy, které jsou
dualezité v dalsich partiich fyziky: hamiltonidn v kvantové fyzice a fdzovy prostor ve statistické fyzice. A
také trochu ,nakoukneme pod poklicku” zakonm zachovani. Pfi tom vSem budeme hodné pracovat
s hybnostmi — ne ale s ,,obycejnymi“, tedy muv , ale se zobecnénymi hybnosti.

Zobecnéné hybnosti

V kapitole 2 jsme pro popis polohy soustavy hmotnych bodU zavedli zobecnéné souradnice q;; jejich
¢asovymi derivacemi byly zobecnéné rychlosti c'[]. .V analogii s tim, co zndme ze stfedoskolské fyziky a

z Uvodniho kurzu mechaniky, by se mohlo zdat, Ze hybnosti zavedeme néjak jako mgq, . Ukazuje se

vsak, Zze mnohem vhodnéjsi je zavést zobecnéné hybnosti jako

_aL

b, = a ) (7.1)

kde L je lagrangian a q}. zobecnénd rychlost. Rikdme, 7e jde o zobecnénou hybnost sdruzenou?

s pfislusnou zobecnénou soufadnici g, .

Nékdy mlze byt zobecnénd hybnost slozkou normalniho vektoru hybnosti, jak ho bézné uzivame.
Napfiklad pro jeden hmotny bod (jehoZ potencidlni energie je V =V (F)=V(X,y,2) ) je

L=T-V=T =%m()'(2 + 9+ z'z)—V(x,y,z) , takie zobecnéna hybnost sdruzend se soufadnici x

oL d
(oznatimeji p )je p, = — = —(imx*) = mx.
P P ox d)'((2 )
Jindy ale nemusi mit zobecnéna hybnost viibec rozmér hybnosti, jak jsme na
né zvykli (tedy vjednotkdach kg-m/s). Naptiklad pfi pohybu m
hmotného bodu po kruznici (viz obrazek) je? Lz%m(rgb)z—V(r), takze r
A
_8L_d 1 2.2\ _ 2 . awve ;. 2
P,=—=7= —,(ng Q ) =mr-¢p . Tato veli¢ina ma jednotku kg-m</s,
op do

takZe rozhodné nema rozmér hybnosti. Ma ale rozmér momentu hybnosti —
a kdy? se na ni blize podédvame, vidime, Ze opravdu jde o moment hybnosti”.

'To by ale nemuselo jit tak jednoduse, jak jsme to zde napsali. Co kdyby zobecnéna souradnice byla rozdilem
souradnic dvou rizné hmotnych bodl nebo néjakou jesté sloZitéjsi kombinaci — jakou hmotnosti bychom ji pak
nasobili?

2 Resp. kanonicky sdruZenou, k tomuto nazvoslovi se jesté vratime dale.

* Potencialni energii bereme zavislou jen na vzdalenosti od pocatku (kde predpokladame silové centrum),
zobecnéna hybnost p, by ale byla stejna, i kdyby potencidlni energie mél jiny tvar, napfiklad kdyby 3lo o
homogenni gravitacni pole. (Rozmyslete si, proc je tomu tak.)

4 Resp. slozku momentu hybnosti do sméru kolmého na rovinu, v niz se bod pohybuje. p, je soucinem ramene

I a hybnosti m(r(p) na toto rameno kolmé.
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Mala odbocka: zakony zachovani (a zminka o teorému Noetherové)

Z Lagrangeovych rovnice druhého druhu,

dyob ) oL, (7.2)
dt | oq, oq;
plyne po dosazeni (7.1) pro zobecnéné hybnosti
dp. L
o, _ oL 73
dt oq;

Dulezity pfipad nastavd, pokud lagrangian na nékteré zobecnéné soufadnici nezavisi, tedy kdy? je
oL dp;

6_ = 0. (Takovéto souradnici fikdame cyklickd.) Potom z (7.3) plyne d_ = 0, takze p; =konst.
q; t

To znamena, e ptisluna zobecnéna hybnost se zachovava.’

Priklad 1 (Sikmy vrh):

Lagrangian pro pohyb hmotného bodu v homogennim tihovém poli (viz obrazek) la /

eL=T-V = %m(kz + j° +z'2) — mgz . Lagrangidn nezavisi na soufadnicich x

a y.°To znamend, 7e pfisluiné zobecnéné hybnosti p, =mx a p,=my se

zachovavaji.” Jde o kartézské slozky , obycejného” vektoru hybnosti.

Priklad 2 (pohyb v poli centralni sily):

@
Pohyb hmotného bodu v poli nehybného silového centra je charakterizovan ;
lagrangianem [ = %m(f‘2+r2(/)2)—V(r) . ® Vidime, 7e L nezavisi na ¢ LG
(soufadnice @ je cyklickd). To znamend, Ze se zachovavd zobecnénd hybnost M

p,= % = mr’g . Jak ui vime z kapitoly 5, jde o slozku momentu hybnosti. °

Vsimnéme si na uvedenych prikladech jesté jedné véci:

V prvnim pfikladé se situace nezméni, pokud se posuneme ve sméru osy x nebo y. (KdyZ hodime
micek z néjakého mista a pak z mista o 3 metry ddle ve sméru osy x, leti vidy stejné; stejny je také
lagrangian, pokud zaménime x za x + Ax.) MGZeme fici, Ze situace je symetricka viéi posunuti.™

> Jinymi slovy bychom mohli fici, Ze zobecnéna hybnost sdruzena s cyklickou soufadnici je integralem pohybu.
(Rozmyslete si vyznam vSech termint v této vété a toho, co Fika, aby pro vas nebyla jen zméti slov...)

6 Tedy soufadnice x a y jsou cyklické.

7 Fyzikalné je to jasné: ve vodorovnych smérech neplisobi Zadna sila, tedy nic neméni vodorovné slozky
hybnosti.

® Srovnejte (5.16). Potencidlni energie bodu V(r) zavisi jen na vzdalenosti od silového centra.

’ Opét je to fyzikadlné jasné: sila mifi do centra, jeji moment je tudiz nulovy a moment hybnosti se zachovava.

10 Pojem symetrie zde uzivdme v matematickém smyslu. Volné feceno, kdyZ je néco symetrické vici néjaké
operaci resp. transformaci (zrcadleni, otoceni v roviné kolem bodu, tfeba o 60° otoceni kolem pfimky, ...) tak se
to pti dané operaci neméni. BéZné jsme zvykli mluvit o zrcadlové symetrii, za symetricky vici otoceni o pevny
Uhel oznacime treba Sestiuhelnik - ale posunuti je také symetrii. Pfikladem mohou byt dvé rovnobézky, kdyz se
posuneme v jejich sméru, vse zlstane, jak bylo.
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V druhém prikladé zlstane vse stejné pfi pootoceni kolem silového centra o libovolny Uhel. (Sila stale
sméfuje do centra, druZice poleti stejné, pokud ji stejné vypustite z Ekvadoru nebo libovolného
jiného mista na rovniku; také lagrangian zlstava stejny pfi zaméné ¢ za @+ Ag@.) Situace je
symetricka vuéi otoceni.

Co je obéma prikladim spoleéné? V obou existuje néjakd symetrie, v obou se néjakd veli¢ina

zachovava. Nejen v teoretické mechanice, ale i v dalSich partiich fyziky se ukazuje, Ze tohle je velice
obecny princip:

Symetrie souvisi se zakony zachovani.

Toto tvrzeni je obsahem slavného teorému Noetherové.'' ' Obecné se souvislost symetrie a zakon(
zachovani povaZuje za jeden z nejhlubsich vysledkd teoretické fyziky.
V ptikladech vyse jsme to jen naznacili, ale obecné plati:

e Se symetrii vici posunuti, tedy s homogenitou prostoru, souvisi zakon zachovani hybnosti.

o Se symetrii vUci otoceni, tedy s izotropii prostoru, souvisi zakon zachovani momentu hybnosti.

e Se symetrii vi&i posunu v ¢ase, tedy s homogenitou €asu, souvisi zakon zachovani energie. ™

| dal$i zakony zachovani ve fyzice souvisi se symetriemi, byt ne tak zjevnymi, jako ve vySe uvedenych
pfipadech.

Bylo by jisté zajimavé pokracovat po nasi odbocce o zakonech zachovani; pojdme se ale vratit zpét na
cestu, kterd nas dovede k Hamiltonovym rovnicim.

Hamiltonian

Lagrangian, jak jsme poznali uz dfive, je funkci zobecnénych souradnic, zobecnénych rychlosti a mlze
pfipadné explicite zaviset na Case:

L=1L(q,q,t). (7.4)

V hamiltonovském formalismu budeme misto se zobecnénymi rychlostmi pracovat se zobecnénymi
hybnostmi. Veli¢iny, s nimiz budeme dale pracovat, tedy budou funkcemi zobecnénych souradnic q;

zobecnénych hybnosti p;a ptipadné explicite i ¢asu t.

Jak od lagrangianu prejit k né¢emu, co bude zaviset na q;,p;at ? Ukazuje se, Ze to Ize predpisem™

H = zp]q] -L.» (7.5)
J

Veli¢inu H nazyvame Hamiltonova funkce nebo kratce hamiltonidn.

" Ten je ovsem formulovan sofistikovanéji a matematicky exaktné, zde se ho jen zlehka dotykame.

2 Emy Noetherova byla némecka matematicka, zacka Davida Hilberta.

B Tento pripad se v nasich prikladech neobjevil, z¢asti se ho v této kapitole dotkneme dale.

" Obecné jde o tzv. Legendrovu transformaci. 'zpomerite si na ni, az budete v termodynamice podobné
prechazet mezi termodynamickymi potencialy, naptiklad od vnitfni energie k volné energii, od vnitini energie
k entalpii nebo od volné energie (i od entalpie) ke Gibbsové funkci.(To jsou nazvy, coz? Vidite, jak to mame

v teoretické mechanice jednoduché, kdyz jenom pfechéazime od lagrangianu k hamiltonianu. ©)

B sgjtame pfitom pres vSechny stupné volnosti, j = 1, ..., ; tento rozsah uZ dale vétSinou nebudeme vypisovat.
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Jak pozndame, Ze hamiltonidn (7.5) zavisi na zobecnénych hybnostech a ne na zobecnénych
rychlostech? Zjistime to z totélniho diferencidlu vyrazu (7.5).* Je

dH :d(ijqj—Lj:Zd(quj)—dL. (7.6)
J J

Totdlni diferencial soucinu je d(quj) =(dpj)c'1j+pj dq,. Totalni diferencial lagrangianu (7.4) je
dL =) (0L/éq,)dq, +Y (0L/8q, )dq, +(OL/ot )dt . Dosazeni do (7.6) da
J J

J

. . ;) oL . | oL
dH =Zd(p].qj)—dL =y (qj dp, +p,dd, —adqj —gdqjj—gdt =
J J J
. (77)

oL oL
=> q.dp.——dq}——dt
- [ j Ul oq, j ot

kde jsme wyuzili toho, Ze 8L/8qj:pj, viz (7.1). V diferencidlu hamiltonidanu se vyskytuji jen
diferencialy dq]., dpj a dt, takie jsme dokazali, 7e hamiltonian je opravdu funkci zobecnénych

proménnych, zobecnénych hybnosti a pfipadné ¢asu:

H=H(qj,pj,t) . (7.8)

Hamiltonovy kanonické rovnice

Pojdme jesté zlstat u totalnich diferencidll. Ze vztahu (7.8) miZeme napsat totalni diferencial
hamiltonidnu pfimo jako

OH OH oH
dH = Y| S5dg, + —dp, | + “-dt. (7.9)
7\ 0q; op; ot

Totalni diferencial hamiltonidnu jsme ale vySe uz spocetli z definicniho vztahu (7.5), vysledkem byl

(7.7). V ném vyjadfime 8L/8q]. pomoci Lagrangeovych rovnic 2. druhu (7.2)"; znich je

oL d| oL dp, . Dost
_—— | — | = —X = .. bostaneme
dq; dt| oq, dt &

J

. . OL
dH:Z(—pjdqj +qjdpj)—2—tdt . (7.10)

Vztahy (7.9) a (7.10) ovéem uruji tenty? totdlni diferencial.”® To znamend, 7e ¢&lenu u stejnych

diferenciall dq}., dp]. se v obou vyrazech musi rovnat™. Musi tedy platit:

16 Obecné to, na ¢em zavisi funkce, mlZeme poznat z jejiho totdlniho diferencidlu. Napfiklad pro funkci dvou
proménnych je df = Z_{(dx+ %dy- Vidime, Ze v df se vyskytuji diferencialy dx a dy proménnych x a y. Je tedy
jasné, ze jde o funkci proménnych xay, f= f(x,y), a nikoli tfeba proménné z (diferencial dz se v diferencialu
df nevyskytuje).

Y Tohle je hrozné dulezity krok — do nasich Gvah zde zahrnujeme pohybové rovnice!

' Jde o diferencial stejné funkce H.
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J aqj
. j=1..r (7.11)
g - o
J apj

A pravé tohle u? jsou kyZené Hamiltonovy kanonické rovnice.” Je jich 2r, tedy dvakrat vic nez
stupnd volnosti resp. nez Lagrangeovych rovnic druhého druhu. Jde o obycejné diferencidlni rovnice
prvniho Fddu, navic ,rozie$ené vzhledem k derivacim®.?* Hamiltonovy rovnice tedy p¥imo udavaji

rychlost zmény proménnych q;ap;-
Pfi pohledu na Hamiltonovy rovnice nas mlze zaujmout, jak ,symetricky” v nich vystupuji zobecnéné
souradnice q; a zobecnéné hybnosti p;- Mohlo by nas to pfivést k myslence, jestli ndhodou nejsou

tyto veliciny vlastné rovnoprdvné, a zda je viechny (vSech 2r) nevzit jako soufadnice popisujici pohyb
soustavy hmotnych bodu. K této myslence se jesté vratime, nejdfive si vSsak Hamiltonovy rovnice a
jejich feseni budeme ilustrovat na dvou ptikladech.

Priklad: vrh svisly vzhiiru

Vybereme si priklad co nejjednodussi, jehoZ reSeni samoziejmé zname: vrh svisly vzhUru, X
viz obrazek. Lagrangian naseho problému je v
L=T-V=imx*-mgx, (7.12) l‘g
zobecnénou souradnici je svisla souradnice x. S ni sdruZzena zobecnéna hybnost je m
oL .
p,=—=mx. (7.13)
ox
Hamiltonian naseho problému ur¢ime z (7.5) jako
H=pq —-L=px—-L= px)'(—(%mi(z—mgx). (7.14)

Ted ale prijde dllezity moment: V hamiltonianu nesmi zdstat zobecnénd rychlost x | Musime ji
vyjadfit ze (7.13) jako x :px/m; po dosazeni do (7.14) pak dostaneme

2 2
H:pXX—L:pX&— ﬁm(p) -mgx :p—"+mgx. (7.15)
m m 2m
. . Y . . . , L OoH
Derivace, které budeme potfebovat na pravych stranach Hamiltonovych rovnic, jsou —=mg a
ox
OH p . . o e
8_ ==X, Hamiltonovy rovnice popisujici vrh svisly vzhiru jsou
Py

% Cleny u dt také, k tém se jeité vratime.

2% Kratce jen Hamiltonovy rovnice. Celému formalismu se fika hamiltonovsky formalismus nebo také

kanonicky formalismus. Termin ,kanonicky“ podle Slovniku cizich slov znamena ,vztahujici se ke kdnonu“ nebo
»Chovajici se podle kanonu”. (To je pékné nazorné vysvétleni, coz?) ,Kanon“ slovnik vyklada jako ,pravidlo”,
»soubor zasad” a pfipomina také , kanonické cirkevni pravo®. Vcelku si asi tedy predstavime néco ,,co by se dalo
tesat do kamene”. Je vidét, Ze fyzikové, kteti formalismus takto nazvali, ho zjevné chovali ve zna¢né vaznosti.

2t Vyrazy na pravé strané rovnic (7.11) jsou funkcemi q,2p;- Jediné derivace podle c¢asu (tedy podle nezavisle

proménné) jsou na levé strané Hamiltonovych rovnic.
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5 o OH o
g x ap,’
a konkrétné po dosazeni derivaci hamiltonidnu
d
Py _ ~mg
dt
(7.16)
dx p,
dt m

Chceme-li, mGZeme rovnice (7.16) vyresit: Integraci prvni rovnice podle ¢asu okamZité dostavame
p, =—-mgt+p,, po dosazeni do druhé rovnice pak integraci dostaneme x =—1 gt +(p0/m)t+x0,
tedy vyraz, o némz vime, Ze popisuje casovou zavislost vysky hmotného bodu pfi svislém vrhu.

Problém jsme tedy vyresili spravné. © *

Samoziejmé, na takto jednoduchém prikladu je uZivani Hamiltonovych rovnic jen zbytecnou
komplikaci.”> Ovem ve sloZitéjsich pripadech se ¢asto hamiltonovsky formalismus vyuZiva velmi
intenzivné.**

Jesté jeden priklad: kulicka na pruziné (harmonicky oscilator)

Kulicka hmotnosti m kmitd na pruZiné tuhosti k, viz obrazek. < >
Souradnici, kterou budeme pouZivat, je x, tedy vychylka m

zrovnovazné polohy. Potencidlni energie kulicky je V:%kxz,

. . . 1 .2 v s . 1 .2 1 2
kineticka T =2mx~, takZe lagrangian je L=-mx" —2kx".

Zobecnéna hybnost je p, =mx, podobné jako tomu bylo v pfedchozim pfikladé. Hamiltonian je tedy

2 2
. p p 2 p 2
H=px—L=p —~—|im|—=| —L2kx" | =2 +1kx". 7.17
px px m 2 (mj 2 zm 2 ( )
Hamiltonovy rovnice vyjdou konkrétné
d
P _ ey
dt
dx p,
dt m
Jak se mGZeme presvédcit dosazenim, fesenim je
x=Acos(wt+¢,) , p,=—(Aom)sin(aot+g,), (7.18)

kde w=/k/m .

2 Pfipojme jesté jednu poznamku: MUZe byt zajimavé uvédomit si, Ze prvni z rovnic (7.16) je vlastné druhy
Newtonlv zékon. (-mg je x-ova slozka sily.) Tohle ndm miZe pomoci pamatovat si, ve které z Hamiltonovych
rovnic se piSe znaménko minus; jesté se k tomu vratime.

** Navic druhd z rovnic je vlastné jen prepisem vztahu mezi rychlosti a hybnosti, ktery jsme jiz v pribéhu
konstrukce hamiltonianu poufili, takze miZeme mit dojem, Ze vlastné touto rovnici nedostavame nic nového.
o Napriklad oteviete-li néjakou knihu (s vyjimkou popularnich), ktera se vénuje deterministickému chaosu,
nebudte prekvapeni, kdyZz na hamiltonovsky formalismus (a to i na jeho pokrocilejsi ¢asti, ke kterym my ani
nedojdeme), narazite hned na prvni ¢i druhé strance.
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Fazovy prostor

V kapitole 2 jsme zavedli konfiguracni prostor, jehoZ soufadnicemi bylo 3N soufadnic vSech ¢astic.
U soustav hmotnych bodil svazbami se casto jako konfiguracni prostor oznacuje prostor, jehoz
souradnicemi jsou zobecnéné souradnice. Pocet jeho dimenzi je r, tedy pocet stupnl volnosti.
MuUzZeme fici, Ze v takovémto konfiguraénim prostoru jsme pocitali pohyb soustavy hmotnych bodu
pomoci Lagrangeovych rovnic druhého druhu.

V Hamiltonovych rovnicich (7.11) jsou ovsem proménnymi jak zobecnéné souradnice, tak zobecnéné
hybnosti — a oboje tyto proménné vystupuji v rovnicich vlastné rovnocenné. Mlzeme si tedy
predstavit prostor, jehoZ souradnicemi jsou jak zobecnéné soufadnice q; tak zobecnéné hybnosti p;-

Takovyto vicedimenzionalni prostor se pfi popisu chovani soustavy hmotnych bodd opravdu pouziva,
fikdme mu fazovy prostor. Fazovy prostor ma 2r rozméri, tedy pocet jeho rozmérl je roven
dvojnasobku poctu stupriti volnosti.?

Fazovy prostor je velmi uziteCnym nastrojem napfriklad ve statistické fyzice, ale také napfiklad v jiz
zminéné teorii chaosu. My si jej budeme ilustrovat na jednom z nejjednodussich pfikladd — na
pfipadu harmonického oscilatoru, ktery jsme si pfipomnéli o stranku vyse. Jde o systém s jednim
stupném volnosti, takze jeho fazovy prostor bude dvojrozmérny.”® Soufadnicemi tohoto fazového
prostoru jsoux a p, . Ze vztah( (7.18) pro ¢asovou zavislost téchto proménnych dostaneme

2

+ b 1. (7.19)

XZ
Yl 2
A" (Aom)

To znamen3, Ze kfivkou, kterd ve fazovém prostoru popisuje pohyb P
harmonického oscilatoru (kulicky na pruziné) je elipsa. Vtomto S
grafu — v trajektorii pohybu ve fazovém prostoru — nemame pfimou / AN
informaci o ¢asovém vyvoiji, jen o hodnotach soufadnice a hybnosti

a o tom, jak vzajemné souviseji. Pro stejny oscilator ale jiné \
pocateéni podminky by trajektorii byla jind elipsa.?’ Tyto elipsy by se S P

pfitom nikde neprotinaly. Vybereme-li si totiZz bod v daném fazovém
prostoru, uréime tim jednoznacné polohu a hybnost hmotného bodu — tedy vlastné pocatecni
podminky. A jsou-li zadany parametry oscilatoru (tuhost pruziny a hmotnost kuli¢ky), pak pocatecni
podminky jednoznacné urcuji cely budouci i minuly vyvoj systému, tedy celou trajektorii ve fazovém
prostoru.

To je velky rozdil oproti konfiguraénimu prostoru. Zadanim bodu v konfiguracnim prostoru jsme urcili
polohy hmotnych bod(. Vibec tim nebyly zadany zobecnéné rychlosti, ty mohly byt libovolné. Proto
kazdym bodem konfiguracniho prostoru mUze prochazet libovolné mnoho kfivek charakterizujicich
pohyb soustavy hmotnych bodd. Naproti tomu ve fazovém prostoru kazdy bod urcuje celou kfivku,
proto jednim bodem moize prochézet jen jedina trajektorie.?®

» KdyZ jsme vyse napsali ,mUZeme si pfedstavit”, nemysleli jsme ovSem, Ze si Ize takovy prostor predstavit
nazorné. Vzdyt napriklad v pfipadé soustavu dvou hmotnych bod( (bez vazeb) jde o Sestirozmérny prostor.
Nase predstava je tedy jen velmi abstraktni.
26 . v s / ey e e . v s, , v . . ., .

To ndm umozni znazornit jej ve dvojrozmérném grafu a ziskat tak prece jen trochu nazorny obrazek.
%7 Pro vét amplitudu by elipsa byla vné té, ktera je vyznacena na obrazku, pro mensi amplitudu by byla uvnitf.
% Tohle plati obecné, pokud vazby ani potencidlni energie explicite nezaviseji na case.
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Hamiltonian a energie

U fady fyzikalnich veli¢in je uzite¢né podivat se, jak se méni s ¢asem. Jak je tomu s hamiltonidnem?

Jinymi slovy, jak se méni funkce H = H(qj,p].,t) pfi pohybu soustavy hmotnych bodd, tedy pfi

¢asovém vyvoji daném Hamiltonovymi rovnicemi (7.11)? O rychlosti zmény vypovida derivace podle
v 29
casu

(7.20)

LU OHdq;, oHdp,| oH
7\ 0q; dt 8pj dt ot

dq. dp.
Pti casovém vyvoji ovsem plati dle rovnic (7.11): 49, = a_H a b, = — 6_H Dosazeni do (7.20) da:

dt op, dt  og,

(7.21)

dH _ -y OH OH _ O0H OH | ~0H _ 0H
dc 5\ oq,0p, op,dq, ot ot

Totalni derivace hamiltonidanu podle ¢asu pfi ¢asovém vyvoji systému (soustavy hmotnych bodi) se
tedy rovna parcialni derivaci podle ¢asu.*® Navic, porovname-li ve vy$e uvedenych vztazich (7.9) a
(7.10) cleny u dt (nebo derivujeme-li (7.5) parcidlné podle ¢asu), zjistime, Ze plati

6_H = 8L . (7.22)
ot 6t

Po dosazeni do (7.21) dostaneme konecné
a" _ oL (7.23)
dt ot

Pro 8L/8t =0 odtud plyne, Ze dH/dt =0, tedy H =konst. To znamen3, ze

pokud lagrangian systému nezavisi explicite na ¢ase, hamiltonian se zachovava.

Znamend to, e mame néjakou dalsi zachovavajici se mechanickou veli¢inu?*! To by bylo krasné,
protoze takovéto veli¢iny Ize dobie vyuZit pti fe$eni pohybovych rovnic.*> Ovéem podivame-li se blize
na konkrétni priklady, které jsme ftesili, specidlné na to, jaky tam vysel hamiltonian (viz (7.15)
a (7.17)), vidime, Ze hamiltonian H byl v obou pfipadech roven celkové energii soustavy. To v nas
mUzZe vzbudit podezfeni, Ze mlzZe jit o obecnéjsi vlastnost.

Skutecné je tomu tak — alespon v pripadé, kdy vazby explicite nezaviseji na ¢ase. DokdaZzeme to pro
pfipad holonomnich skleronomnich vazeb, tedy v pfipadé, kdy x; = Xx, ( qj(t) ) BV tom pripadé je
(viz (2.16))

*® Jde o totéIni derivaci podle &asu funkce H = H(q,(t), p;(t), t). Do této Easové zmény se tedy promita

nejen explicitni zavislost H na Case (tfeba kdyby Slo o Castice ve vnéjsim elektrickém poli a s casem bychom
ménili intenzitu a tedy i potencidl tohoto pole), ale také to, Ze se s casem méni polohy a hybnosti bodu.

T zdaleka neni samozfejmost! Jde o disledek Hamiltonovych rovnic.
*! Re¢eno ponékud ,,odbornéjsimi terminy”, Ze mame néjaky dalsi integrdl pohybu?
32 Vzpomerite tfeba, jak se v ivodnim kurzu mechaniky pomoci zakond zachovani energie a momentu hybnosti

reSila Keplerova uloha.
33 X.q. s .. v
Cili x, nezavisi explicite na Case.
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. ox, .
=y —tq, . (7.24)

23"’ N z 1904 Z ox

2 1 1 —
I j— %mlxl j— % mi _q] a_qk
i=1 i=1 7 oY, k. Oy

(7.25)

3N a ) 8
:%zzk: Zmia_);a; ZZM,quk
] -

Zde jsme oznalili Mjx vyrazy, které zaviseji na zobecnénych soufadnicich, ale nikoli na zobecnénych

rychlostech. Pfitom plati, Ze Mjk = Mkj . Lagrangian je
L=T-V=1>>M,q4,-V. (7.26)
j ok

Zobecnénou hybnost mGzeme odsud vyjadfrit jako

8L 00
pi= ( > M, d qkj P2 My g (%qk) PR [ qfij -
a4, 04,\* 54 %) (729
__ZZM ( ﬂqk +q1 kl) lequ zMﬂq;’ :ZMszk
j k
Hamiltonidn je tedy (po Upravach a s vyuzitim (7.25)):
szplql_LzzlekaQI_L = 2T-L =2T—(T—V)=T+V . (7.28)
1 Ik

To znamend, Ze hamiltonian je roven celkové energii.*

V hamiltonianu jsme tedy neobjevili néjakou novou zachovavajici se velic¢inu. Na druhou stranu jsme
objevili, jak hamiltonidn souvisi s energii. A az v kvantové mechanice narazime na to, Ze se operatoru
energie® Fika hamiltonian, budeme védét, odkud se toto pojmenovani vzalo. Takze jsme se alespofi
trochu dotkli souvislost teoretické mechaniky a kvantové mechaniky.*®

Navic, skutecnost, Ze hamiltonian je (za uvedenych podminek) roven celkové energii, ndam mize
pomoci pamatovat si nebo si rychle odvodit, pro¢ je zdporné znaménko pravé v prvni
z Hamiltonovych rovnic (7.11). Je-li zobecnénou souradnici obycejna kartézska souradnice x, je
zobecnéna hybnost obycejnou slozkou hybnosti a dpx/dt tedy musi byt rovno x-ové sloZce sily, Cili

F,. Pro konzervativni sily oviem plati F, :—8V/8x. A pravé tohle vyjde, kdyZ je na pravé strané

rovnice —O0H/0x (protoze H=T +V).

34 Pozor, toto jsme dokdzali v pfipadé holonomnich skleronomnich vazeb, pro vazby zavislé na Case se

hamiltonian miZe od celkové energie lisit.

35 v . s, . v o vey , . , s v s . .
Proc jsou v kvantové fyzice veli¢inam ptifazeny operdtory a jaky to ma vyznam, to uz nepatfi do teoretické

mechaniky. ©

*® Ono je téch souvislosti vic, napriklad takzvané Poissonovy zavorky v teoretické mechanice maji svou paralelu

v kvantové mechanice (komutatory operatort ptislusnych fyzikélnich velicin), ale to uz je mimo ramec tohoto

textu.
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