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Lagrangeovy rovnice prvniho druhu

Jestlize existuji Lagrangeovy rovnice druhého druhu, budi to silné podezieni, Ze zfejmé existuji i
Lagrangeovy rovnice prvniho druhu. Sezndmime se s nimi jen strucné a spise pro Uplnost. Nékdy se
vsak i tyto rovnice hodi — zejména v ptipadé, kdy potiebujeme urcit vazbové sily. V Lagrangeovych
rovnicich prvniho druhu totiz vazbové sily explicite vystupuji.

Vazbové podminky a sily v kartézskych souradnicich — jedna vazba

Potfebujeme napsat rovnice pro pohyb soustavy N hmotnych bod( podrobenych vazbam. Budeme
uvazovat vazby holonomni skleronomni.

Polohu hmotnych bodl popisuje 3 N kartézskych soufadnic x;, i = 1, ... 3 N. UvaZujme nejprve jen
jednu vazbu. Jeji rovnici budeme psat:

G(x,, ., X5)=0 1! (3.1)

Hmotné body se mohou pohybovat do takovych smér(, Zze podminka (3.1) z(istava zachovana. | pro
polohy bodd po posunuti tedy musi platit G(x, +dx,,..,x;, +dx,;,)=0 . Kombinaci s (3.1)

dostaneme vztah, ktery musi platit pro véechna posunuti dx; sluéitelnd s vazbami?:

G(x, +dX,, e, Xqy +dXy ) = G(X,, o, X5 ) = dG(x,) = Z—dx— (3.2)

I

Pro vazbové sily FI.(V) plati (také pro libovolna posunuti dx; sluitelnd s vazbami)®:
3N
> FY.dx, =0. (3.3)

Vztah (3.3) uréuje smér vazbovych sil. # Porovnanim s (3.2) vidime, Ze podminka (3.3) na smér
vazbovych sil je urcité splnéna, kdyz
oG

FEYV=1—. (3.4)
OX.

1

Faktor 4 zde ovliviiuje velikost sily, nikoli jeji smér.>

Celkova sila plsobici na jednotlivé hmotné body je dana souctem aktivnich sil E.(“) a vazbovych sil (3.4)

. Druhy Newtonuyv zakon, Cili pohybovou rovnici pro pohyb bod( soustavy, tedy mizZeme zapsat jako:

m, xizF}“)ma—G, i=1,..,3N. (3.5)
OX,

1

Rovnice (3.5) spolu s rovnici (3.1) jiz jsou Lagrangeovymi rovnicemi prvniho druhu pro soustavu
hmotnych bodu (s jednou vazbou).

! Pfikladem pro pohyb matematického kyvadla je rovnice x*+ y* —[>=0.
2 posunutf dx, zde bereme jako nekonecné mala, pracujeme s nimi proto jako s diferencialy.

3 Viz odvozeni zobecnéného principu virtudlni prace v kapitole 1.

4V jednoduchych situacich, napt. kdyz je hmotny bod vazan na plochu, to jednoduse znamen3, Ze vazbova sila
je kolma na danou plochu.

5> Zvidavy ¢tenaf by mohl namitat, Ze jsme zatim dokazali jen to, Ze (3.4) splfiuje podminku (3.3) — nem(ze ale
této podmince vyhovovat i néjaka jina vazbova sila? Jinak feceno, dokazali jsme, Ze (3.4) je pro (3.3) podminkou
postacujici. Je ale i podminkou nutnou? Je tomu opravdu tak — dlikaz mliZete najit v Dodatku A.
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Vice vazeb
Jak je tomu pro vice vazeb? Misto jediné rovnice (3.1) mame s rovnic G, (x,,..,X;,)=0, k=1,..,s. 6

C o Y . y ‘ s 0G . o .
Vazbové sily jsou souctem sil od vSech vazeb, takze FI.M = Z/Ik —k . Druhy NewtonQv zakon pak da
k=1 X;

m X =F9+> 1 oG

—&, i=1,..,3N (3.6)
k=1 8x1.

Méme tedy 3N rovnic pro 3N+s neznamych x,(t), 4, (t). Potfebujeme tedy jeSté s rovnic. To jsou

praveé rovnice vazeb

G (x;,..,X;,)=0, k=1,..,s (3.7)

Rovnice (3.6) a (3.7) jsou kyZené Lagrangeovy rovnice prvniho druhu.

Oproti Lagrangeovym rovnicim druhého druhu je jich vyrazné vic (3N+s), ale zato z nich miZzeme
urcit vazbové sily.

Priklad
Lagrangeovy rovnice prvniho druhu pro matematické kyvadlo
Vazba je vyjddiena podminkou G(x,y)=x*+y* -1 =0. \/
Derivace G podle x a y jsou: 8_G =2x, G_G: 2y . Aktivni sila (tihova) pusobici K
ox oy I[;
na kyvadlo, ma slozky FX(‘” =0, Fy(“) =mg .’ Lagrangeovy rovnice 1. druhu y
pro kyvadlo tedy maji tvar
mx=A12x, (3.8)
my=A2y+mg, (3.9)
xX*+y'-I=0. (3.10)

Jak z nich vypocitat vazbovou silu? Staci urcit hodnotu A. Ukdzeme zde (ne Uplné kratky) postup, jak
z rovnic (3.8), (3.9) a (3.10) hodnotu A urdit.

KdyZ derivujeme (3.10) podle t, ziskdme 2x x +2y y =0. Derivujeme-Ii tento vztah jesté jednou,
dostaneme (po zkraceni 2) X* + XX+ y* + yy=0. Odtud je

XX+yy=—(x*+y*). (3.11)
Kdyz (3.8) nasobime x a (3.9) y a vysledné vztahy se¢teme, dostaneme

m(xX+yyp)=A12(x*+y*)+mgy =121 +mgy .2

6V pfedchozi kapitole jsme hodné uZivali pocet stupfidi volnosti r. Je-li podet vazeb roven s, plati s+r=3N .

7V obrazku je znagena jen F.

8 Vypocteme-li odsud A a z n&j pak slozky vazbovych sil, Ize ukdzat, Ze velikost vazbové sily — tedy tahu ve vldkné
zavésu — je rovna souctu pramétu tihové sily do sméru vlakna a dostredivé sile, ktera zakrivuje pohyb
hmotného bodu.
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Dosazenim ze vztahu (3.11) pak je
-m(X*+y*)=12 +mgy . (3.12)

Nasobime-li (3.8) x a (3.9) y a vysledné vztahy se¢teme, dostdvame po Upravach (s vyuZitim toho,

%e x*+ y* =1 =Kkonst.):

2 2
m(Xjé+yj}):l2(x>2+yy)+mgy:/l%+mgy:mg%. (3.13)
" o dXP+YYY
Levou stranu (3.13) Ize upravit jako m(xX+ yy) =7mT, takZe z (3.13) plyne

d(X2+y2) dy d .2 .2 .2 )
@YD) @ o 2 2gy)=0 = P+ yt=2gy+C, 3.14
sm—— 9o = (X5 -20) V =29y (3.14)

kde C je konstanta, kterou muiZeme urcit z pocatecnich podminek. (Uvédomte si, Ze (3.14) vlastné
vyjadfuje zakon zachovani energie.)

Kombinaci vysledku (3.14) a (3.12) nakonec dostdvame
A2 +mgy =—m(x* + y*)=-2mgy —mC

a odtud

_ _3mgy mC

—. 3.15
2 P 21 (315

Vektor vazbové sily pak je

F(V):(le,z/iy).9

Poznamenejme jesté, Zze pokud bychom chtéli pomoci Lagrangeovych rovnic 1. druhu fesit pohyb
matematického kyvadla, museli bychom (3.15) dosadit do (3.8) a (3.9) a tyto rovnice pak resit.

Zavérecna poznamka

Vidime, Ze cely postup je pomérné zdlouhavy, takZe pokud nepotfebujeme urcovat vazbové sily,
dame zfejmé prednost fesit pohyb pomoci Lagrangeovych rovnic druhého druhu.

Na druhou stranu, v ptipadé Lagrangeovych rovnic prvniho druhu nemusime uvaZovat, jak vhodné
zvolit zobecnéné souradnice (uzZivdame jen kartézské), takZe tento postup mulze byt vhodny pro
vypocet pohybu soustav hmotnych bod( s vazbami pomoci poéitace.®

 Mizeme si zkontrolovat, Ze v pfipadé kyvadla, které nekyva a visi kolmo dol(, plyne z (3.14) C =-2gy,
z ¢eho? po dosazeni do (3.15) je 4 = _lm_gy a protoze v daném pripadé y=/, vyjde pro y-ovou slozku vazbové
2 1
. © _ B 2/ S w a .
sily Fy =21y =-mgy /I =-mg, coZ je oCekavany vysledek.

10 poznamenejme oviem, Ze numericky vypocet soustavy rovnic, z nichz nékteré jsou diferencialni a nékteré
algebraické (vazbové podminky, napft. (3.10)) také neni Uplné jednoduchou zaleZitosti.



K prednasce NUFY028 Teoretickd mechanika prozatimni uc¢ebni text, verze 03
3. Lagrangeovy rovnice 1. druhu Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2014-2025

Dodatek A. Poznamka pro zvidavé: Jednoznacnost urceni vazbovych sil.

Zabyvejme se pro jednoduchost opét jen piipadem jedné vazby G(x,,..,X;,)=0. VySe jsme

odvodili, Ze vazbové sily definované vztahem (3.4):

FY=2 oG (3.16)
OX,
vyhovuji podmince (3.3), tj.
3N
Y EY.dx, =0, (3.17)

i=1

kde dx; jsou libovolna posunuti slucitelna s vazbami.

Zvidavy ctendr Ci Ctenarka by ale mohli namitat, Ze jsme dosud nedokazali jednoznacnost sméru
vazbovych sil.1* Nemohla by podmince (3.17) vyhovovat i néjakd jind vazbova sila, tj. sila miFici
ponékud jinym smérem?

Jind sila — ta, ktera by byla odli$nd od (3.16) — by musela mit tvar
ﬁi(v) :/Ia_GJrFii , (3.18)
Ox.

1

kde F;.l je sila kolmd na smér dany (3.16)*2. Kolmost znamen3, Ze jejich skalarni soucin je roven nule:
3N
S % piog. (3.19)
= Ox.

Zvolme nyni posunuti dx; pravé ve sméru F;.L,
dx, =kF", (3.20)

3N
kde k je n&jaka nenulové konstanta®®. Snadno Ize ovéFit!*, Ze tato posunuti splfiuji (3.2), tj. Z 66 =0.

i=1
To znamena, Ze posunuti (3.20) jsou slucitelna s vazbami.

Maji-li ﬁ;(") byt vazbovymi silami, musi splfiovat(3.17), tj. musi platit
3N
Y EY.dx, =0 . (3.21)

Dosadime-li sem (3.18) a (3.20), dostaneme
022}7;(") Z[ —+F j dx, —Z/i dx +Z:FL -dx, Z:FL ( L):kgl(}?f)z .(3.22)
: i=1

Odtud plyne, Ze musi byt F," =0 (pro véechna i), takze ' =F" =} S—G , tudiz vztah (3.16) (tj. (3.4))
Xi

urcuje smér vazbovych sil opravdu jednoznacné. Jediné, co pak pro jednoznacné urceni vazbovych sil

potiebujeme urcit, je multiplikativni konstanta A.

11V uréeni vazbové sily je samoziejmé nejednoznaénost dand nezndmou konstantou A; ta ma ale vliv na velikost
vazbové sily, ne na jeji smér.

12 Rozmyslete si, Ze je tomu opravdu tak. (Aby sila byla jind, musime k (3.16) pficist &len linedrné nezavisly na
(3.16) — a ten Ize rozloZit na ¢ast ve sméru (3.16) a na ¢ast ve sméru kolmém.)

13 Aby dx; bylo infinitesimalni, je k samoziejmé také infinitesimalni, ale to nijak neovlivni dal3i Gvahy.

14 Dosadte (3.20) do (3.2) a vyuZijte (3.19).
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