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13. Elektromagnetické viny Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2020
Uvod

Elektromagnetické viny

Vyznamnym objevem J. C. Maxwella bylo zjisténi, Ze jim zformulované rovnice maji feseni ve formé
vin — a Ze rychlost Sifeni téchto vIn, kterou jeho teorie predpovida, se rovna rychlosti svétla. Tim se
otevrela cesta k pochopeni souvislosti elektromagnetickych jevl a optiky. Svétlo tedy neni néjakym
samostatnym fenoménem; jednodu$e mizeme fici, Ze svétlo jsou elektromagnetické viny."

Neni asi nutno pfipominat, Ze elektromagnetické viny jsou v soucasné civilizaci vyuzivany kazdodenné
a velmi intenzivné. Nejde jen o viny z radiovych a televiznich vysilacl, v€etné satelitniho pfijmu. Ani
jen o vsudypfitomny signal mobilnich telefon(. Vezméte si nejriiznéjsi ovladace, wi-fi ¢i bluetooth.
Nebo, nema-li jit jen o komunikaci, mikrovinné trouby. V pfipadé navigace pak systémy GPS. A fadu
technologii, které nemame pfimo doma, ale jsou pro nas Zivot stejné vyznamné. Treba radary —
v letecké dopravé i v meteorologii.

Elektromagnetické viny jsou i neocenitelnym zdrojem informaci pfi vyzkumu vesmiru. RGzné casti
elektromagnetického spektra nam oteviely fadu ,oken do vesmiru“ — uvazte radioastronomii,
infradervenou, ultrafialovou a rentgenovou astronomii.

Vlastnosti elektromagnetickych vin ovsem nelze vystihnout jen klasickou elektromagnetickou teorii —
to fyzika vi uz déle ne? stoleti.? Pfesto nam klasicka elektrodynamika o chovani elektromagnetickych

s vs

vin umi fici mnoho.

V této kapitole se podivame na zakladni véci:

e Jak vlibec z Maxwellovych rovnic vyjde, Ze mohou existovat elektromagnetické viny.
e Jaka je rychlost elektromagnetickych vin ve vakuu a z ¢eho plyne.
o Cim Ize elektromagnetické viny charakterizovat a jaké maji vlastnosti.

e Zda ajakou nese elektromagneticka vina energii.

Omezime se pfitom na nejjednodussi pripad, tedy na rovinné elektromagnetické viny. Stranou také
nechame otazky buzeni a pfijmu elektromagnetickych vin — toho se dotknete v prednaskach z Optiky
a pak z Klasické elektrodynamiky.

! Samoziejmé, viditelné svétlo jsou elektromagnetické viny jen v pomérné uzkém rozmezi frekvenci resp.
vinovych délek, asi 390 az 780 nm. (Jde o vinové délky ve vakuu.)

2 Klasicky nebylo mozno vysvétlit spektrum zareni absolutné ¢erného télesa. Max Planck v roce 1900 ukazal, ze
ke spravnému vysledku lze dospét za predpokladu, Ze elektromagnetické zareni je vyzarovano nikoli spojité, ale
v urcitych ,porcich”, tedy kvantové. V roce 1905 pak pojem kvanta vyuzil Albert Einstein k vysvétleni
fotoelektrického jevu.
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13.1 Od Maxwellovych rovnic k vinové rovnici

Budeme uvaZovat elektromagnetické pole ve vakuu.’ To jednak znamend, 7e permeabilita a

permitivita budou &, a 14,, takZe bude platit

— —

D=g¢FE, (13.1)
B=u,H. (13.2)

Navic zde nejsou proudy a ndboje, takze p=0 a j = (. Maxwellovy rovnice tedy jsou

oD

rotH —-— =0, (13.3)
Ot

divD =0, (13.4)

rotE+a—B =0, (13.5)
ot

divB =0 . (13.6)

Odvozeni vinové rovnice pro H, resp. B

Na rovnici (13.3) zaplisobime operatorem rotace a upravime vysledek:

rot H — 8_D =0 /rot (13.7)
ot
rot rot H = rota—D = grotﬁ = gogrotE (13.8)
—_— ot ot ot
= grad divH -AH

Pfi Gpravé levé strany? vyuZijeme toho, e v diisledku (13.6) je divH = (l/yo) divB=0.Nalevé
strané (13.8) tedy zbyde jen —AH .

Pravou stranu (13.8) upravime s vyuZitim (13.5)°:

o - o( OB oO*H
E—TOtE = )—|—— | = — &4y —— - (13.9)
ot ot\ ot ot
Rovnice (13.8) tedy po uvedenych Upravach a prevedeni ¢lenl na jednu stranu da
- O*H
AH —80/,!0—2 =0. (1310)
ot
RozepiSeme-li Laplacellv operator v kartézskych soufadnicich, bude mit (13.10) tvar
O’H o*H o°H O*H
+ =0. (13.11)

+ — &My —
ox> oyt oz ok or’

3 Vime, Ze elektromagnetické viny se Sifi i meziplanetdrnim prostorem, takze ke svému Siteni nepotrebuji zadné
hmotné prostiedi. A uvazovat jevy ve vakuu je jisté jednodussi, nez v néjakém dielektriku a magnetiku.

4 . v N ITER vr o o4 . , . . . ,
Zde jsme uz naznacili, Ze vyuzivdame zndmy vzorec ,rotace rotace je gradient divergence minus laplace®.

> Tedy rotE = _8_B .
ot
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Ted maZeme vyuZit rozmérovou Gvahu: v prvnich tiech ¢lenech je H déleno délkou na druhou®
(v jednotkach tedy m?). V ¢asové derivaci jde o déleni éasem na druhou (v jednotkdach tedy s®). Faktor

&y M, tedy musi mit rozmér (¢as/délka)’, vjednotkich tedy (s/m)>. To znamena, e ma rozmér

1/rychlost na druhou. MdzZeme proto oznadit

1
-, (13.12)

c

EoHy =

kde c je néjaka rychlost. Rovnice (13.10) tak dostane tvar

-
= 16H=0

7 (13.13)
C

Vynéasobime-li ji 44, , ziskdme stejnou rovnici pro magnetickou indukci B, ta se moZna pise Castéji:

AB - ——=0 (13.14)

Rovnici tohoto typu se iikd vinova rovnice. Je to proto, ze opravdu popisuje $ifeni vin.’

Casto se pro jeji kratsi zapis pouziva tzv. D'Alembert(iv operator® oznacovany [] a definovany jako

2
O=A- 6%57 ) (13.15)

VInova rovnice (13.14) se s jeho pomoci zapiSe velmi strucné:

OB =0 (13.16)

Vyznam konstanty c ve vinové rovnici
Jak velka je rychlost ¢ dana (13.12)?
Vezmeme-li pfiblizné hodnoty ¢, é% F/m a y, =47 107" H/m, dostaneme
47-9-10
1 1 5 1
Yy (' LI (13.17)
¢’ 9-10 (3-10° mss)’
Cili:

¢ =3-10° m/s (13.18)

Vidime, Ze rychlost c v rovnici (13.14) je rychlost svétla ve vakuu.’

® Derivace napf. podle x znamena déleni , kousky proménné x“, druha derivace znamena, Ze délime dvakrat.

7 Uvidime to v dal¥i &asti kapitoly.

8 Vyslovovéano ,,dalambériv operator”; zkracené slangové feceno ,, dalambér”.

® Po dosazeni presn&jsich hodnot &y = 8,85418781-10™ F/m, uo = 1,256637062-10° H/m vyjde ¢ = 299792458 m/s.

(Dnes je ve skute€nosti £y definovdna z hodnoty po a presné hodnoty rychlosti svétla.)
3



K predndsce NFUF103 Elektfina a magnetismus prozatimni ucebni text, verze 0
13. Elektromagnetické viny Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2020
13.1 Od Maxwellovych rovnic k vinové rovnici

Vinova rovnice pro E

Analogicky mizZzeme odvodit vinovou rovnici pro elektrickou intenzitu. Tentokrat operatorem rotace
zapUsobime na rovnici (13.5),

rotg+% =0 /rot . (13.19)

Vysledek upravime podobné, jako jsme to délali vyse s rovnici (13.8):

rotrot E = —rota—B = —groté = —/Joérotljl . (13.20)
S ot ot ot
=grad divE-AE

Z rovnice (13.4) plyne div E = (1/80)divl3 =0; pravou stranu (13.20) upravime s pomoci rovnice
(13.3):
o - & oD 0’E
ﬂoETOtH = oo T by

Po dosazeni do (13.20) a vyuZiti oznaceni (13.12) pro soucin &, 4, dostdvame

~ O°E 1 6*E
BT AT T T E
¢ili
AE — 1PE _ 0 (13.21)
¢ or ' .

Vidime, Ze vinova rovnice pro elektrickou intenzitu ma presné stejny tvar, jako vinova rovnice (13.14)
pro magnetickou indukci. Lze ji samoziejmé zapsat i pomoci D’Alembertova operdtoru jako

OE = 0. (13.22)

| kdyZz jsme pro B a E dostali samostatné vinové rovnice, neznamena to, Zze z nich mlizeme pro

elektrickou intenzitu a magnetickou indukci dostat zcela nesouvisejici feseni.’ Veli¢iny £ a B jsou
totiz svazany Maxwellovymi rovnicemi.

Termin vinové rovnice pouzity pro rovnice (13.14) a (13.21) napovida, Ze jejich FeSenim mohou byt
elektromagnetické viny. Ty mohou byt nejrlznéjsi, treba kulové, valcové.. My si odvodime
nejjednodussi pripad — feSeni ve tvaru rovinnych vin.

10 Tedy napriklad, Ze by elektricka intenzita odpovidala viné Sitici se v nasi laboratofi vodorovné a magneticka
indukce vIng, ktera by se $ifila svisle. (To by bylo jako v Saturninovi, kde se dédecek ptal, pro¢ Semik uhanél
k Radotinu, zatimco Horymir bézel k Neumételim... ©) Takhle to opravdu nejde, konkrétné to ukazeme
v nasledujici ¢asti kapitoly.
4
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13.2 Redeni vinové rovnice ve tvaru monochromatické rovinné viny

Zkusme najit co nejjednodussi fedeni vinové rovnice (13.14)*

. 1 0°B
AB — — =0, 13.23
¢ or? ( )
neboli
0’B 0*B 0°B 1 &*B
— =0. (13.24)

+ + -
ox* oy’ o0z c* or’

Rovinna vina ve sméru osy x

Pro zacatek budeme predpokladat, Ze B zavisi jen na proménnych x a t.*> Zavislost na ¢ase a na x
budeme uvaZovat harmonickou. V feSeni se tedy bude vyskytovat jedinad frekvence f, resp. uhlova

frekvence
w=2rf. (13.25)

Vina, kterou dostaneme, se proto nazyvda monofrekvencni, Casto se spiSe pouziva ponékud starsi
nazev monochromaticka vina. ™

Bude nas zajimat feeni popisujici postupnou rovinnou vinu.* Jeho obecny tvar je*

B(x,1) = Em cos(a)t—kx) . (13.26)

Ze opravdu reprezentuje postupnou rovinnou vinu, si ukdZeme za chvili; ted prozkoumame, zda je
opravdu resenim rovnice (13.24).

Derivace (13.26) podle x a t jsou:

9B _ k B, sin (ot —kx) 9B _ ~wB, sin(wt —kx)
ox ot
2n 2n
Z; = —k’ B, cos (ot —kx) Zf = — " B, cos(wt —kx)
Dosazeni do (13.24) da
~k* B, cos(wt —kx) + CLza)2 B, cos(wt—kx) =0, ¢ili

" No, uplné nejjednodussi reseni ne, to je B=0,ato by ndm mnoho informaci nepfineslo...
" Derivace podle y a z tedy z rovnice (13.24) vypadnou.
B Termin »monochromatickd“ vystihuje skutecnost, Ze jde-li o vinéni v optické oblasti spektra, ma jedinou

barvu. Termin ,,monofrekvencni Ize pouzit pro viny libovolné frekvence a je tedy proto obecné;jsi a spravnéjsi;
ovsem — alespori dle osobniho nazoru autora — termin ,monochromaticka” je tak néjak barevnéjsi... ©

Y uzavienych prostorach, napfiklad uvniti mikrovinné trouby, existuji i stojaté viny, témi se zde zabyvat
nebudeme.
B Reknéme, Ze ndm tento tvar nékdo prozradil... Naptiklad ucebnice fyziky pro gymnazia Mechanické kmitdni a

vinéni (autor O. Lepil). Rovnice postupného vinéni je tam ve tvaru y =y, sin 27{%—%) . Jestli vzit sinus nebo

kosinus, je jedno (lii se jen o fazové posunuti), k veli¢indm v (13.26) pfejdeme lehce: @ =27/T, k=27/A.
V argumentu kosinu v (13.26) by mohlo byt jesté fazové posunuti ¢, zde pro jednoduchost bereme ¢ =0.

5
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2

, 0’ 5
k*——| B, cos(wt—kx) =0 . (13.27)
c

Toto je podminka, aby (13.26) bylo fe$enim rovnice (13.24).*° l§m je nenulové, kosinus je nulovy jen
pro nékteré kombinace x a t. My ovSem potiebujeme, aby podminka (13.27) byla splnéna pro
véechna x a t. Jedinou moZnosti tedy je, aby se nule rovnala zavorka (k2 —a)z/cz), tedy aby bylo

k= — (13.28)
c
MuZeme tedy uzavrit, Ze (13.26), tedy
B= Em cos(a)t—kx) , (13.29)
je reSenim vinové rovnice (13.24) pro
r=2 (13.30)
c
w
nebo k=——. (13.31)
c

Jak se presvédc¢ime, Ze (13.29) opravdu reprezentuje postupnou vinu?

Podivejme se, jak se s casem posunuji body, kde je maximalni

- B# t= 0
néjaka slozka B, napfiklad B,. Maxima jsou v bodech, kde
argument kosinu v (13.29) je roven 0, 2m, 4m, ... viz graf
vpravo."’ Pro polohu maxim tedy plati 0 v | \/ X
ot—kx =0,27,4r,... . (13.32)
Odtud okamfZité B
o t=t,>0
x = ;t + X, - (13.33) /‘\ /‘\_’ /'
kde x,=0,27/k,—4r/k,.... Dosazenim (13.30) do (13.33) ’0 >
dostavame pro polohu maxim vztah

xX=ct+x. (13.34)

Tohle je ale vzorecek pro rovnomérny primocary pohyb rychlosti c. (!) Maxima se tedy pohybu;ji

wvrv

rychlosti c. Okamzité vidime, Ze rychlost c, ktera je ve vinové rovnici, je rychlost Sifeni postupné viny.

Uhlovou frekvenci predpokladame kladnou, @ >0." Pro k >0, tedy pro (13.30), jde o vinu itici se
ve sméru osy x; tuto situaci ukazuje také obrazek.

Pro k <0, tedy pro (13.31), jde o vinu Sifici se proti sméru osy x. Nékdy se toto feSeni zapisuje jako
B=B, cos(wt +kx), k je potom kladné.

Jak je to s vinovou délkou a jejim vztahem k veli¢indm, s nimiz zde pracujeme?

16 Podrobnéji receno: Kdyz je splnéno (13.27), pak (13.26) po dosazeni do levé strany (13.24) da nulu, to
znamena, Ze rovnice (13.24) bude splnéna. (Podminka (13.27) je pfitom nutna a postacujici, rozmyslete si, proc.)

17 . . vs . v . v v s . v .
Maxima, mohli bychom fici ,,hfebeny vin“, jsou tam vyznacena ¢ervenymi teckami.

18 5, v, , ;v v v P , . . v
Zapornou v nasich viceméné stfedoskolskych tvahach nema smysl uvazovat.
6
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Vinova délka je vzdalenost mezi dvéma nésledujicimi maximy viny®™. Vinu samozfejmé v tomto
ptipadé musime brat v jednom konkrétnim ¢ase t.%°

KdyzZ v nasi viné B =B cos(a)t—kx) zvolime napriklad t =0, pljde o maxima funkce Cos(—kx).

ym

Maxima jsou pro kx =0, kx =27,..., tj. x=0, x=27/k,... Odsud je vidét, Ze vinova délka je

A== (13.35)

Poznamenejme, Ze veli¢iné k se Fika vinové &islo.** ¥

Snad neni tfeba pfipominat, Ze plocham, na nichz ma vina v daném case

v

stejnou fazi, fikdme vinoplochy. V pfipadé viny Sifici se ve sméru osy x

jsou vinoplochy na tuto osu kolmé. Rovnice kazdé takové vinoplochy je
tedy x = konst. Nazorné vinoplochy v uréitém éase t ukazuje obrazek.

Rovinna vina v obecném sméru

Je jasné, Ze rovinna elektromagnetickd vina se muze Sifit v libovolném

sméru.”> Smér $ifeni viny ozna¢ime jednotkovym vektorem 7. Vztah
vystihujici takovou vinu je

B(#,t)= B, cos(wt—k ii-F). (13.36) v

="

Z obrazku vidime, Ze 717 je vzdalenost vinoplochy od po&atku ve sméru 7,

hraje tedy stejnou roli, jako soutradnice x u viny Sifici se ve sméru osy x.

Smeér Siteni viny a vinové Cislo se obvykle spojuji do jediného vektoru

k =kn, (13.37)

ten se nazyva vinovy vektor.?* Vztah pro rovinnou vinu ma pak tvar

B= Em cos(a)t—l;?) . (13.38)

Dosazenim do (13.24) se mZete presvéd¢it, ze (13.38) je opravdu fedenim vinové rovnice.
Dodejme, Ze v komplexnim formalismu ma vztah pro tuto rovinnou vinu tvar

B _ ém ei(a)t—l??)

' Nebo minimy nebo obecné body, v nichZ se argument v kosinu lisi o 27t.

% Jako kdybychom vzali ,mzikovy fotograficky obrazek” viny. (Pro elektromagnetickou vinu bychom ovsem
pottebovali ,,fotoaparat”, ktery by snimal hodnotu tfeba magnetické indukce.)

21 v
Bere se vidy k> 0.

22 o . . / v . v. sy . .
Konec koncl jsme do libovolného sméru mohli natocit osu x soustavy, v niz vinu popisujeme.

% Vlnové &islo z vinového vektoru samoziejmé dostaneme jako f = ‘]E‘
** Provedte si toto ovéFeni sami. (13.38) zapidte jako B = Em Cos(a)t— (kxx+kyy + kzz)), spocitejte druhé
derivace podle véech proménnych a po dosazeni do (13.24) vyuzijte toho, Ze f* = ‘]2‘2 = kx2+ ky2+ kz2 .

7

(13.39)
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13.3 Vlastnosti rovinné elektromagnetické viny (ve vakuu)

Elektromagnetické pole rovinné viny musi spliiovat Maxwellovy rovnice. Uvidime, Ze z toho vyplynou
nékteré dualezité vlastnosti rovinnych vin. Pojdme si je odvodit.

Smér magnetické indukce

Magneticka indukce musi splfiovat rovnici (13.6), tedy
divB =0. (13.40)

Co tato rovnice da, kdyZ do ni dosadime (13.38)? Provedme si vypocet nejdfive podrobné, v co
nejjednodussim oznaceni. Vztah (13.38) si pfepiSeme jako
B = Bcos(wt—(kx+k,y+k.z)) . (13.41)

Amplitudu magnetické indukce jsme zde ozna¢ili vinkou.” Slozky magnetické indukce tedy jsou:

B, cos(wt —(kx+k,y+k.z))

Bx

>~

= By cos(a)t—(kxx+kyy+kzz)) (13.42)

B. = B. cos(wt - (k,x+k,y+k.2))

Rovnice (13.40) rozepsana do slozZek je

+ —==0. (13.43)

Derivovanim (13.42) ziskame

%% = k, B, sin(wt - (kx+k,y+k.2)), %: k, B, sin(ot - (kx+ky+kz2)),... (13.44)
a dosazeni do (13.43) da
(k. B, +k, B, +k. B.) sin(wt—(kx+k,y+k.z))=0. (13.45)
_ B

Aby tato rovnice platila pro vSechna mista a ¢asy, musi se rovnat nule prvni zavorka na levé strané.,

tj. musi byt k-B=0.Toto plati nejen pro amplitudu, ale i pro vektor magnetické indukce samotny:®

k-B=0 (13.46)

ProtozZe vinovy vektor k urduje smér Sifeni viny, zjistili jsme, Ze

magneticka indukce v elektromagnetické viné je kolma na smér Sifeni viny.

Dodejme, Ze i kdyZ jsme si to zde neukdzali, toto plati nejen pro rovinnou monochromatickou vinu,
ale obecné.

» Vyse jsme amplitudu znacili indexem m, ale ted budeme pouzivat indexy znacici soufadnice, tak abychom
neméli u symbolu B dva indexy. (Laskavy ¢tenar snad tuto drobnou zménu oznaceni bude tolerovat, inu, zména
je Zivot... ©)
%® presvédite se dosazenim (13.41) do (13.46), ze to je pravda.

8
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Kdybychom misto rozepisovani do x, y a z pouZili oznafeni proménnych x, a v zapisu vyuZili sumacni

konvenci, bylo by odvozeni samoziejmé kratsi. Slozky B bychom zapsali jako

B, = B, cos(a)t—ijj) , (13.47)
derivace podle X, by vysla
0B, o(k;x;) =
= B sin| wt — k X, =k B sin|wt—k .x. (13.48)
2 = Bnfor-tyo) 52— ot )
Rovnice divB = 0 zapsana ve slozkach je
B
9B _ (13.49)
ox,

a dosazeni (13.48) (kde bude p=17)da

kBsin(wt—kx,) =0 = kB =0 = k-B=0 (13.50)
Snad jesté kratsi je odvozeni v komplexnim formalismu. Vztah (13.39) ve slozkéch je?’
~ i|ot-kF o i@tk x;
B =5 /1o F7) _ B o'l ) (13.51)
Derivovanim dostaneme
GB ~ 0 lk ~ —kx:
B (a)t —k; x) ( ) — ik Ble (a)t k; J) = —ik Bl (1352)
6x axp P r
. D aB] ey
a po dosazenido divB = 0, tedy do —~ = 0, pak okam?Zité
X
OB - =
0=—"L =-ikkB, = k-B=0. (13.53)
ox,

Takze si vyberte, kterému typu odvozeni davate prednost. Dale pro stru¢nost v jednom odvozeni
pouzijeme komplexni formalismus; pokud preferujete realny, pfepiste si do néj prosim pfrislusné
odvozeni sami.

Smér elektrické intenzity

Reseni vinové rovnice (13.21) pro elektrickou intenzitu je (v analogii k (13.38))
E(x,t) = Em cos(a)t—lg-?) , (13.54)
v komplexnim vyjadreni pak

(13.55)

27 . v v/ , ey v . v . v. v
Amplitudu opét znacime vinkou. Komplexni charakter veli¢iny B uz jsme ale prestali znacit oblouckem nad
pismenem, ono se to vétsinou nepise...

9
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Rovnice (13.4), kterou musi elektrické pole splfiovat, tedy divD = 0, da po vydéleni &,

divE =0 . (13.56)

Vidime, Ze jde pfesnou analogii s rovnici divB =0 pro magnetickou indukci. Odvozeni, co z této

podminky plyne, by tedy bylo stejné, jako pro E, a stejny bude i disledek:

k-E =0, (13.57)

elektricka intenzita v elektromagnetické viné je kolma na smér Siteni viny.

Toto opét plati nejen pro rovinnou monochromatickou vinu, ale obecné.?

Elektrickd intenzita i magnetickd indukce jsou tedy obé kolmé na smér Siteni. Jinak feceno:

Elektromagnetické viny jsou pricné.

Tohle je velice dilezita vlastnost elektromagnetickych vin.?® Diky ni mohou byt elektromagnetické
viny polarizované — ale to uz pfenechame prednaskam z Optiky.

Vzajemny vztah £ a B v elektromagnetické viné

Elektrickou intenzitu a magnetickou indukci svazuje rovnice (13.5), tedy

~ OB
rotE+—=0. (13.58)
ot
Ze vztahu (13.55) pro elektrickou intenzitu v rovinné ving,*
E = E ¢ ) (13.59)
vypocéteme i-tou slozku rotace E:
- OE ~ i(wt—k,x,)0(—1k, - o~ i(wt—k-
(rOtE) = giil it :gij] EI el (fUt km xm)w — gijl (_lkj)El el (a)t km xm) —
i ’ axj axj (1360)
= —ig; kE, = _i(IEXE)i
Vidime, Ze pro E v monochromatické rovinné viné plati
rotE = —1kxE . (13.61)

*® Duikaz tohoto tvrzeni nechdme prednaskam Optika resp. Klasickd elektrodynamika. Z fyzikalniho nahledu se
vsak da pochopit, Ze takovéto chovani bude obecné: Pokud vina neni monochromaticka, Ize ji slozit z mnoha
monochromatickych vin (tomu se nékdy fika fourierovskd syntéza). A pokud vina neni rovinn3, ale tfeba kulova,
v malém okoli néjakého bodu mlzeme vinoplochy povaZovat za témér rovinné. (Pfedstavte si kulovou vinu
Sifici se ze zdroje vzdaleného kilometr, kterou pfijimate anténou ve vasem mobilu; v rozmérech centimetr(l az

desitek centimetru je zakfiveni vinoplochy opravdu nepatrné.) Takze neni divu, Ze kolmost vektoru E a B na
smeér Sifeni, kterou jsme odvodili pro rovinnou elektromagnetickou vinu, plati i obecné.

> Tim se elektromagnetické viny lisi naptiklad od zvukovych vin ve vzduchu, tam jde o vinéni podélné, kdy
,kousky vzduchu“ kmitaji tam a zpét ve sméru Sifeni viny (vzduch se prosté stlacuje a zfeduje).

30 Imaginarni jednotku zde piSeme jako ,,i“, abychom ji odlisili od indexu i. (Ono pismenek je malo...)
10
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Ze vztahu (13.39) pro magnetickou indukci,

. i(wt—k ?)
B=Be , (13.62)
urdime asovou derivaci B v dané rovinné ving:
aé = ilot-kF| . . =
B _ 5ol )(1(0) =iwB . (13.63)
ot
Po odsazeni (13.61) a (13.63) do Maxwellovy rovnice (13.58) dostaneme
_ 0B
rotFE + — =0, (13.64)
—— Ot
=—ikxE T -
=iwB
cili
.k -
B =—xE . (13.65)
0]

Protose k = kii az (13.30) je kzl, da se vysledek (13.65) zapsat také ve tvaru
w

B=LlixE (13.66)
C

Odtud jednak vidime, Ze okamzité hodnoty elektrické intenzity a magnetické indukce v daném misté
jsou svazany vztahem

E =c¢B, (13.67)

a jednak, ze

elektricka intenzita a magneticka indukce v rovinné viné jsou na sebe kolmé.

Toto opét plati i pro obecnou elektromagnetickou vinu, stejné tak vztah (13.66).

Vektory E, Bak (resp. n) jsou tedy na sebe vzdjemné kolmé; vtomto pofadi pfitom tvofi
pravotodivy systém.*

Poznamka: Uvédomte si, Ze pfi vySe uvedeném odvozovani jsme automaticky pro £ a B brali

stejnou Uhlovou frekvenci w a stejny vinovy vektor k  Azeto bylo nezbytné — kdyby v &lenech rot £
a aé/ét byly rQzné frekvence nebo rdzné vinové délky, nikdy by tyto cleny vrovnici

rot E +8l§/8t =0 nemohly dat dohromady nulu pro vsechny hodnoty ta 7 .

A jesté jedna poznamka: Mohlo by nds napadnout, zda néjakou dalsi vlastnost elektromagnetickych

vy . = 0D oy Yy vy ,
vin nedostaneme jesté z rovnice rot H — & = 0. Inu, nedostaneme. M(zeme se presvédcit, Ze z dané
t

rovnice znovu vyjde jiz znamy vysledek (13.66).

! presvédcite se z (13.66), Ze toto tvrzeni je pravda. V jakém poradi tvori pravotocivy systém, se Iépe
mnemotechnicky pamatuje, pokud misto magnetické indukce B vezmeme magnetickou intenzitu H.
Pak je totiZ E, Fl, kv poradi podle abecedy. (Ne Ze by tato znalost byla otazkou Zivota a smrti... ©)
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13.4 Energie a tok energie v rovinné elektromagnetické viné

V predchozi kapitole jsme odvodili vztahy pro hustotu energie elektromagnetického pole,

lepla s (13.68)
2 2

a pro tok energie elektromagnetického pole. Ten je dan Poyntingovym vektorem

w =

o =ExH . (13.69)

MulZeme se tedy podivat, jak je to senergii a tokem energie v (rovinné monochromatické)

v vsv

elektromagnetické viné Sitici se ve vakuu.

Hustota energie

ProtoZe jde o vinu ve vakuu, mGZeme (13.68) prepsat na tvar

w = l(goE2 +L82] ) (13.70)
2 Hy

1
Z (13.67) plyne B’ :_2E2 = &M, E*. Vidime tedy, e oba &leny v zavorce v (13.70) jsou stejné
c
velké. Zjistili jsme tedy, Ze hustota energie v monochromatické rovinné elektromagnetické viné je
w= g E”. (13.71)

Asi zajimavéjsi je ale uz zminény fakt, Ze oba ¢leny ve vztahu pro hustotu energie jsou stejné velké —
nazorné muiZeme fici, Ze hustoty ,energie elektrického pole” a ,energie magnetického pole” v daném
misté (a v urdity ¢as) jsou stejné.* Toto je také vysledek, ktery plati pro elektromagnetické viny ve
vakuu obecné.

Tok energie

Tok energie je dan Poyntingovym vektorem (13.69). ProtoZe, jak uz vime, jsou E a H na sebe
kolmé, je velikost toku energie prosté .~/ = E H . Tento vyraz mizeme dale upravit:*

Y =FH = ELB =g, 1 EB = goczEB = cg0E2 =cw (13.72)
Hy &ty - —
— E/C w

2

A jak je to se smérem /" ? Jak uz bylo feceno vyse, vektory E, Haii jsou na sebe kolmé a tvofi
pravotocivy systém. Soucin ExH tedy mifi ve sméru 7. Ono je to logické: tok energie mifi stejnym

wvrvs

smérem, kterym se Sifi elektromagneticka vina.

Celkové tedy dostavame vysledek

S =cwn . (13.73)

32 Kdyz si tohle pamatujeme, tak z toho mGzeme rychle odvodit vztah svazujici velikosti EaB , aniz bychom
museli pocitat rotaci E apod.

3 Jak je naznaceno, pfi Upravach pouzivame vztahy (13.12), (13.67) a (13.71).
12
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Na konkrétnim pripadé se da nazorné ilustrovat, Zze tento vysledek je y
pochopitelny a pfirozeny. Uvazujme vinu Sitici se ve sméru osy x. Kolmo

na osu x méjme plochu S — pravé tok energie touto plochou budeme c
pocitat.

Za kratky cas At projde plochou &ast viny o délce ¢ At. Objem &asti

viny, kterd projde plochou, je tedy AV = § ¢ At. Hustota energie v dané

¢astiviny je w . Energie, kterd za ¢as At projde plochou S, je tedy
AW = wAV = wScAt .

Vykon, ktery prochazi plochou, tedy tok energie, je

P=—=cwS . (13.74)
At

Hustotu toku energie® ziskame vydélenim vykonu plochou S:

—=cw. (13.75)

A to uZ je vysledek (13.72), ktery jsme ziskali vypoctem Poyntingova vektoru.

Hustota energie a hustota toku energie urcené vztahy (13.70) a (13.73) jsou okamiité hodnoty
v urditém misté. Casto nas té7 zajimaji pramérné, tedy stfedni hodnoty téchto veli¢in.*®

Zavislost elektrické intenzity (i dalSich veli¢in) na cCase stdle uvazujeme harmonickou. (Pracujeme
s monochromatickou rovinnou vinou.) Proto podobné, jako tomu bylo u vykonu stfidavého proudu,
bude stfedni hustota toku poloviéni, nez hodnota maximalni:*’

()= %cwmax = %c &E,’ . (13.76)

Analogicky bychom mohli vypocitat stfedni hodnotu energie v elektromagnetické vIiné; pfirozené
z vypoctu vychazi

(w) = %cw : (13.77)

Vztah mezi stfedni hodnotou hustoty toku energie a stfedni hodnotou hustoty energie je tedy stejny
jako pro okamZité hodnoty:

</> =c <W> (13.78)

Poznamenejme, Ze toto opét plati obecnéji, nejen pro monochromatickou vinu.

4 Pfedpokladdme, Ze hustota energie je v objemu AJ prakticky konstantni. To je zfejmé splnéno, kdyZ c At je
mnohem mensi, nez vinova délka.
» Tedy fakticky prochdzejici vykon na jednotku plochy.

3 Napfiklad pfi fezani laserovym paprskem jde o to, kolik energie dodd paprsek materialu za urcitou dobu.
(Okamzita hodnota toku, kterd se méni v dobé radu femtosekund, v tomto pfipadé pro nas nema vyznam.)
%7 Poznamka k ozna&eni: Stfedni hodnota se zna&i bud pruhem nad veli¢inou nebo $pi¢atymi zavorkami kolem
veliciny. (To je lepsi, protoZe se to nemUzZe splést s oznacenim vektoru.)
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Hustota toku energie — vyznam a priklady

Z Uvah na predchozi strance je zfejmé, Ze hustota toku energie neni Zadna zahadna esotericka
veli¢ina dand nepochopitelnym Poyntingovym vektorem, ale naopak veli¢ina docela jednoduch3,
a pfitom velice uZite¢nd a prakticka.

v v

Hustota toku energie je prosté vykon, ktery projde jednotkovou plochou kolmou na smér Sifeni
energie. Tedy, jinak feceno, energie, kterd projde 1 m? plochy (kolmé ke sméru $iteni energie)
za jednu sekundu.

Vykon prochézejici plochou S je tedy®®
P=785. (13.79)

Energie, ktera projde plochou S za ¢as At, je

w

za kratky Cas

= 7 SAt. (13.80)

Uvedené vztahy ovsem urcuji okamzity vykon a energii za velmi kratky ¢as, mnohem kratsi, nez je
perioda viny.

Pokud ndm jde o energii, kterd prosla za mnohondasobek periody elektromagnetické viny, je tfeba
uvazovat stfedni vykon

(Py=(7)S, (13.81)
energie za (dlouhy) cas t je pak
W={(s)St. (13.82)
Proc je tohle uzite¢né a praktické?

ProtoZe energie miZe dopadnout na néjaky predmét, pohltit se a preménit se na jiné formy energie.
Napftiklad dany predmét zahrat.
Prikladem jsou solarni panely pro ohiev vody. To, kolik energie mohou maximalné dodat,* je dano

pravé hustotou toku energie </> slune¢niho zafeni dopadajiciho na dany solarni kolektor.*

Hustota toku energie slune¢niho zafeni dopadajictho na Zemi, ale jesté vné atmosféry, se nazyva
solarni konstanta.* Jeji primérna hodnota se uvadi pfiblizné*

1360 W/m?.

U zemského povrchu je hustota toku energie slunec¢niho zareni nizsi. Pfi jasné obloze mlzZeme
uvaZovat zhruba
1 kW/m’.

% Stale mame na mysli plochu kolmou na smér Sifeni energie, v pfipadé elektromagnetické viny tedy na smér 7.
3 Tedy kolik a jak teplé vody mohou za jak dlouho pfipravit.

Oy pripadé slune¢niho zafeni samoziejmé nejde o monochromatické viny; vztahy pro hustotu a tok energie
vsak plati obecné.

*1 Uziva se také nazev sluneéni konstanta. (Nékdy i soldarni nebo slunecni irradiace). Presnéji fe¢eno, solarni
konstanta je hustota energie slune¢niho zareni ve vzdalenosti jedné astronomické jednotky od Slunce.
Vzhledem k tomu, Ze vzdalenost Zemé od Slunce se v pribéhu roku mirné méni (asi o £1,7 %), kolisa i skutec¢na
hustota toku slunecniho zareni u Zemé.

* Razné zdroje uvadéji nepatrné odlisné udaje. Mezi maximy a minimy slunecni aktivity se hodnota solarni
konstanty méni asi o0 0,1 %.
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Jeden metr ¢tverecni solarniho panelu, kdyby byl presné kolmo ke sméru k Slunci a absorboval
vSechno slunecni zareni, by tedy za jasného dne mohl dodat tepelny vykon az 1 kW. Pokud panel neni
orientovan kolmo ke Slunci, musime vzit prdmét jeho plochy do tohoto sméru.

Fotovoltaické solarni panely méni dopadajici slunecni zareni na elektfinu. Jejich Gcinnost ovsem
u komeréné dodavanych &lankd byvé v rozmezi deset a? dvacet procent.” Takie i kdybyste méli
panel o ploSe metr Ctverecni a nastavili ho kolmo ke slunci, dostanete znéj i za jasného dne
maximalné asi dvé sté wattl elektrického vykonu.

Jak je to s hustotou energie slunec¢niho zareni?

Z (13.78) plyne <w> = <.’/ >/c, takZe vidime, Ze napfiklad pro slunelni zafeni na Zemi je velmi mal3,
Fadové 3-10” J/m’.

MuUzZeme zvétsit hustotu toku energie slunecniho zareni?

Jisté, napiiklad tak, Ze slune¢ni paprsky soustfedime ¢ockou.* Pokud ¢ockou o priméru 10 cm

soustfedime sluneéni paprsky v ohnisku na primér reknéme 2 mm,* zmensi se pramér 50-krat.
TakZe plocha se zmengi 2500-krat a tolikrat se zvétsi i hustota toku energie; bude tedy asi 2,5-10° W/m>.

To zni mohutné, pres 2 megawatty na metr Ctverecni! Proto také Cockou muizZeme zapadlit nebo
propalit papir.* Celkovy vykon dopadajici do ohniska bude oviem stejny, jako vykon, ktery prosel
plochou ¢ocky. (V nasem pripadé to bude asi 7 W.)

Z hustoty toku energie bychom mohli odhadovat naptiklad i hodnoty elektrické intenzity ve

slunecnim zareni (pomoci vztahu (13.76)). Pojdme se vSak radéji podivat na dalsi zdroje zareni.
Dosahnou vyssich hodnot hustoty toku energie?

Nepochybné ano. Napftiklad pro Fezaci lasery se uvadi vykon zhruba 100 W a paprsek soustfedény na
prdmeér az asi 0,1 mm. Hustota vykonu (Cili hustota toku energie) je tedy fadové

100 W
(10*“m)2

Nejvykonnéjsi laser ATON v centru ELI Beamlines v dolnich Brezanech bude mit $pi¢kovy vykon 10 PW

= 10" W/m? .

(deset petawattd, tj. 10* W, ovéem jen po dobu asi 150 fs).*’ Plocha prifezu svazku bude asi 1/4 m?.
Spickova hustota toku energie tedy bude zhruba

4-10" W/m?.

To je o deset radd vic nez vohnisku nasi ¢ocky; vsak také ma jit o nejintenzivnéjsi laser pro
uZivatelsky vyzkum na svété.

* Uvadi se, Ze u fotovoltaickych panell instalovanych kolem roku 2010 byla G¢innost tenkovrstvych panel( asi
10 %, v soucasnosti nabizené panely z monokrystalického kfemiku uvadéji a¢innost az pres 22 %.

U laboratornich solarnich ¢lanku €ini rekordni dosazend Ucinnost asi 47 % (Gdaj z roku 2019). Vyvoj Gcéinnosti
solarnich ¢lank( dosazené v laboratoftich viz napt. https://www.nrel.gov/pv/cell-efficiency.html.

* Sice pak uz nepljde o rovinnou vinu, protoZe paprsky se budou sbihat do ohniska, ale to nevadi.

** Nemdzeme je soustredit na nulovy pridmér, uvédomte si, Ze v ohnisku dostavame obrazek slunicka, a Slunce
neni bodovy zdroj!
e Lépe vam to pujde, kdyZ ho zacernite, aby zafeni neodrazel, ale pohlcoval.
*’ Viz naptiklad https://www.eli-beams.eu/cs/infrastruktura/lasery/laser-4-aton-10-pw-2-kj/.
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13. Elektromagnetické viny
Shrnuti

Shrnuti

VInova rovnice (ve vakuu):

2p 2 1
AB 12612'3:0' AE—%af
c” ot c” Ot

1
=0, pfitom C—2 =&,M,, cjerychlost svétla ve vakuu

2
(Zapistéi (B =0,0FE =0 ,kde @ = A - Lz% je D’Alembertiv operator.)
c” ot

Reseni ve tvaru rovinné viny: (jde o postupnou monochromatickou vinu)
VIna ve sméru osy x: E(x,t) = Z§m cos(a)t —kx) , w je Uhlové frekvence (0 =27 f = 277[)

k je vinové Cislo (k = 277T , A je vinova délka)

Q)
rychlost viny: ¢ = ;

Tt
(odsud ¢ = “_ Lf =fA = f= < a souvisejici stfedoskolské vzorce)
k 2/ A
Vina v obecném sméru 7i: B = Em cos(a)t -k -17) k =kii je vinovy vektor, ﬁ| =1
, . - = i(wt—E-F)
V komplexnim formalismu: B = Be

Analogické jsou vztahy pro E, wak jsou stejné ve vztazich pro BiE

Vlastnosti rovinné elektromagnetické viny:
E a B jsou kolmé na smér $ifeni viny 7 , tj. elektromagnetické vinéni je pFiéné

(diky tomu mUze byt elektromagneticka vina polarizovana).
E a B jsou kolmé i na sebe navzdjem, E, H, n tvofi pravotodivy systém.

V elektromagnetické viné plati £ = ¢ B (pro okamzité velikosti v daném misté).

Energie a tok energie v rovinné elektromagnetické viné:

1= 1= = - -
Hustota energie: w = 5E~D + EH-B = 50E2 (¢leny E-D a H - B jsou stejné velké)
Hustota toku energie: »'/a' = EXFI =cwih => velikost hustoty toku energie je .- = cw
Y , . s ) . 1
Stfedni hustota toku energie: <p/ > =c <W> (Pro monochromatickou vinu </> =3 cW,..-)
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* Dodatek 13.A: Re$eni vinové rovnice pro libovolnou rovinnou vinu
(pro zdjemce)

Jak se bude ve vakuu Sifit rovinna vina, kterd neni monochromaticka?

Uvazujme vinu Sifici se ve sméru osy x. Jeji profil oviem bude ddn nikoli harmonickou zavislosti, ale

f =75 . (13.A.1) /\ﬂﬂ

libovolnou funkci*®

MdiZe jit o funkci hodné slozitou®, pro jednoduchost viak mizeme uvaZovat funkci na \ '

grafu vpravo, ta ma jasné maximum, takze budeme moci lehce sledovat, jak rychle se %
dand vina Sifi.
Uvazujme tedy elektromagnetickou vinu s profilem (13.A.1). Vztah vystihujici danou vinu je®
B=B, f(x-vt).* (13.A.2)
MaximalIni hodnotu bude mit B pro mista a ¢asy, pro néz x —vt = &, tj.
x=vt+&. (13.A.3)
Je vidét, 7e vina se pohybuije ve sméru osy x rychlosti v.>
VInova rovnice popisujici $iteni viny je (viz (13.24))
B 10°B
ox c” ot
Parcialni derivace (13.A.2) jsou
B~ _ B~ _
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Dosazeni do (13.A.4) da
2 2
= v' ) d
B, |1-— | J: =0 (13.83)
¢ ) dé

Je vidét, ze pro |v| =c je vinova rovnice splnéna — naSe vina s libovolnym profilem se ve vakuu Sifi
rychlosti c.

*8 Jako obvykle pod ,libovolnou” minime funkci, kterd je ,rozumna“, tedy ma vSechny potiebné derivace.
Nezavisle proménnou v (13.A.1) jsme oznadili jako &. ,Ksi” je pékné pismeno, zvukem pfipomind x a jisté ho
rad pise kazdy... © (Pokud nékomu z laskavych ¢tenafl tento vyrok pfipomina vétu z Cimrmanovy hry Zdskok
,V Budé&jovicich by chtél Zit kazdy“, jde o podobnost &isté ndhodnou. ©)

9 Napriklad odpovidajici vysilanému televiznimu zaznamu rockového koncertu nebo Olympijskych her.
> Budeme se zabyvat magnetickou indukci dané viny, vztahy pro elektrickou intenzitu by byly analogické.
(Pokud by maximalni hodnota funkce f byla rovna 1, bude ‘Em‘ maximalni hodnota magnetické indukce v dané
ving; na velikosti magnetické indukce ale v nasi Uvaze nezélezi.)
> zde jsme za & ve (13.A.1) dosadili £ =x—uvr.
>> Nemusime snad doddavat, Ze o pohyb ve sméru osy x jde, kdyZ v> 0; pokud v < 0, jde o pohyb proti sméru osy.
53 . v ,v v v v . 5 soe s

Derivace podle y a z uz zde nepiSeme, protoZe na téchto soufadnicich B nezavisi.
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