K predndsce NFUF103 Elektfina a magnetismus prozatimni ucebni text, verze 0
12. Maxwellovy rovnice Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2020
Uvod

Maxwellovy rovnice

Dostavame se ke ,zlatému hrebu” celé prednasky — k rovnicim popisujicim obecné nestacionarni
elektromagnetické pole.

V kapitole o elektromagnetické indukci jsme tyto rovnice méli uz témér celé — ale zatim slo o rovnice,
které platily pouze pro kvazistacionarni déje.

Poznali jsme, Ze magnetické pole ovliviiuje pole elektrické. Zmény magnetického pole nutné
znamenaly, Ze musi existovat pole elektrické, pravé v tom tkvi podstata elektromagnetické indukce.
V kvazistaciondrnich déjich viak zmény elektrického pole neovliviiovaly pole magnetické.! Uvidime,
Ze v obecnych nestacionarnich situacich uz s vlivem elektrického pole na pole magnetické budeme
muset pocitat.

Vétsina z rovnic (8.17) nastésti mlze zlstat beze zmény, k jejich modifikaci nds nenuti zadné vysledky
experimentd ani teoretické Gvahy.? Ovéem rovnici, kterd vyjadfovala Ampériv zakon celkového
proudu, budeme muset doplnit:

rotH = ] <—— bude tieba upravit

divD = p
(12.1)
rot E +— = plati obecné
divB = 0

Otdzky, které nds v této kapitole cekaji, jsou tedy celkem jasné:

e Co nas nuti upravit prvni z rovnic (12.1)?
e Jak tuto rovnici upravit?

e Jaké ma tato Uprava disledky, tedy co z upravenych rovnic plyne?

Treti z uvedenych otazek rozhodné celou nezodpovime v této kapitole. Z upravenych rovnic, které
zndme pod nazvem Maxwellovy rovnice, totiz plyne veskeré chovani elektromagnetickych poli.> Na
co se ale v této kapitole podivame, bude energie elektromagnetického pole. Dalsi nesmirné dulezity
disledek — existenci elektromagnetickych vin a jejich vlastnosti — si schovame do nasledujici kapitoly.

! Presnéji receno, vliv elektrického pole na pole magnetické jsme neuvazovali, skutecné je v téchto situacich
zanedbatelny. Pro zdjemce odvodime podminky, za nichz Ize tento vliv zanedbat, v Dodatku B.

? Dané rovnice tedy dobfe popisuji to, co o obecnych nestacionarnich déjich zjistujeme pomoci experimentda.
® D4 se Fici, Ze této otdzce se vén uje samostatny predmeét Klasickd elektrodynamika, ktery budete mit v dalSim
roc¢niku. Kromé toho se ji zabyva rada ucebnic s nazvy typu Teorie elektromagnetického pole, Klasickd
elektrodynamika a podobnymi.
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12.1 Proc a jak upravit zakon celkového proudu

Ve staciondrnim a kvazistaciondrnim pripadé magnetické pole buzené proudem hustoty ]
odpovidalo rovnici
rotH = J . (12.2)

Jak uZ vime, tato rovnice je vyjadfenim Ampérova zakona celkového proudu, Sﬁlji-df =1,

c
v diferencidlnim tvaru. Pro¢ by se méla ménit?

Aplikujme na rovnici (12.2) operator divergence, dostaneme divrotH = diVj7, gilit

divi =0. (12.3)

Ovsem rovnice kontinuity fika obecné néco jiného:
0 -
—p+d|v1 =0. (12.4)
ot

Rovnice kontinuity pritom vyjadfuje zakon zachovani naboje, tedy néco, ¢eho se urcité nechceme
vzdavat. NemuUzZeme ji tedy nijak ménit — zménit se musi rovnice (12.2), aby byla s rovnici kontinuity
v souladu.”

Zkusme (12.2) modifikovat tim, Ze do ni néco pfidame. Uvazujme rovnici
rotH+7 = j (12.5)

a zkusme urcit nezndmy clen ? ®tak, aby (12.5) byla v souladu s rovnici kontinuity (12.4). Aplikaci

divergence na (12.5) ziskame divrot H +div? =div j, a odtud
%/_/

0
—div? +divj =0. (12.6)
Porovnanim s (12.4) vidime, Ze je potreba, aby

_divi = 22 (12.7)
ot

Hustota ndboje ale souvisi s elektrickou indukci: ,o:divlf).7 Derivaci podle ¢asu odtud ziskame

a—ngdivﬁz div@.8 Vztah (12.7) tedy dévé —div? = div@ a zjevné se nabizi volit ? :—@.
ot ot ot ot ot

Rovnice (12.5) pak bude

1 a[_j -
rotH - — = J . 12.8
P J (12.8)

S uvazenim toho, Ze div(rot @) =0 pro ,libovolny rozumny” vektor &.

> Ampérlv zakon (12.2) je s rovnici kontinuity (12.4) v souladu, jen pokud z—p =0, coz je stacionarni pfipad,
t

nebo pokud je 6_p tak malé, Ze je Ize zanedbat (coZ nastava v kvazistacionarnim ptipadé). My ale chceme
rovnice pro obecny nestacionarni pripad.

® Takhle se asi nikde v literatufe neznadi, ale pro¢ bychom si na chvili neznamy ¢len neoznadili po svém? ©
’Jde o jednu z rovnic (12.1), konkrétné o Gaussovu vétu; ta plati i v obecném nestacionarnim pripadé.

§Zde jsme zameénili derivace podle ¢asu a podle prostorovych proménnych.
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Rovnice (12.8) je opravdu spravnou Maxwellovou rovnici®a spolu s ostatnimi Maxwellovymi
rovnicemi adekvatné popisuje chovéni elektromagnetického pole na klasické Grovni.™

Interpretace: MaxwellGv posuvny proud

Dal by se dodatecny clen v rovnici (12.8) néjak nazorné interpretovat? MGzeme ho prevést na druhou
stranu rovnice; dostaneme tak

rotH = T+@ . (12.9)
ot

Clen %—? ted ,funguje” jako hustota jakéhosi proudu. V integralnim tvaru™ je (12.9) zobecnénim
Ampérova zakona celkového proudu:

c}SH-dF - |+J@-d§. (12.10)
J ) a

Je tento ,dodateény proud” v n&jakém smyslu skuteény? Caste¢né ano. Elektrickd indukce je dana
souctem nasobku elektrické intenzity a polarizace, D= EOE + P . Casova derivace je tedy
oD  0E 0P

Ep— + — .
ot ot ot

Druhy ¢len na pravé strané (znaceny zelenou barvou) je Casova derivace polarizace. Pfi zméné

(12.11)

polarizace se dipdly v dielektriku nataceji, ¢ili ndboje na ,koncich dipdlt“ se skuteéné posunuiji.*
Tomuto proudu se proto nékdy fikd posuvny proud. A zjevné jde o redlny presun naboja (byt
vazanych na dipdly), tedy o skutecny proud.

Prvni ¢len na pravé strané (12.11) (znaceny oranzové) je ale pfi zménach elektrického pole nenulovy i
ve vakuu, kde se Zadné skutecné naboje nepresunuji. Pfesto do rovnic patfi; navzdory tomu, Ze ve
vakuu se realné nic neposouva, se nékdy v analogii s posuvnym proudem v dielektriku

nazyva Maxwelltv posuvny proud ve vakuu. s i

Konkrétné se vliv tohoto ,proudu” projevi napftiklad v situaci podle obrazku. Proud
pritékd pfimym vodi¢em do horni desky deskového kondenzatoru. Kolem vodice je, jak
uz to zname, magnetické pole. Podobné je magnetické pole kolem vodice, jimzZ proud

odtéka ze spodni desky kondenzatoru. Jak je tomu ale v prostoru kondenzatoru a
kolem ngj? I

® Poznamka »pro stouraly“: Vyse uvedené teoretické odvozeni nemiZeme brat jako zcela rigordzni, pfipoustélo
by totiz moznost pridat k novému ¢lenu rotaci libovolné vektorové funkce. Asi by Slo rozvijet teoretické
argumenty, které by tuto moznost néjak omezovaly (pro stacionarni pfipad musime dostat zakon celkového
proudu, pfidany ¢len by musel vyhovovat rozmérove, coz by nebylo jednoduché zaridit, atd.), ale jednodusi je
prosté konstatovat, Ze rovnice (12.8) je spolu s ostatnimi Maxwellovymi rovnicemi v souladu s experimenty —
takZe tyto rovnice dobfe vystihuji redlné chovani elektromagnetického pole.

Tohle je dualezité: Maxwellovy rovnice popisuji chovani elektromagnetického pole klasicky — pro popis
kvantovych efektl spojenych s elektromagnetickym polem je pottreba prejit ke kvantové teorii, konkrétné ke
kvantoveé elektrodynamice. Klasicky popis nastésti vystihuje chovani elektromagnetického pole ve spousté
dlleZitych pripadi a situaci, od odpuzovani nabitych bréek aZ po vysilani, Sifeni a pfijem elektromagnetickych
vin. Navic jsou Maxwellovy rovnice v souladu se specialni teorii relativity.

" Ten dostaneme z (12.9) integraci pres néjakou plochu S a aplikaci Stokesovy véty; c je kfivka ohranicujici
plochu S.

2 Formalné se to projevi zménou velikosti vazanych nabojl tfeba na okrajich dielektrika.
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Ukazuje se, Ze magnetické pole je i vtéchto mistech. Kondenzator se pfritékajicim

proudem nabiji, elektricka intenzita mezi jeho deskami roste, tim padem roste i I éa
. B EET TR b e H
elektricka indukce D a ¢len J%)-d§ ve vztahu (12.10) tak budi magnetické pole ) 8
. e T

stejné, jako proud ve vodi¢i budi magnetické pole kolem vodice.™

Posuvny proud ve vakuu si mUZeme, ale nemusime predstavovat jako analogii i e (N ==
readlného proudu. V situaci, kterou jsme popsali, to vypada, jako by proud I pokracoval

»skrz kondenzator” ve formé posuvného proudu; ovsem prostorem mezi deskami kondenzdatoru
samoziejmé zadny naboj neprochdzi. Podstatné je, Ze magnetické pole se chova tak, jak popisuji
rovnice (12.9) resp. (12.10).

Maxwellovy rovnice v diferencidlnim tvaru

Konecné tedy mame kdispozici Uplnou soustavu Maxwellovych rovnic, které plati ve vSech
pfipadech: pro déje a jevy stacionarni, kvazistacionarni i obecné nestacionarni:

ot - 92— j
ot
divD = p
(12.12)
rotE +— = 0
divB = 0

Vs vz

Zkuste si sami rozmyslet vyznam jednotlivych rovnic*, dfiv ne? se podivate na dalsi ¢ast kapitoly.
(Napovéda: Mohou vam v tom pomoci integralni formulace téchto rovnic. | tém se budeme za chvili
vénovat.)

Pozndmka k nazvoslovi a nejen k nému:

Prvni dvé rovnice se nékdy nazyvaji prvni série Maxwellovych rovnic, zbylé dvé rovnice druhd série
Maxwellovych rovnic.

V rliznych ucebnicich se ovsem rovnice (12.12) daji najit i v odliSném poradi.

B Takhle je to v okoli kondenzatoru. Uvnitf kondenzatoru je situace analogickd jako uvnitf silnéjsiho vodice
protékaného proudem.

Y vétginu jsme jich ostatné poznali a diskutovali uz dtive.
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12.2 Diferencidlni a integralni tvar Maxwellovych rovnic

Pojdme porovnat diferencidlni a integralni tvary Maxwellovych rovnic a pripomenout si jejich

vyznam:
Diferencialni tvar Integralni tvar Vyznam
rotH — D =] SBH dF_J@ ds = | zobecnéni Ampérova zdkona
: ot celkového proudu
S
- P Gaussova véta
divD = P ?D.ds N Q (pGvodné elektrostatiky, plati obecné)
Faradaylv zakon
ot E oB 0 4)@ dF + d J-é S =0 elektromagnetické indukce
+— = . —_— . =
. dt S U d¥
ind. — T 4
dt
B B.dS =0 neexistence magnetickych
divB =0 (f monopall

Diferencidlni a integralni tvary Maxwellovych rovnic vyjadiuji tytéZ fyzikalni zakonitosti.™

Od diferencidlnich tvard prejdeme k integralnim samoziejmé integraci (pres uzaviené kfivky nebo

plochy) a pouZitim Stokesovy nebo Gaussovy véty.' Pfitom samoziejmé | = J]dg , kde S je plocha

S

ohrani¢end uzavienou kfivkou ¢, a Q = jpdV , kde V je objem ohranic¢eny uzavienou plochou S.
\%

Naopak od integralnich tvarll k diferencidlnim pfejdeme pomoci Stokesovy nebo Gaussovy véty

(pfevedenim integralniho tvaru vZdy do jednoho integrdlu pres plochu nebo pres objem) a vyuzZitim

toho, 7e integralni tvar musi platit pro libovolnou plochu, resp. objem."

B Nejsou to tedy jiné rovnice, jsou jen jinak vyjadrené.

' Uvédomte si, v kterych rovnicich pouzivame integraly pres uzaviené krivky (a Stokesovu vétu) a ve kterych
rovnicich integraly pres uzaviené plochy (a Gaussovu vétu) a zopakujte si, jak to délame. Pfechod od
diferencialnich tvar( k integralnim by pro nas nemél byt Zadnou zahadou a nemél by nam délat potize.

" Takhle obecné popsano to mozna vypada ponékud , krypticky” — provedte si to konkrétné pro jednotlivé
rovnice, bude to mnohem jasnéjsi. (UZ jsme to v nékterych pripadech délali dfive, napfiklad pro Faraylv zakon
elektromagnetické indukce v kapitole 8.3.)
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12.3 Maxwellovy rovnice — trochu blizsi pohled

Maxwellovy rovnice jsou pohybové rovnice elektromagnetického pole

Podivejme se znovu na Maxwellovy rovnice v diferencidlnim tvaru:

roth - 2 _ i (12.12 a)
ot

divD = p (12.12 b)

rotE+a—B =0 (12.12 ¢)
ot

divB = 0 (12.12 d)

Hustota proudu ] a hustota naboje p jsou v téchto rovnicich ,zdrojovymi €leny”: Proudy a naboje

budi elektrické a magnetické pole, Maxwellovy rovnice vystihuiji, jak je budi.

Trochu se to podoba situaci, kterou zname z mechaniky: Sila ovliviiuje pohyb hmotného bodu,

2=
a druhy Newton(v zakon md_! = F tika, jak jej ovliviiuje. Z tohoto zdkona miizeme vypocitat pohyb
t

hmotného bodu, proto jsme fikali, Ze druhy Newton(v zékon je pohybovd rovnice hmotného bodu.

Obecné jako pohybové rovnice oznacujeme rovnice, které umoZiuji vypocitat ¢asovy vyvoj néjakého
fyzikdlniho systému. V mechanice jde napfiklad o pohyb soustavy hmotnych bodld nebo tuhého
télesa. V pripadé elektrického a magnetického pole jde o &asovy vyvoj téchto poli.'® A pravé tohle
umoznuji vypocitat Maxwellovy rovnice. Proto mda dobry smysl Ftici, Ze Maxwellovy rovnice jsou
vlastné pohybovymi rovnicemi elektromagnetického pole.

V klasické mechanice soustav hmotnych bodl a tuhého télesa mély pohybové rovnice formu
obycejnych diferencidlnich rovnic, resp. soustav téchto rovnic. V pfipadé Maxwellovych rovnic jde o
parcidini diferencidlni rovnice.'® ReSeni parcialnich diferencidlnich rovnic je obecné sloZit&jsi
zaleZitosti, neZ reseni obycejnych diferencidlnich rovnic. Zde se proto omezime jen na konstatovani,
7e je Ize fesit*® a dodame nékolik zakladnich poznamek.

18 Tedy o to, jak se na rliznych mistech elektrické a magnetické pole méni s casem.

' parcialni derivace podle ¢asu jsou v nich okamZité vidét, parcialni derivace podle prostorovych proménnych
se ,skryvaji“ v operatorech divergence a rotace.

Na parcialni diferencialni rovnice jsme ostatné narazili uz v hydrostatice a hydrodynamice, ale to bylo jen
takové prvni setkani. Parcidlni diferencialni rovnici byla také napfiklad Laplaceova-Poissonova rovnice, ale tam
Slo jen o prostorové proménné, v Maxwellovych rovnicich jsou navic ¢asové derivace.

% Matematika umi ukazat, Ze (za ,,rozumnych podminek”) feSeni existuji a jsou jednoznacna. Aby feSeni bylo
jednoznacné, je oviem potreba zadat jak pocatecni podminky, tak okrajové podminky. (Pro dalsi podrobnosti
zde odkazeme na predmeét Klasickd elektrodynamika.) V pripadé slozitéjSich problému spojenych tieba

s technickymi aplikacemi se samoziejmé Maxwellovy rovnice dnes fesi numericky pomoci pocitaca.
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Vlastnosti Maxwellovych rovnic — a jesté k jejich vyznamu

Jedna vlastnost Maxwellovych rovnic je velice dlleZita: jsou to linedrni rovnice.”' To znamena, e
dvakrat vétsi hustoty proudu a naboje znamenaji, Ze budou dvakrat vétsi i intenzity a indukce poli.
A rovnéz, e soucet Fesenti je také fe$enim — jinymi slovy, Ze plati princip superpozice.

Dalsi vlastnost se tykd poctu rovnic a poctu neznamych. Rovnice (12.12 a) a (12.12 c) jsou vektorové,
kazda tedy ma tfi slozky. Dohromady je to tedy Sest rovnic, v nichz se vyskytuji Casové derivace; pravé
tyto rovnice uréuji ¢asovy vyvoj.”

Neznamych mame zdanlivé mnohem vic: vektory E, I3, H, B; kazdy vektor ma tii slozky, to dava
celkem 12 nezndmych. Ovsem dané vektory nejsou nezavislé. Svazuji je materidlové vztahy,
konkrétné v mékkém homogennim izotropnim dielektriku a magnetiku je

D =¢E

_ (12.13)
B=uH

(ve vakuu samoziejmé také, permitivita a permeabilita jsou tam &, a ). Takie neznamé jsou
vlastné jen dva vektory, ty maji dohromady $est slozek. Cili mame $est rovnic pro $est neznamych.

Zatim jsme zdrojové ¢leny Maxwellovych rovnic, j a p, brali jako pevné zadané. To mlze byt nékdy

pravda®. Casto oviem elektromagnetické pole naopak ovliviiuje pohyb nabojd (a tedy i proudy).
Plasobeni pole na naboje, jak vime, popisuje Lorentzova sila

F = q(E+Dx§). (12.14)
Toto se uplatiiuje napriklad ve fyzice plazmatu: proudy v plazmatu budi magnetické pole, to zase
zpétné plsobi na pohyb ¢asti, a tedy ovliviiuje proudy. Cely problém uzZ proto neni linedrni a chovani
systém( nabitych ¢astic a elektromagnetického pole tak mlze byt znaéné slozité.”

V zasadé ale miUzeme vzdjemny vztah pohybujicich se nabitych ¢astic a elektromagnetického pole na
klasické urovni charakterizovat konstatovanim

»Naboje a proudy fikaji elektromagnetickému poli, jak se ma chovat,

elektromagnetické pole ¥ikd nabitym &asticim, jak se maji pohybovat.“*

2 Nevyskytuji se v nich 7adné nelinearni ¢leny typu tieba E2 nebo E - B apod.

2 Jsou-li El, [31, |:|1, I§1 feSenim pro proudy L anaboje p, a Ez, [32, |:|2, I§2 feSenim pro proudy 172 anaboje p,,
pak FeSenim pro zdrojové ¢leny JZ + L a p, +p, isou E1 + Ez, f)l +D,, H, + |:|2, B, +8B,.

>V rovnicich (12.12 b) a (12.12 d) se &asové derivace nevyskytuji. Lze ukazat, Ze tyto rovnice sta&i splnit jen

v urcitém pocatecnim case, pak uz jsou diky ostatnim rovnicim splnény automaticky. Fakticky to znamen3, ze
(12.12 b) a (12.12 d) pouze kladou omezeni na pocatecni podminky, pro ¢asovy vyvoj je uz nemusime uvazovat.
O téchto detailech se vice dozvite v pfedndsce Klasickd elektrodynamika.

o Napfiklad, kdyz budeme mavat nabitym plastovym brckem nebo kouli van de Graaffova generdtoru nebo
(abychom vzali realnéjsi priklad), kdyz budeme znat proud, ktery tece anténou vysilace.

» Podivejte se tfeba na slunec¢ni protuberance nebo na to, kolik desetileti fyzikové vénovali tomu, aby zkrotili
chovani plazmatu v zafizenich typu Tokamak.

¢ 7de parafrazujeme znamy vyrok J. A. Wheelera tykajici se gravitace v ramci obecné teorie relativity:

»,Hmota fika prostorocasu, jak se ma zakfivovat, prostorocas rikd hmoté, jak se ma pohybovat.”
Ale ono to v nasi formulaci vzajemnou interakci nabitych castic a elektromagnetické pole také vystihuje.
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PFi naSem seznamovani s elektfinou a magnetismem jsme se nejprve zabyvali zvlast elektrickym a
magnetickym polem. Postupné jsme zadinali vidét, jak se vzajemné ovliviiuji.?’ V této kapitole jsme uz
nékolikrat pouZili vyraz, ktery je sjednocuje: elektromagnetické pole. Ktomu, Ze elektrické a
magnetické jevy jsou vzdjemné provazany a Ze jsou projevem jediné elektromagnetické interakce,
dospéli fyzikové postupné. My ted toto provazani vidime v Maxwellovych rovnicich: Jednoznacné
ukazuji, ze elektrické a magnetické pole od sebe obecné nejde odtrhnout — zvlast se mohou
projevovat jen v konkrétnich specialnich situacich.?®

Mohli bychom se ptat, jestli Maxwellovy rovnice (spolu se vztahem pro Lorenztovu silu) opravdu
poskytuji cely potfebny zaklad pro popis elektrickych a magnetickych jevi. Opravdu nejsou potreba
7adné daldi zakladni zakony?*® Co tfeba Coulombaiv zékon? Nebo zédkon zachovani naboje?

Ukazuje se, Ze Maxwellovy rovnice skutecné jsou dostateénym zdkladem. Naptiklad Coulombiv
zakon z nich odvodit 1ze®. A zakon zachovéani naboje — ten souvisi s rovnici kontinuity, takze staé&i
dokazat, Ze z Maxwellovych rovnic plyne ona. Podivejme se, jak na to.

Rovnice kontinuity jako dusledek Maxwellovych rovnic
Rovnici kontinuity jsme pouZili pfi Uvahach, jak upravit rovnici (12.2). TakZe neni prekvapuijici, ze
z Maxwellovych rovnic pujde rovnici kontinuity zpétné odvodit.

Je to jednoduché. Vyjdeme z rovnice (12.12 a):

ot — 22 _ j /div (12.15)
ot

Protoze div(rot H) =0 ' a operator divergence a parcialni derivaci podle asu Ize prohodit®?, dostaneme
a - =g -
- —(dIVD) = div] (12.16)
ot
Dal3i z Maxwellovych rovnic, (12.12 b), je div D= p . Po dosazeni do (12.16) dostaneme
0 -
- a(ID) =divj , (12.17)

coz uZ je kyzena rovnice kontinuity (12.4). Jejim integralnim tvarem je zdkon zachovani naboje —
takZe opravdu vidime, Ze jej Ize dostat z Maxwellovych rovnic.

Na druhou stranu, zdkony zachovani jsou tak fundamentalnimi zakony, Ze je rozhodné ma smysl
uvaZovat nezavisle na rovnicich popisujicich chovani poli. (Ostatné, zakon zachovani naboje plati i
v kvantové elektrodynamice, ktera chovani elektromagnetického pole popisuje Uplné jinak, nez
Maxwellovymi rovnicemi.)

% Tok naboju, tedy proud (ktery je ve voditi vyvolavan elektrickym polem) budi magnetické pole, Easové zmény
magnetického pole budi elektrické pole (elektromagneticka indukce).

8 Napfiklad, kdyz mame kousek od sebe v klidu dvé nabita plastova bréka... ©

*® Min&no na klasické trovni, jak uz jsme uvedli vyse, kvantovani elektromagnetického pole zde nechavdme stranou.
% To si ukazete v prednasce Klasickd elektrodynamika.

31 . v . , , v
Tohle plati obecné, viz prvni poznamku pod ¢arou na s. 2.
*2 prohodit s operatorem divergence, tedy s derivacemi podle prostorovych proménnych; uvédomte si, proc to lze.
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12.4 Podminky na rozhrani

Maxwellovy rovnice v diferencidlnim tvaru umoZnuji fesit, jaké pole je buzeno ve vakuu nebo
spojitém prostredi, kdyZz zname hustoty nabojl a proudl. Co kdyz je ale prostfedi vic a mezi nimi
existuji rozhrani?*® Rozhrani navic mohou byt nabitd, pfipadné po nich mohou téci ploéné proudy.
Pro tyto pfipady se hodi znat, jaké podminky elektrické a magnetické pole spliuji na rozhrani,
presnéji feceno, pri prechodu z jednoho prostredi do druhého. Uz jsme to fesili tfeba v elektrostatice,
nyni se na tyto podminky podivdme obecné.

Pomohou nam pfitom Maxwellovy rovnice v integralnim tvaru. Projdeme si je v poradi, v jakém jsme je
sefadili vyse, viz tabulku v ¢asti 12.2. Z kazdé rovnice vyplyne jedna podminka.

Podminka pro tecné slozky magnetické intenzity

Vyjdeme z rovnice

I}

$H-dr = j%—t-d§+ | (12.18)
C S
K¥ivku ¢ zvolime tak, jak ukazuje obrazek®*: ve tvaru malého obdélIniku; —
jeho strana délky a je rovnobéZnd s rozhranim, strana b na néj kolma.> H/V
Stranu b zvolime velmi kratkou a za chvili budeme navic limitovat b — 0, @ 5T i <.,

takZe v kfivkovém integralu zlstanou jen pfispévky od integrace po
stranach délky a. Obecné navic obdélnicek volime tak maly, Ze

®
i

magnetické intenzity Hl a I:|2 (tedy intenzity ,pod rozhranim®, neboli /
v prostiedi 1, a ,nad nim“, tedy v prostfedi 2) miZeme povaZovat po celé ﬁl
délce a za konstantni; podobné to bude s ostatnimi veli¢inami.*® .
Kfivkovy integrdl na levé strané (12.18) tedy da

$H-dr = H,-Fa+H, (-7)a, (12.19)

c
kde 7 je jednotkovy vektor te¢ny k rozhrani, jak to ukazuje obrazek. Pro vypocet pravé strany (12.18)

se nam bude hodit jednotkovy vektor kolmy na plochu obdélni¢ku. Oznaéime jej € ; plati, Ze
€ =7x0n, (12.20)

kde i je normdlovy vektor kolmy k rozhrani (také jednotkovy). Vektor € by na obrazku mifil kolmo
na plochu papiru smérem k ndm. Velikost prvniho ¢lenu na pravé strané mGzeme odhadnout jako

ab . (12.21)

= . oD
J.—-dS < maximum

Po limité b — 0, kterou udéldme, da tento ¢len nulu. Analogicky daji po uvedené limité nulu
prispévky k proudu I dané hustotami proudu J, a ], pod rozhranim a nad rozhranim.

* Tteba mezi dvéma dielektriky nebo mezi dielektrikem a vodicem.
** Rozhrani mezi prostfedimi 1 a 2 je zde zobrazeno v fezu.

> poznamka pro ,$toury”: Rozhrani samoziejmé nemusi byt rovinné. Ale na$ obdélni¢ek mizeme volit tak
maly, Ze vdaném méfitku je rozhrani prakticky rovinné. (Vyhneme se pfitom ostrym hranam a hrotiim.) Pokud
byste chtéli mit celou Uvahu a vypocet exaktnéji, miZete misto obdélnicku volit kfivku zakfivenou tak, aby
kopirovala zakfivené rozhrani. Vypocty budou trochu delsi a komplikovanéjsi, vysledek vyjde stejny.

*® Bez tohoto predpokladu bychom se mohli obejit, pocitat kfivkovy integral presné a pracovat pak se stiednimi
hodnotami velicin. Bylo by to exaktnéjsi, delSi, méné nazorné a vedlo by to ke stejnému vysledku. (Nechavame
proto na laskavych ¢tenaftich, aby si v pripadé zajmu provedli dané odvozeni sami.)
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Nenulovy mUze byt pfispévek od plosného proudu J tekouciho rozhranim. K proudu [ pfispiva jen
jeho slozka do sméru €, je tedy®’

|l =J-€a. (12.22)
Celkové tedy (po limité b — 0) dostdvame z (12.18) vysledek
(H,-7-H,-7)a=J-€a. (12.23)

Po vydéleni a pak navic miZeme provést jesté limitu a — 0, abychom vsechny veli¢iny dostali
opravdu vjednom bodé. Ve vysledku je$té vyjadiime € pomoci (12.20) a dostavame vyslednou
podminku

H-7-H, 7 = J-(Fxf) . (12.24)

Vidime, Ze

pokud rozhranim neprotékd plosny proud, jsou te¢né slozky magnetické intenzity spojité.*®

KdyZ rozhranim plosny proud protéka, pak spojité jsou slozky H ve sméru proudu (pro f||j)39.
Rozdil slozek kolmych na plosny proud je urcen vztahem (12.24).

Podminka pro normalové slozky elektrické indukce

Vyjdeme z Maxwellovy rovnice

@f)-d&f =Q. (12.25)
S
Jako plochu S zvolime povrch malého valegku (viz obrazek™), jeho vysku @ ﬁzf A
budeme nasledné zmensovat k nule. Tok elektrické indukce (integral v s—1n
(12.25)) tedy spocteme jako soucet tok( pres horni a dolni podstavu o
valecku:
$B-dS = (B,-i+D,-(-))S; , (12.26) @® ﬁ?‘
S

kde Sp je plocha podstavy a Ijl a f)z jsou vektory elektrické indukce v prostfedich 1 a 2. Naboj ve
vale¢ku je dan ploénou hustotou ndboje o na rozhrani:*

Q=0S;. (12.27)
Po dosazeni do (12.25) a vydéleni Sp dostavame vyslednou podminku

D, i-D,fi=0. (12.28)

Pokud rozhrani neni nabité, jsou normalové slozky elektrické indukce spojité.*?

Nespojitost normalovych sloZek elektrické indukce je rovna plosné hustoté naboje na rozhrani.

7 Slozka plosného proudu ve sméru 7 neprotece plochou obdélnicku. Slozka plosného proudu ve sméru € je
na plochu obdélni¢ku kolma. Rozmyslete si, Ze (12.22) dava pfi nasi volbé orientace vektoru € spravné
znaménko proudu do (12.18). (Pomoci vdm muZe obrazek a pravidlo pravé ruky.)

*Pro J =0 dava (12.24) H,-7-H,-7=0 = H,-7=H,-7.

3 Rozmyslete si, Ze toto z (12.24) opravdu plyne.

0 plast véletku protind rozhrani, spodni podstava je v prostredi 1, horni v prostredi 2. Ostatné, s timto
odvozenim jsme se uZ setkali v elektrostatice, tak ho nyni miZzeme zopakovat uz spise stru¢né.

o Valecek je maly, takze hodnoty veli¢in uvnitf néj a na jeho podstavach bereme jako konstantni. Pfipadny
objemovy ndboj k celkovému naboji Q nepfispéje, protoze po limitovani vysky valecku k nule da nulu.
*“Proc=0davé (12.28) D,-i— D,-fi= o = D,-fi=D,-f.
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Podminka pro tecné slozky elektrické intenzity

Pfi odvozovani nam bude zakladem Maxwellova rovnice

~ o od e~ -
<j>E.dr+—jB-dS =0 (12.29)
c dt S
Krivkou pro integraci bude opét maly obdélnicek; jeho vysku b budeme EZ
nasledné zmensovat k nule. Do kfivkového integralu tedy prispéji jen /
e g I @ ¢
pfispévky pres strany rovnobézné s rozhranim, takze: bt i R
] S i —>
— . — - — o N il =pp=c=s —>
@E-dr =E -Ta+E,-(-a. 12300 (O ., T
¢ >
Velikost integralu pies plochu S méizeme odhadnout jako® E1
d (5 .o B = : B
—jB-dS = || —-dS| < maximum|—| ab,
dt ot
S
coz pro b — 0 jde k nule. Z (12.29) a (12.30) tedy dostaneme vyslednou podminku:
E-7=E,7 (12.31)
Tecné slozky elektrické intenzity jsou spojité.
Podminka pro normalové slozky magnetické indukce
Tentokrat vyjdeme z rovnice
<J5I§.d§ =0 (12.32)
s — —>
Odvozeni bude analogické podmince pro normalovou slozku D : @ Bzf A
< n
§B-dS = (B,-fi+B,-(-))S, (12.33)
Z (12.32) a (12.33) dostdvame I§2 ‘N — gl-ﬁ =0, neboli vyslednou @ /I_?’
podminku !
B,-i=B,-f (12.34)

Normalové slozky magnetické indukce jsou spojité.

d s & (B &
* Plocha je pevna (neméni se s ¢asem), takie — j B-dS = I— das.
dt § ! ot
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12.5 Hustota a tok energie elektromagnetického pole

Jiz v kapitolach o elektrostatice a o magnetickém poli jsme zacali rozvijet predstavu, Ze elektrické a
magnetické pole maji energii a Ze tato energie je v prostoru rozlozena s néjakou hustotou. Pojdme se
podivat, jak je to s energii elektromagnetického pole v obecném pripadé.

Vyjdeme pfitom z Maxwellovych rovnic, tedy z pohybovych rovnic elektromagnetického pole.
Inspirovat nds mlzZe postup, jakym jsme odvozovali kinetickou energii hmotného bodu. Vysli jsme
také z pohybové rovnice (v daném pripadé z druhého Newtonova zakona) a pohybovou rovnici jsme
nasobili takovou veli¢inou, abychom na pravé strané rovnice dostali vykon.** Levou stranu jsme pak
upravili na derivaci ,néceho” podle ¢asu, a to ,néco” tedy musela byt energie. V ptipadé
elektromagnetického pole budeme postupovat analogicky, jen to bude pocetné trochu zdlouhavéjsi.

Odvozeni hustoty energie pole

Vyjdeme z Maxwellovych rovnic (12.12). Pro prehlednost si je zde prepiSeme a hned naznacime prvni
Upravu:

otk - 2 _ i /-E (12.35 a)
ot

divD = p (12.35 b)

otE+ 28 Z o (12.35 ¢)
ot

divB = 0 (12.35d)

Pro¢ nasobime rovnici (12.35 a) elektrickou intenzitou? Protoze ] E je objemova hustota vykonu.*

Na pravé strané (12.35 a) tedy po vyndsobeni bude hustota vykonu. A hustota vykonu musi souviset
s ¢asovou zménou hustoty energie.® Pfesnéji fe¢eno, s ¢asovou derivaci hustoty energie. Sta¢i nam
tedy vyslednou levou stranu rovnice upravit na derivaci ,,néeho” podle ¢asu — a to ,,néco” zfejmé
bude hustota energie elektromagnetického pole. ¥’

Z (12.35 a) po naznaceném nasobeni elektrickou intenzitou dostaneme
E-rotH-E-— = j-E (12.36)

Levou stranu této rovnice rozepiSeme ve slozkach (uZivame pfitom Einsteinovu sumacni konvenci),
a upravime:

vy oo du = . g . « s B =y
* Uréité si vzpomenete: rovnici mE: F jsme nasobili rychlosti v a na pravé strané ziskali F -v, coZ je

, . . ., . du oy L .
vykon. Z toho plynulo, Ze vyraz na levé strané, mv .E' musi byt casovou derivaci (kinetické) energie.

*Jde o vykon, kterym se zahtiva naptiklad materidl rezistoru, kdyzZ jim prochazi proud; viz kapitola 6. Ostatné
vzorec P =U -1 pro vykon na rezistoru si pamatujeme snad vsichni, a z néj se uZ hustota vykonu dostane rychle.

6 Vykon je zména energie s asem, po vydéleni objemem dostaneme hustoty, jak energie, tak vykonu.

* Jesté si budeme muset dat pozor na znaménko: kdyzZ se diky proudu a elektrickému poli zahfiva rezistor,
energie pole nebude zfejmé stoupat, ale klesat...
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E-rotH -E- P = Eigi'k%_ goﬁ'ﬁ =—¢5ukE A, _la(SOE‘E) = _g'ikEi%_ﬁ(léﬁ) i
ot ! OX; ot ! ox; 2 ot ! ox;  ot\2
Rovnice (12.36) tedy je (po vynasobeni —1):
o, E e a(lé-ﬁj - _j.E (1237)
OX: ot\ 2

J

Vidime, Ze hustota vykonu se nerovna pfimo ¢asové derivaci, je zde jeSté jeden Clen. Jeho vyznam
pozndme za chvili, az k rovnici (12.37) jesté néco dodame.

Budeme ted chvili upravovat rovnici (12.35 c), tu pro zménu vynasobime magnetickou intenzitou:*
- 0B -
rotE+— =20 / -H
ot

OB

Dostaneme H-rotE + H E =0 (12.38)
a podobné jako vy$e upravime jeji levou stranu:>°
Arot A8 e B g OB LA O LG ) _
ot 0X; ot OX; 2 ot ox; 2 ot
o, Ep, ﬁ(l.q gj
0x; ot\ 2
Rovnice (12.38) tedy je:
OE. 1- =
Ejik —H, + 2(—H -Bj =0 (12.39)
axj ot\ 2
Dostali jsme vysledek, ktery ma podobnou strukturu, jako (12.37). Rovnice (12.37) a (12.39) nyni
sefteme:
H E = = - 5 - =
gjikEia—k +(9HKLHk + 2(1 E-Dj + i(EH -Bj =-j-E (12.40)
6Xj 6Xj ot\ 2 ot\ 2
o(les.lh
*5(5 DoH ]
Prvni ¢ast levé strany (12.40) je
. 0 -
&5k s +gjik£Hk: jie| Ei s aE — Hi —(g“k ) ZdiV(ExH).
0X; OX; 0X; 8x OX;
Po dosazeni do (12.40) dostaneme vysledek:
div(ExH)+ 2 [TEB+1H.B|--].E (12.41)
ot\ 2 2
*® pfi Upravach jsme vyuZzili zndmého vztahu pro Levi-Civitlv symbol, &k = ~Ejik - Faktor % se ve vztahu

objevi stejnym ,,trikem*, jako v mechanice pri zavadéni kinetické energie.

* Ope Maxwellovy rovnice, v nichZ jsou ¢asové derivace, tedy upravujeme analogicky. Momentalné se mze
zdat, Ze pro Upravu (12.35 c) nemame zadny primy dlvod — ale jak uvidime, bude to Gprava velmi uzitecna.
(Také si muzete fici, Ze kdyZ uzZ jsme upravili rovnici (12.35 a), bude fér upravovat také rovnici (12.35 c), ,,aby ji
nebylo lito, Ze jsme na ni zapomnéli“ © ©.)

>0 p¥; Upraveé vyuzivame vztah Eijk =Ejki @ nasledné vzdjemné prejmenovavame indexy i a k.
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Vykon na pravé strané (12.41) se tedy nerovna jen ¢asové derivaci. Na levé strané je jesté dalsi Clen,

divergence vektoru ExH .Jeho vyznam se ndm ukaze za chvili, az pfejdeme k integralnimu vyjadreni
vztahu (12.41).**

Pro ¢leny v rovnici (12.41) si zavedeme zvlastni oznaceni:

w=1EDB+1A.B (12.42)
2 2
/= ExH (12.43)
Rovnice (12.41) pak ziska jednoduchy a prehledny tvar:
MW div. = —j-E (12.44)
ot

Vidime, ze se podobd rovnici kontinuity.** Jeji vyznam bude nazornéjsi, kdyz prejdeme k integralnimu
tvaru, tedy kdyz (12.44) zintegrujeme pres néjaky pevny objem V:

Ja—WdV+ fdiv AV = —j].Edv (12.45)
v at \% \
.y , v g ., . v oW d 53 ,
V prvnim ¢lenu prohodime pofadi integrovani a derivace podle ¢asu: J'Edv :_t IWdV .”> Druhy
Vv

\%
¢len upravime jako: jdiv 7 dV = (JS//*'-dSﬁ .>* Rovnice (12.45) pak ziska tvar
Vv S

d o= g - =

p dev ¥ gf./-ds - —J]-EdV (12.46)
— N
oznac¢ime W oznac¢ime P

Clen na pravé strané J-T-Edv =P je vykon, kterym elektrické sily napf. zahtivaji néjaky rezistor,
\%
obecné timto vykonem plsobi na pfitomné naboje a dodavaji jim energii.

V prvnim ¢lenu na levé strané (12.46) oznacime

W = jwdv. (12.47)
\

A jak vypada vysledek?

> poznamka pro zdjemce: Mozna by Slo vyznam odhadnout uz ze stdvajiciho tvaru. Divergence byva lokalnim
vyjadrenim toku néjaké veliciny z okoli daného mista (uvédomte si priklady, kdy tomu tak je), takie mizeme
tusit, Ze (12.40) vystihuje zménu hustoty energie jednak diky ,ztratam na teplo” a jednak diky tomu, Ze energie
muZe z daného mista odtékat nebo k nému pfitékat. Jasnéji to bude vidét z té integralni formulace.

, . . . O I , . .
>2 Jen zde, na rozdil od rovnice kontinuity pro naboj, a—’f+d|Vj =0, neni na pravé strané nula.

> Objem V je pevny (neméni se s &asem), takze to mizeme udélat.

> Vyuzivame pfitom Gaussovu vétu matematiky.
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Integralni formulace rovnice (12.44) nam vysla ve tvaru®

dw

= b dS —-P . (12.48)
T

Obé strany rovnice maji rozmér vykonu; W tedy musi mit rozmér energie. V pfipadg, ze /=0 , bude
dw

mit (12.48) tvar F = —P. Odtud je vidét, Ze W je energie, na jejiz ukor konaji elektrické sily praci

na zahfivani rezistoru nebo obecné na urychlovani elektrickych nabojl v daném objemu.

A energie ¢eho to miZe byt? Jediné elektromagnetického pole v daném objemu. Vidime tedy, Ze

W = J-WdV je energie elektromagnetického pole v objemu V.
\%

w=1E.D + 3 H-B je hustota energie elektromagnetického pole.

NI

Rovnice (12.48) oviem ukazuje, Ze energie elektromagnetického pole v objemu V klesa i diky ¢lenu
- q‘y/-dsﬁ. Jde zjevné o tok plochou ohranicujici nas objem. Pokles energie je tedy pfirozené
S

interpretovat tak, Ze energie elektromagnetického pole vytékd z daného objemu. (Pokud by bylo

95 dS < 0, bude energie do objemu naopak vtékat.) MGzeme tedy Fici, Ze
S

j.”/ﬁ- ds je tok energie elektromagnetického pole plochou S.
S

Vektor ./ =E x H , pfedstavuje hustotu toku energie elektromagnetického pole.

Nazyva se Poyntingtiv vektor.

Nékolik poznamek zavérem a pro shrnuti:

S hustotou energie elektrického a magnetického pole jsme se uzZ setkali
dfive. Trochu s nadhledem jsme tyto predstavy oznacovali jako ,Silené
myslenky”. Nyni vidime, Ze predstava, Ze elektromagnetické pole ma
energii, funguje i v obecném nestacionarnim pripadé. Tato energie m(ze
dokonce nékam téci. Pokud z néjakého objemu vytéka (viz obrdzek vpravo),
energie pole vtomto objemu se sniZuje. Pokud bude naopak pritékat,

energie vdaném objemu se zvySuje. (Energie mlZe samoziejmé také
jednou €asti plochy do objemu pfitékat a jinou vytékat.)

Hustotu toku energie vystihuje Poyntingdv vektor.>® V p#isti kapitole se snim potkdme u
elektromagnetickych vin, kde dobfe popise, jak prenaseji energii.

> Jeden &len jsme jesté prehodili z levé strany na pravou; usnadni ndm to interpretaci.
*®pro zajemce a Stoury: Otazku, zda Poyntiglv vektor uréuje hustotu toku energie zcela jednoznaéné, zde

nebudeme resit. Napfriklad pro staticka pole E a H, kterd jsou na sebe kolma, je Poyntinglv vektor nenulovy,
pfitom predstava, Ze zde tece energie, je ponékud uméla. Ovsem celkovy tok energie z daného objemu urcuje
integral z Poyntingova vektoru spolehlivé a bez probléma.
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Shrnuti

Maxwellovy rovnice:

v diferencialnim tvaru:

4 -
roth - 2 _ i
divD = p
rotE+@ =0
divB = 0
\

\

J

v integralnim tvaru:

vyznam:

gSdeF_ @ dS = | zobecnény Ampérav zakon
. t celkového proudu
s
(j)ljd§ =Q Gaussova véta
s
g_) R d J_ o Faradayuv zakon elektromagnetické
E-dr+—|B-dS =0 : d¥
indukce, U, , = — ——
C dt S Umd. dt
gSEdg =0 neexistence magnetickych monopdli
S

Podminky na rozhrani dvou prostiedi

H,-7-H, 7 =J.(fxf);

pokud rozhranim neprotéka plosny proud, jsou tecné slozky magnetické intenzity spojité.

Tecné slozky elektrické intenzity jsou spojité.

Normalové slozky magnetické indukce jsou spojité.

Energie elektromagnetického pole:

W:jwdv
\Y

D,-n— f)l- N = o ; pokud rozhrani neni nabité, jsou normalové slozky elektrické indukce spojité.

rovnice pro hustotu a tok energie:

v integralni formulaci:

hustota energie: W = % E-D+ % H-B

hustota toku energie: /= ExH (Poyntinglv vektor)
M | div./ = -j-E
ot
d_W:_CJSz/.ds”_p kde P:ﬁ-édv
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Dodatek 12.A: Maxwellovy rovnice pro statické, stacionarni a
kvazistacionarni jevy a déje
Shriime si strucné, které cleny z Maxwellovych rovnic ,vypadnou”, tedy budou nulové nebo zanedbatelné,
pro nékteré druhy jevl a déja.

Uplna soustava Maxwellovych rovnic (pro viechny d&je, tedy i nestacionarni):

S D
rotH — D =]
ot
divD =
B p (12.A.1)
otE+ 8 _ g
ot
divB = 0
Statické jevy (elektrostatika a statické magnetické pole). Nic nezavisi na Case, netece Zadny proud.
rotH =0, divD=p, TrotE =0, divB=0 (12.A.2)

Poznamka: Z rovnice rot E =0 plyne existence elektrostatického potencialu (tj. funkce @, pro

kterou plati E= —grad ¢) a z rovnice div D= p pak plyne Laplaceova-Poissonova rovnice.

Stacionarni jevy (napf. magnetické pole stacionarniho proudu). Nic nezavisi na ¢ase, mlzZe ale téci
Casové neproménny elektricky proud.

rotH = J
divD =
~ p (12.A.3)
rotE =0
divB = 0

Poznamka: Z prvni z téchto rovnic plyne divi = 0 aztoho pak prvni Kirchofflv zakon.

Kvazistacionarni déje. Clen 86_D Ize zanedbat®’; zmény elektrického pole neplisobi na pole magnetické.
t

Zakon elektromagnetické indukce se ovsem v téchto déjich uplatfiuje, tj. Casové zmény magnetického
pole pUsobi na pole elektrické.

rot H

=
divD = p
-~ OB (12.A.4).
rotE+@ =0
ot
divB = 0

> Kdy ho Ize zanedbat, rozebereme pro zajemce v Dodatku B.
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* Dodatek 12.B: Kdy Ize déj povazovat za kvazistacionarni (pro zajemce)

D - D -
Podivdame se, kdy lze clen 8_ v rovnici rotH —E:j zanedbat. RozliSime dva pfipady:

1) ve vodicich, 2) vné vodica.
Zanedbani 68_? ve vodicich

Uvnitf vodice se pfi kvazistacionarnich déjich clen %D zanedbdava vici hustoté proudu ] .Ta je dana

Ohmovym zdkonem ] = 7/E .*® Maximum hustoty proudu je Jn =7E,, kde E, je maximalni

velikost elektrické intenzity E .
Elektrickda indukce je D=¢E, obvykle bereme 8i£0.59 Jestlize proud je stfidavy s uhlovou

, . . . s . . . " oD
frekvenci w, méni se se stejnou frekvenci i elektrickd intenzita a indukce a maximum ¢lenu Fi resp.

jeho absolutni hodnoty, je @ D,,, ¢ili (po dosazeni vySe uvedenych vyjadreni) ptiblizné we, E, .

Kdyz rekneme, Ze chceme @ zanedbat oproti ] , coz symbolicky zapiSeme jako

‘a_D ) (12.B.1)
ot

max

< ‘]
max

IR s : " D _ = - .y

nemyslime tim, Ze by (12.B.1) mélo platit pro okamzité hodnoty E a ], ale pro jejich typické,

pripadné maximalni velikosti.®® Z vy$e odvozenych hodnot maxim tedy dostavdme pozadavek

weE, < J, =vE, .
Odtud okamzité plyne

w«<L . (12.8.2)

&g
Dosadime-li ¢iselné hodnoty (g, =8,8-107 N C*m™,  >10°Q'm™), vyjde ndm podminka pro
zanedbani €lenu s €asovou derivaci D konkrétné fadové

w < 107s™? . (12.B.3)

To je bohaté splnéno az do optickych frekvenci.

> Pfipomenime, Ze » =1/pR je mérna elektricka vodivost materidlu vodice. ( p, je mérny elektricky odpor.)

V Dodatku A kapitoly 6 jsme poznali, Ze pro vodice (od uhliku po stFibro) je Fadové y = 10%az 105 Q'm™.

> Literatura nas pouci, Ze pro kovy se obvykle bere relativni permitivita rovna jedné. Napfriklad pro grafit Ize
ovSem najit hodnoty relativni permitivity 10 aZ 15. (Poznamka: Permitivitu vodi¢ nemd smysl uvazovat

v elektrostatice, kdy je uvnitf vodice elektrické pole nulové. Ovsem pfi prichodu proudu elektricka intenzita ve
vodici neni nulova a v kvazistacionarnich déjich permitivita hraje roli.)

% Tohle je dileZitd dvaha. Rozmyslete si, Ze plati. Nazorné je to vidét tfeba na ptikladu sériového RLC obvodu.
KdyZ pozadujeme, aby tlumeni na rezistoru bylo zanedbatelné, také to mizeme vyjadFit poZzadavkem, aby
prislusny ¢len v rovnici byl zanedbatelny vici ostatnim — tedy fakticky, aby napéti na rezistoru bylo zanedbatelné
vici napétim na civce a kondenzatoru. Ovsem napéti na rezistoru je oproti napéti tfeba na civce fazové posunuto,
takZe ma smysl porovnavat amplitudy téchto napéti a ne okamzité hodnoty. (V okamziku, kdy je na civce napéti
nulové, na rezistoru je nenulové, presto lze celkové vliv napéti na rezistoru zanedbat.)
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Zanedbéni ‘Z_D vné vodic
1

Zde bude situace na prvni pohled zahadnéjsi. Vné vodicu totiz je T:O. V tomto pfipadé da prvni
Maxwellova rovnice

otd -2 _ ¢ (12.B.4)
ot

Naivné bychom frekli, Ze pokud ¢len (Z—D ma byt zanedbatelny, musi byt co do velikosti mnohem mensi,
t

< ‘rot I—T‘. Ale ouha, z (12.B.4) vidime, Ze % —rotH .

nez zbyly ¢len v rovnici, takze by mélo platit %D

Zjevné nemUzeme zanedbat — v(ci tomu, ¢emu se rovna! Tak jak to s tim zanedbanim je?
t

Abychom se v tom vyznali, podivejme se tfeba na z-ovou slozku (12.B.4):

oH
v Oy 9D, _ 0 (12.B.5)
O0X oy ot

N

oD H, 3 |FHy| &
ot O0X oy
V nasledujicim pfiblizném odhadu nahradime derivace podilem pftirlstki velicin, napfiklad
oD| |AD
ot| | at
a za At charakteristicky Cas, za ktery se veli¢ina vyrazné zméni, napfiklad mezi nulovou a maximalni

Zde uz vidime, vaéi cemu zanedbdvat: vici velikosti parcidlnich derivaci, tedy vici

. Pfitom za AD vezmeme charakteristickou velikost veli¢iny (v nasem pripadé elektrické indukce)

~
~

hodnotou. V p¥ipadé déj s frekvenci f to mlze byt perioda T.®* Za odhad velikosti prostorovych

derivaci H analogicky vezmeme AH , kde AX je charakteristickd délka, na které se hodnota H

AX

vyznamné méni — typicky to mlZe byt rozmér oblasti, v niZ provadime pokusy nebo v nizZ popisujeme

jevy, které nas zajimaji.®* ( AX nebereme jako rozmér ve sméru osy x, ale opravdu jako
charakteristickou délku.)

. D ..
Lze tedy konstatovat, Ze ¢len 8_ mUZeme zanedbat, pokud
t

AD AH
— < |— . (12.B.6)
At AX
Dobr3, ale co nam tento odhad rika?
Zatim moc ne, musime ho jesté doplnit o dalsi dvahu.
®1\ kvazistacionarnim pfipadé budou oH, a |9Hx prakticky stejné, 9D, | bude mnohem menéi.
OX oy ot

62 . /. v v . . P . vs v . .
Mohli byste namitnout, Ze spiSe polovina periody, ale v ivahach ,mnohem mensi nez“ se polovina ztrati.

63 Kdyz provadime skolni pokus s civkou napajenou stfidavym proudem, tak obvykle magnetické intenzita
vyrazné klesne, kdyz se od civky vzdalime o metr ¢i dva. Kdyz budeme popisovat rozvod stfidavého proudu ve
tridé, tak magnetické pole vodi¢t vné tfidy bude zfejmé vyrazné slabsi nez pole v tésném okoli vodica.
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V pripadé kvazistacionarnich déju v rovnici

otE+ 2 0 (12.B.7)
ot

i w . s . OB I .
zadny clen nezanedbdvdme. Ztoho muizieme usoudit, Ze ¢len — je co do velikosti srovnatelny
ot

oE
s velikosti derivaci 8_y apod. Mohl by byt i mensi.* Pokud derivace odhadneme délenim
X
charakteristickymi ¢asy a délkami, jako jsme to udélali vyse, miZeme odhadnout, Ze

AB
< (12.B.8)
At

A€
AX|

Pojdme ted konkretizovat, Ze jde o déje ve vakuu. V tom pfipadé je D= 5OI§, B= ,uol:| .Z(12.B.6)a
(12.B.7) dostavame

& AE| < AH| /Ax (12.B.9)
At] | Ax|
| AR] o |AE| /At (12.8.10)
’ At| AX| Ho

Po naznacenych Upravach z téchto vztah( vychazi

ﬁ‘ AE| < |aH| s &
At

0

&y

Odtud jiz okamzité dostaneme

(Ax) < i(At)2 : (12.8.11)
0/0

V pristi kapitole uvidime, Ze = c?, kde c je rychlost svétla ve vakuu. Vy3e jsme uvedli, 7e jako

Eothy
At je vhodné brét periodu T stfidavého proudu, ktery se vyskytuje v nasem déji. Ovsem cT = A1 je

vinova délka elektromagnetické viny odpovidajici frekvenci naseho sttidavého proudu.

Podminka (12.B.11) pak (po odmocnéni) ziskava velmi jednoduchy a srozumitelny tvar:

|AX| < 2. (12.B.12)

To znamena, Ze

déj miZzeme povaZzovat za kvazistacionarni, jestlize charakteristické rozméry naseho
experimentu, resp. déje, jsou mnohem mensi nez vinova délka elektromagnetickych vin
s frekvenci odpovidajici frekvenci stfidavych proudd v daném déji.

® Ale kdyby byl zanedbatelny, $lo by uz o stacionarni p¥ipad.
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