K prednasce NFUF103 Elektfina a magnetismus prozatimni uc¢ebni text, verze Oc
7. Magnetické pole stacionarniho elektrického proudu Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2020
7.0 Uvod

Magnetické pole stacionarniho elektrického proudu

Ze elektricky proud mGzZe ovliviiovat blizké magnety, fyzikové zjistili uz pfed dvéma sty lety. Podivame
se, jak to stim vlivem je a jaké magnetické pole kolem sebe vodite s proudem budi.? V nékolika
specialnich pripadech, napfiklad pro pole dlouhého rovného vodice, plijde magnetické pole urdit
snadno.? V obecném pfipadé se magnetickd indukce musi poéitat pomoci Biotova-Savartova zdkona —
pfi jeho odvozeni si uzijeme trochu matematiky a sezndmime se s veli¢inou, se kterou jste se zatim
zfejmé nepotkali: svektorovym potencidlem.® A pak uZ se dostaneme k magnetickému poli
konkrétnich vodicl. A poté k vécem jako magneticky obvod a indukcnost, a také k aplikacim.

A jesté jedna dlleZita véc: KdyZz proud plsobi na magnet, musi také magnet (tedy magnetické pole)
naopak plsobit na proud.?| tomuto plisobeni se proto budeme vénovat, a to pomérné brzo po
zacatku kapitoly.

Jaké otdzky nas k uvedené problematice mohou napadnout? Napfiklad:
e Jaké magnetické pole je v okoli vodice s proudem? Jaky ma tvar, jak je silné? Jaké pole budi
rovny vodic, jaké kruhovy zavit, jaké tfeba valcova civka?
e Jak pusobi magnetické pole na vodic s proudem? A jak na pohybujici se nabitou ¢astici?
e Plisobi na sebe dva vodice s proudem prostfednictvim magnetického pole? Jak?
e Jakou silou drzi podkovovity elektromagnet kus Zeleza, ktery drzi obéma podly?

e Ak cemu je vSechno tohle dobré? K ¢emu se to da vyuzit?

Na vSechno dojde, zatneme ale tim nejjednodussim: jak vodic¢ s proudem pusobi na blizky magnet.

1 Zatim se pfitom omezime na stacionarni elektricky proud.
2 podobné snadno, jako kdyZ jsme v elektrostatice poéitali pole pomoci Gaussovy véty.

3 Opravdu, takovd véc existuje a na ledacos se hodi, takZe stoji za to o ni védét, byt na stfednich $kolach o ni ve
fyzice téméf jisté ucit nebudete. (Na zakladnich $koldch také ne. ©)

4 Jinak by neplatil 3. Newtondv zakon.
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7.1 Oerstediv pokus, Ampéruv zakon celkového proudu

Oerstedlv pokus

V roce 1820 si dansky fyzik Oersted® béhem prednésky®, vsiml, Ze
kdyz zapnul proud do vodice, stfelka blizkého kompasu se pohnula.
Uvadi se, Ze to byl prvni pokus, ktery ukazal souvislost elektfiny a
magnetismu.

Pokusy tohoto typu se dnes na Skolach bézné ukazuji. Lze je délat i

s pomérné malymi proudy a s velmi jednoduchymi pomtickami.”

Jak vypadaji indukéni ¢ary kolem kusu pfimého vodice s proudem, jde ukazat sypanim Zeleznych pilin
na papir kolmy k vodici; je ale potfeba dostateéné velky proud.® Ukazuje se, Ze indukéni &ary jsou
soustfedné kruznice kolem vodice.

Ty Velikost magnetické indukce B zavisi pouze na vzdalenosti R od vodice a
samoziejmé na proudu I, ktery vodicem prochazi. (MUzZzeme to potvrdit
méFenim, ale plyne to uZ z valcové symetrie celé situace.’)

Jak indukce zavisi na vzdalenosti a na proudu, mdzeme vcelku pohodiné

zmérit pomoci smartphonu nebo tabletu. Priklad vysledk( takového

jednoduchého méreni uvadi Dodatek A. Méreni ukazuje, Ze magneticka
indukce je pfimo umérna proudu I a nepfimo Umérnd vzdalenosti R od vodice. KdyZz z indukce
spoéteme magnetickou intenzitu®®, plyne z méfeni pfekvapivé jednoduchy vysledek:

1

H=——.
27R

(7.1)

Ampértiv zakon celkového proudu
Vztah (7.1) mUZeme prepsat na tvar
27R-H =1 . (7.2)
To znamena, Ze pro magnetické pole pfimého vodice s proudem plati, Ze:
délka indukéni cary krat magnetickd intenzita = proud vodi¢em.

To je pozoruhodné! a mohlo by nas to pfivést na myslenku, zda to neni specidlni pfipad né&jakého
obecnéjsiho zadkona. A opravdu ano!

5> Hans Christian Oersted; pfijmeni se také pide @rsted.
6 Pry to bylo 21. 4. 1820.

7 Viz naptiklad autordv pfispévek ,Magnety a proudy” ve sborniku volné dostupném na
https://kdf.mff.cuni.cz/heureka/sborniky/DilnyHeureky 2018.pdf, s. 13-30.

& Minimalné nékolik ampér, radéji 10 az 20 A.

9 Poznamenejme, 7e valcova symetrie bude pfesnd pro nekoneéné dlouhy piimy vodi€. Takovy vodi€ sice v praxi
nebudeme mit po ruce ©, ovéem vysledky budou s dobrou pfesnosti platit v blizkosti dostate¢né dlouhého
vodice.

10 ve vakuu je H = E/#o , vizvztah (5.7) (B = u,H ) v kapitole 5.

1 A moznd to mliZe trochu pfipomenout vzdalené podobnou situaci z elektrostatiky: plocha sféry obklopujici
bodovy naboj krat velikost elektrické indukce v bodech sféry = ndboj uprostred.
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Ukazuje se, Ze pro magnetické pole buzené elektrickymi proudy ve vakuu plati Ampérav zakon
celkového proudu:

§H-ar =1 (7.3)
c
Zde c je myslend uzaviena kfivka a I je celkovy proud prochazejici I
plochou, kterou kfivka ohrani¢uje. * Proud bereme skladnym
. by e . . . . -
znaménkem, jestlize mifi tak, jak ukazuje obrazek, tedy podle pravidla JEA
pravé ruky. (Tj. ve sméru palce, kdyz prsty pravé ruky mifi ve sméru, AT H
kterym prochazime kfivku c.) kﬁ*

V ptipadé pole pfimého vodice, ktery jsme diskutovali vyse, da (7.3)

dfive ziskany vysledek (7.2)%3

Méreni pole pfimého vodice samozifejmé nestaci k odvozeni Ampérova zdkona, pro nas bylo jen
inspiraci. Ale proméfenim magnetického pole podél riznych kfivek nam muizZe ukazat, Ze plati i
obecnéji.t*

Z Ampérova zakona celkového proudu Ize odvodit i rovnici popisujici lokalni vztah magnetického pole
a hustoty elektrického proudu — ale to si nechame az do casti 7.3. této kapitoly.

12 Takovych ploch je samoziejmé mnoho — ale diky tomu, Ze jde o stacionarni proudy (a diky zdkonu zachovéni
naboje), je celkovy proud kteroukoli z téchto ploch stejny.

13 Kfivkou je kruznice poloméru R. H a d7 na ni maji stejny smér, takie H-dr = H di , kde |d17| =dl je délka
»kousku krivky”. Navic H =konst. na celé kruznici. Je tedy (ﬁﬁ-d? = §H~dl =H Cf)dl =27RH.

c c C
14 Jednoduché méfeni tohoto typu bylo popsano v piispévku autora a P. Kdcovského ve sborniku konference

Veletrh ndpadu uditell fyziky (s.64-73, konkrétné na s.65-68); dostupné online na
http://home.pf.jcu.cz/~vnufcb/CD/pdf/VNUF23 09.pdf.
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7.2 Plsobeni magnetického pole na vodic s proudem, Lorentzova sila

A
na pfimy vodi¢ s proudem I v homogennim magnetickém poli A A

A A

Z experiment( (i relativné jednoduchych) Ize najit, jaka sila pUsobi B’
A

A A

A A A A

sindukci B . Je-li vodi¢ kolmy na magnetickou indukci (viz obrazek), R " 7
pak velikost sily je ddana znamym vztahem T

F=BIIl, (7.4)

B

kde I je délka vodice. Sila je pfitom kolma jak na vodi¢, tak na

magnetickou indukci. Orientace sily se na SS drovni vét$inou uréuje
pravidlem levé ruky®®: KdyZ prsty levé ruky ukazuji smér proudu a
magnetické indukéni ¢ary vstupuji do dlané, pak palec ukazuje
smér, jimz miti sila. Formalné to mliZzeme zapsat pomoci vektorového soucinu. Sila na vodic je

F =7xBIIl (7.5)

kde 7 je jednotkovy vektor rovnobé&zny s vodi¢em. Tento vztah je dokonce jesté obecnéjsi nez (7.4);
plati totiz pro libovolny smér vodice.®

Vztah (7.5) udava silu na cely vodic, resp. ¢ast vodice, tedy silu pUsobici na vodi¢ ,globalné”. Pojdme
z néj odvodit, jak magnetické pole plUsobi lokdiné — tedy jaka je hustota sily.

UvaZujme maly kousek vodi¢e o prifezu S a délce .Y Proud je dén proudovou

hustotou j: / = j- S, navic proudova hustota ma smér 7, je j = jT . S
Upravou (7.5) dostavame: _, I
F =7xBIl =7xBjSI = jtxBSIl = jxBSI . (7.6)

Ovsem V=15 je objem vodice. Ze (7.6) tedy po vydéleni V dostavame hustotu sily:

oL jxs

~ |

(7.7)

V pfipadé, Ze je proudovd hustota dana pohybem nabitych &astic s hustotou naboje p, které se

pohybuji rychlosti v 18 je, jak uz vime, / = pv , takZze z (7.7) dostavame dulezZity vysledek

f=pUxB (7.8)

Po vyndasobeni malym objemem AV 4 vyuziti toho, Ze pPAV =4 je celkovy pohybujici se naboj
v tomto objemu, vyjde sila, kterou magnetické pole ptisobi na pohybuijici se naboj:

15 p¥esnéji: Flemingovym pravidlem levé ruky. (Pokud ho znéte v jiném znéni a funguje vam, tak ho tak poZivejte.)
16 Tedy nejen pro vodige kolmé na magnetickou indukci. Lze to samoziejmé ovéFit experimentalné.
17 Jako vodi¢ bereme maly vélegek, jehoZ osa ma smér hustoty toku proudu ]’, viz obrazek. 7 je jednotkovy
vektor ve sméru osy, plocha S je na néj kolma.
18 Mlze jit tfeba o proud elektron( z elektronové trysky, proud protont v urychlovaéi LHC nebo o volné
elektrony v médéném dratu (pak je U rychlost jejich driftu, viz pfedchozi kapitola).
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Touto silou magnetické pole plsobi i na jednotlivé castice. Ve skutecnosti je (7.9) zakladni vztah,
z ného? lze odvodit veskeré plsobeni magnetického pole na proudy pohybujicich se ¢astic a vodice
s proudem.

Ba co vic: (7.9) je vztah, kterym se ve skutecnosti definuje magneticka indukce B.1®

Vsimnéme si jedné dllezité véci:

Sila, kterou magnetické pole plsobi na pohybuijici se ¢astici, je kolma na jeji rychlost.

To znamena, Ze magnetické pole neurychluje ¢astici ve sméru pohybu, neméni tedy jeji kinetickou
energii; pouze zakfivuje jeji trajektorii.?°

A co kdyz na castici pusobi jak elektrické, tak magnetické pole? V tom ptipadé sily od obou poli

prosté seCteme, F = qE +qU x B. Vysledna sila,

F = q(E'JrﬁxE’), (7.10)

A A AAAAAAAAAAAAA A A AN

kterou na éastici plsobi elektromagnetické pole, se nazyva Lorentzova sila.?*

Pro naboje s hustotou o pohybujici se rychlosti U Ize z (7.10) jednodu3e? odvodit hustotu sily:

f=p(E+0xB) (7.11)

Vzajemné pusobeni vodica s proudem

Kdyz vodicem tece proud, budi kolem sebe magnetické pole. Toto magnetické pole m(ize plsobit na
jiny vodic, kterym také tece proud. Podivame se, jak je tomu v pfipadé dvou dlouhych rovnobéznych
vodica. Jejich vzdalenost oznadime R, proudy jednotlivymi vodici budou I, I,.

Problém budeme Fesit pro pfipad nekoneéné dlouhych vodicl. (V praxi tak F=?
dlouhé vodice nemame, ale v teoretickém feSeni ndm nic nebrani. ©) To ndm
MV . . . . L e I A AL
umozni spocitat dany problém jednoduse — a je rozumné predpokladat, ze
R
_>

19 D3 se jim také proméfovat: prosté do daného prostoru stfilite ¢astice zndmych néboji zndmymi rychlostmi a
divate se (resp. promérujete), jak pole zakfivuje jejich trajektorie. VSimnéte si, Ze ve vztahu (7.9) mame kromé
B samé veli€iny, které uz zname a umime méfit (silu, ndboj, rychlost). TakZe takto miZeme magnetickou
indukci opravdu fyzikalné zavést.

A samoziejmé se to pouziva také naopak: zaktiveni drah nabitych Castic v detektorech Castic treba v CERNu
slouZi k uréeni parametr( téch ¢astic.

20 ptipomerime, Ze elektrické pole maze jak zakFivovat trajektorii ¢astice, tak ji urychlovat ve sméru pohybu.
21 Spolu s Maxwellovymi rovnicemi je Lorentzova sila zékladnim vztahem popisujicim v rdmci klasické fyziky

chovani elektromagnetického pole a vzajemnou interakci pole a nabitych ¢astic. Navic tento vztah plati i pro
Castice pohybuijici se velkou rychlosti; Lorentzova sila presné popisuje vliv elektromagnetické pole na castice
i ve specialni teorii relativity.

22 Tak, ze (7.10) vydélime objemem V.
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vysledek dobfe popise silu mezi vodici konecné délky, pokud jejich vzddlenost bude mnohem mensi,
neZ délka vodi¢(.%
K nekonecné délce vodicl pro jistotu uvedme jednu samoziejmou poznamku: Je jasné, Ze sila

plsobici na nekoneéné dlouhy vodi¢ by byla nekoneénd.? TakZe to, co budeme chtit uréit, je sila
pUsobici na jednotku délky vodice, tedy na jeden metr.

Magnetickd intenzita buzend vodicem sproudem I ve
vzdélenosti R je déna vztahem (7.1)%, tedy H = I,/(2zR). I (YA

Magnetickd indukce v misté druhého vodiée je proto?®

Lol
= = (7.12)
27R
Na délku I druhého vodice s proudem I, plsobi podle (7.4) sila R

F=B,, 1,/ ¥ Najednotku jeho délky tedy pusobi sila

F II
= Ho Lty . (7.13)
[ 27 R
Pro proudy o velikosti jednoho ampéru a vodice vzdalené od sebe jeden metr (L=L=1A, R=1m)
dostadvédme F/I = 2:107 N/m. Tak byla je$té do roku 2019 v soustavé Sl definovéna jednotka ampér.?®

Z orientace magnetické indukce a z pravidla levé ruky® je vidét, Ze pro vodice, v nichz

y L . T R, L . Yy 11 1L
tedou proudy stejnym smérem, je sila pfitazliva. Stejné velkou silou samozifejmé ! ‘
plisobi magnetické pole druhého vodice na prvni vodi¢. ¥ 2 <7

-FF
Tato pritaZliva sila se projevi napfiklad i v proudu castic leticich jednim smérem,
napfiklad v proudu tekoucim v plazmatu.3! Tento efekt nastava tfeba v kanalu blesku,
ten je magnetickymi silami stlacovan do uzsiho prirezu. A
Y
1 12

Pokud maiji proudy ve vodicich opacny smér, vodice se od sebe navzdjem odpuzuji.

- —

-F F

2 A7 se nautime pocitat magnetické pole vodi¢l libovolné délky a tvaru (pomoci Biotova-Savartova zakona),
muZete si sami urcit pfesnou hodnotu sily, kterou na sebe plsobi dva vodic¢e koneéné délky a zhodnotit, jak
velké chyby se dopoustime tim, Ze je ted bereme jako nekonecné. V redlném pokusu ovsem k pfimym vodi¢im
konecné délky musi vést néjaké privody od zdroje; proud témito privody také budi magnetické pole ... tohle
vSechno by se pfi vyhodnocovani skuteé¢ného pokusu muselo vzit v vahu.

24 Tak pro¢ ji tedy vlastné pocitat, ze? Rekneme, Ze je nekoneénd, a mame hotovo. ©

25 7atim jsme jej vyvodili z pokus(, jak ukdZzeme dale, pro pfipad nekone&ného pfimého vodice jde jednoduse
odvodit z Ampérova zdkona celkového proudu.

26 Cely problém fesime pro vodiée ve vakuu. Pokud by byly ve vzduchu, magneticka indukce by byla nepatrné
vétsi, protoze magnetickou indukci by bylo tfeba nasobit permeabilitou vzduchu, & = 4, L, . OvSem relativni
permeabilita vzduchu se od jednicky lisi az na sedmém desetinném misté, to opravdu nemusime uvazovat.

27 Magneticka indukce pole od prvniho vodi&e je kolmd na druhy vodi¢, viz obrazek.

28 Ampér sice z(stava jednou ze zakladnich jednotek soustavy Sl, ale od 20. 5. 2019 je definovan tak, aby
elementarni ndboj byl ptesné e = 1,602 176 634x107%° C. (Touto hodnotou je ptesné definovan coulomb,
ampér je pak A =C/s.)
2% Nebo z vektorového soudinu napft. v (7.7).
30 T¥eti Newtondv zakon neni nijak narusen.
31 plazmové proudové vldkno se nazyva ,pin¢“, anglicky pinch, viz napftiklad informace na webu na
https://en.wikipedia.org/wiki/Pinch (plasma physics) nebo na
https://www.aldebaran.cz/astrofyzika/plazma/filaments.php .
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7.3 Rovnice pro magnetické pole, vektorovy potencial
Jak jsme jiz uvedli v kapitole 5, zakladni rovnici, kterou musi splfiovat magneticka indukce B je
divB =0 . 32 (7.14)

Druhou zakladni rovnici odvodime z Ampérova zakona celkového proudu (7.3):

cﬁﬁl-d? =] (7.15)
C
Na levou stranu pouZijeme Stokesovu vétu33. Proud I je celkovy proud plochou S, je tedy [ = f] .ds .3
S
Po dosazeni do (7.15) dostaneme
[ (rot )-dS = <ﬁﬁ1~df =1 =[j-ds
S c S
a po prevedeni na jednu stranu pak®®
[(rotH-7)-dS =0. (7.16)
S

Podstatné je, Ze rovnost (7.16) plati pro libovolnou plochu S.3¢ Jedinou moZnosti, jak toto splnit, je, Ze

nule se musi rovnat integrand, tedy barevné vyznaceny vyraz rot H — j v kulaté zavorce.*’

Pro magnetickou intenzitu pole stacionarniho proudu tedy plati rot H = ] .

32 ptipomerime, Ze tato rovnice vystihuje zasadni skuteénost, tykajici se magnetického pole: neexistenci
magnetickych monopala.

3 Cﬁﬁ-d? = I(rot 6)-d§ ; kfivka c je hranici plochy S, g je vektorova funkce, rota jeji rotace. Levou stranu
S

c

(7.15) tedy upravime na C.ﬁljl-d? = I(rotﬁ)-dg,
c N

34 Mohli byste se opravnéné zeptat: Pro¢ uvaZujeme jen prostorovou hustotu proudu? A co plo$né proudy nebo

X

proudy tekouci kfivkami? V nasem odvozeni ale za chvili prejdeme k tomu, jaka je situace ,lokalné“, v okoli
néjakého bodu, takZe plocha S bude jen malé ploska, takZe se s ni prosté vyhneme bodim, kde by proud tekl
po plochach nebo po kfivkach.

35 Navic jsme oba integraly pfes stejnou plochu S spaijili do jednoho, ale to u? je snad jasné.
36 Samozfejmé takovou, aby pFislusny plo3ny integral existoval.

37 Tohle je hrozné diileZity obrat! TakZe podrobnéji: Jestlize g je spojitd vektorova funkce a J.ﬁ .dS =0 pro

S
libovolnou plochu S, pres kterou integrujeme, nutné z toho plyne, ze a =0.

Dokazat to miZeme sporem: Jestlize by v néjakém bodé bylo g # 0, dejme tomu a >0, pak diky spojitosti by
muselo byt g >0 v néjakém okoli tohoto bodu. Plochu S bychom pak zvolili tak malou, aby se vesla do tohoto

okoli (a navic vhodné orientovanou, aby ds_ >0, dSy =0, dS, =0), integral by pak dal kladnou hodnotu, co? je spor.
(Pro odvozeni daného vysledku musi byt rot H —] spojita funkce, coZ zde predpokladame.)
Méné presné ale mozna nazornéji bychom mohli ke stejnému vysledku dojit nasledujici vahou:

Plochu S zvolme jako malou orientovanou plosku AS , tak malou, %e vektor G je na ni prakticky konstantni. Integral

je potom I G-dS = d-AS,takze je-li integral roven nule, musi byt G =0 (protoze AS Ize libovolné natodit).
AS
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Tato rovnice je tak vyznamna, Ze si ji zvyraznime:
rotH = (7.17)

ZdUraznéme, Ze plati pro magnetické pole stacionarniho elektrického proudu (a také pro pole
permanentnich magnetq, jimZ jsme se zabyvali v kapitole 5; v tom pfipadé diky neexistenci proud( je

rot H =0 .) V obecném pripadé nestacionarniho elektromagnetického pole budeme muset do (7.17)

doplnit je$té dalsi ¢len — ale zato tim vznikne dal$i z Maxwellovych rovnic!3® 3°

Ve vakuu plati, Ze B =,uoﬁ, takZe ze (7.17) dostdvame rovnici rotB = ,uoj. Podobné je tomu

v mékkém izotropnim magnetiku.*°

Celkové tedy pro magnetické pole staciondrniho elektrického proudu ve vakuu plati rovnice

divB =0 (7.18a)

rot B = ,uoj (7.18b)

Regenim téchto rovnic najdeme pole buzené elektrickym proudem. Ale jak najit fe$eni? Pom(ize ndm

nova veli¢ina — vektorovy potencial. #

Vektorovy potencial
Z elektrostatiky zname skaldrni potencidl ¢.V ¢em ndm tam zavedeni potencidlu pomohlo? Intenzita
vypoctend z potencidlu jako E:—grad(p automaticky splfiovala jednu ze zakladnich rovnic pro
elektrostatické pole, rot E=0. K Feeni ndm pak uZ zbyvala jen druhd rovnice, divE = plg,, znit

jsme odvodili Laplaceovu-Poissonovu rovnici pro potencidl, Ag =—p/e, .

Zkusme to podobné s rovnicemi (7.18) pro magnetickou indukci. To znamena, zkusme B vyjadrit
pomoci néjakého potencidlu tak, aby byla automaticky splnéna rovnice (7.18a). Tohle Ize udélat,

ovsem musi jit o vektorovy potencial 4.2 Magneticka indukce je pomoci néj vyjadrena jako

B =rot A4 (7.19)

Protoze plati div(rot;l) = 0 (pfislusnou matematiku viz Dodatek B), plyne ze (7.19) divB=0,

rovnice (7.18a) je opravdu splnéna.

38 TakZe jsme jim zase o krGiéek blize, hurd!

39V dalsi kapitole uvidime, Ze uZite¢nost rovnice (7.17) se kupodivu nebude omezovat striktné na pole
staciondrniho elektrického proudu. Pokud ¢asové zmény nebudou pfilis rychlé, tak dodatecny ¢len bude mozno
zanedbat. Rovnici (7.17) a vztahy z ni odvozené tak budeme moci pouzit napfiklad i pro magnetické pole
stfidavého proudu s frekvenci 50 Hz uzivaného v rozvodné siti.

%0 Jen misto 1, bude p = u, .

41 ptedem je jasné, Ze nds asi opét éekd ,trochu vétsi kousek matematiky”. Ale nezoufejte, zvlddneme to.
0Odménou ndm budou vzorce, kde B bude uréeno pomoci docela jednoduchych integrald.

“2 Jde o vektorovou funkci soutadnic, takie A = A(F).
8
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K magnetické indukci B uréité existuje vektorovy potencial 4.5 Stejné jako elektrostaticky

544

potencial ¢ nebyl uréen jednozna¢né®*, ani vektorovy potencial neni uréen jednoznaéné. Zde je

nejednoznacnost jesté vétsi; vektorovy potencidl je urcen ,,az na gradient libovolné funkce”.
Vektorové potencidly

A a A'=A+gradA,
kde A = A(¥) je libovolna® skalarni funkce, totiz popisuji totéZ magnetické pole, davaji tutéz
magnetickou indukci B:

B' =rot A’ =rot (A +grad A) =rot A+rotgrad A=rot A= B .*

Volnost ve volbé vektorového potencidlu miZeme omezit tim, Ze na néj klademe néjakou dalsi
podminku (tfeba proto, aby se nam snaze provedl néjaky vypocet). Mluvime o kalibrac¢ni podmince,

o volbé rliznych A popisujicich totéZ magnetické pole pak mluvime jako o rliznych kalibracich.
Rovnice pro vektorovy potencial
Rovnici (7.18a) mame tedy vyreSenou, zbyva ndm vyresit rovnici (7.18b), tedy

rotB = u, ] (7.20)

Dosadime do ni (7.19), tedy B = rot A a dostavame

rotrot A = ,uoj' . (7.21)

Levou stranu upravime svyuzZitim znamého vztahu ,rotace rotace je gradient divergence — laplace”
(viz Dodatek C):

graddivA4 — Ad = L] (7.22)

Diky volnosti ve volbé A mizeme poZadovat, aby platila néjaka kalibracni podminka. Zde se zjevné
hodi podminka

divAd =0 (7.23)

Po jejim dosazeni se (7.23) vyrazné zjednodusi a dostdvame vyslednou rovnici pro vektorovy
potencial:

A = —p,j (7.24)

Uvédomte si, Ze tato rovnice se podobd Laplaceové-Poissonové rovnici pro elektrostaticky potencial.*’
To s vyhodou vyuZijeme pfi jejim feSeni!

43 Viz Dodatek B, v ném je struéné pfipomenuta i matematika uZita v nasledujicich odstavcich.
44 Byl uréen aZ na konstantu.

4> Libovoln3, ale takova, Ze ma parcialni derivace do druhého Fadu a ty jsou spoijité, takZe ve smidenych parcidlnich
derivacich Ize zaménovat poradi derivovani — v tomto smyslu budeme slovo , libovolna“ pouzivat i dale.

46 protoZe rotace gradientu libovolné funkce je rovna nule, viz Dodatek B.

Y Ap=-ple,
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7.4 Biotuv-Savartuv zakon

Vektorovy potencial pole buzeného proudem

V rovnici (7.24) plGsobi Laplacellv operator na vektor A po slozkach; rovnice pro i-tou slozku je

A, = —p, j; . (7.25)

Tato rovnice je vypada prakticky stejné jako Laplaceova-Poissonova rovnice

48

Ap = -ple, .

Regeni této rovnice ale zndme — je jim elektrostaticky potencial buzeny rozloZzenim naboje s hustotou
p(7) dany vztahem

o(r) = J dV
4re,
4
Analogicky proto feSenim rovnice (7.25) je
A(F) = ’(r) av’ (7.26)
47z |r

Vysledek zapiseme ve vektorovém tvaru, a mame feSeni rovnice (7.24), tedy vektorovy potencial
magnetického pole buzeného (ve vakuu) stacionarnim elektrickym proudem:

AF) = 2> {(?:) av’ %0 (7.27)
4 |r - r’|
14

Je vidét, Ze se séitaji pfispévky od ,kouskd proudu” v jednotlivych elementech objemu.’! MGZeme
proto snadno analogicky napsat vztah pro magnetické pole buzené plodnym proudem®2

J(r)

A()—ﬂ |r 7

ds’ (7.28)

a pro pole buzené proudem tekoucim tenkym vodic¢em (tedy podél kfivky c):

A( )_ﬂ Iz'(r)dl, T(f)i” ,uOI dr’ (7.29)
4r 47z '

) |F=7 |7 =7

8 Jen misto 1/ &, ted mame g, zdrojem pole misto hustoty ndboje p je slozka hustoty proudu j; a misto
elektrostatického potencidlu ¢ je zde slozka vektorového potencidlu 4, .

49 Vztah pro potencidl jsme sice odvodili pomoci principu superpozice ze vzorce pro potencial bodového naboje,
ale kdy? je to spravny vztah pro potencial, musi byt fe$enim spravné rovnice pro potencial. (Ze opravdu je
reSenim, by Slo ovérit pfimym dosazenim do Laplaceovy-Poissonovy rovnice, ale bylo by to trochu zdlouhavé.)

50 | ze ovéFit (zde to ale délat nebudeme), Ze vektorovy potencidl (7.27) splfiuje kalibraéni podminku (7.23).
51 plati zde tedy opét princip superpozice. (Uvédomte si, Ze neni divu; je to disledek toho, 7e rovnice pro A je linearni.)
52 )de o proud tekouci po plose, pfedstavte si tfeba proud tekouci tenkym plechem. J je plodna hustota proudu.
>3 7 vektor te¢ny ke kfivce, ,kousek kiivky“ je 7(¥")dl' = dF" .

10
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Vypocet magnetické intenzity

Ze znamého vektorového potencialu uz mizeme urcit magnetickou indukci podle vztahu B=rtot A , .

B(7) = rot A(F) = 42 ror |ﬂﬂﬂw
7w r—r
4

Vypodet rotace provedeme pro i-tou slozku magnetické indukce: >*

g ., —k = 2 o o
k k — k E—
Y ox, 4r Y ox; |r—r’| 4 YE Bx . |r—r'|
. J e,
V

luo a 1 P ' /u() 1 By '
Lo lle, —| —— av' = = d av
4 Eijk 8x.[|7—?’|J Ji (") 4ﬂJ{gra (|F—F'|]x](r):|.

Vv Vv

BI(I—;) — a14[{ _ ﬂ a .]k(r) dVr — /’lo a .]k(r)

J i

Gradient v poslednim vyrazu umime vyjadfit *°. Vysledny vztah pro magnetickou indukci zapsany
opét vektorové tedy je>®

B(F) = Ho lﬂ%ﬁg%ﬁldyq (7.30)
Ar |r —r'|
V

Toto uZ je kyZeny Biotliv-Savartlv zakon, ktery urluje magnetické pole buzené (ve vakuu)
stacionarnim proudem.

Pro plosny proud analogicky vychazi

. j =1 = = '
By = Lo | JUXCT) 4o (7.31)
A7 |7 =7
a pro proud tekouci tenkym vodi¢em (tedy kfivkou c) pak
-~ ] d—’l = _ =
B(r) = L& rx(r—r) 57 (7.32)

ar ) [F-7P
c

| tento vztah byva oznaovan jako Biotlv-Savart(v zdkon.>®

54 Opét jde o vypodet na trochu vic krok( — ale kdy? si je projdete postupné, tak se v nich jisté zorientujete.
Uzivame tu Einsteinovu sumacni konvenci (tj. pres opakujici indexy se scitd). Vlastnosti Levi-Civitova symbolu
&k uvadi Dodatek B. Pfi Upravach prohazujeme parcidlni derivaci podle x;s integralem a vyuzivame toho,

Ze vzhledem k parcidlni derivaci podle x; je ](;7’) = ](xl’, x5, x}) konstantni — musime rozliSovat ¢arkované a
necarkované souradnice!

!

;.'
";

| _
6 Znaménko minus se ,ztratilo”, protoze jsme piehodili pofadi ve vektorovém souéinu.
57 Kousek proudu®, ktery byl v (7.30) j(#")dV' av(7.31) J(#)dS' je zde I dF', viz Gpravy v (7.29). Vysledky
(7.31) a (7.32) bychom také mohli odvodit ze vztaht (7.28) a (7.29) podobné, jako jsme odvodili (7.30).
58 Historicky byl nejprve vyvozen z experimentd.

1 F
55 Uz v elektrostatice jsme pfi vypoctu intenzity z potencialu uZivali vztah grad(lﬁ 4|j = - a’|3 .
r—r Vd

11
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7.5 Magnetické pole vodicli s proudem

Obecny vztah pro vypocet pole buzeného vodi¢éi mame hotovy, spocteme tedy pole nékterych
konkrétnich vodi¢t s proudem. Ve véech pfipadech pljde o pole ve vakuu.>®

Kruhovy zavit — pole ve stfedu zavitu

o)

=y
(—1

Kruhovym zavitem poloméru R protéka proud I; magnetickou indukci B
chceme urdit ve stfedu zavitu, viz obrazek. Vypocet podle vztahu (7.32)
je jednoduchy:

Bod, vném? uréujeme B mé polohovy vektor 7 =0 ©, je tedy 7 — 7 =—F' a |17—77’ =|l7'|=R.
Vektor ,infinitesimalniho posunuti podél kfivky, dr' =7 dl', je ve vech bodech kolmy na 7’ a
vektorovy soucin dr'x (¥ —7") = —dr'x ' = F'x 7 dl' je kolmy na rovinu zavitu a ma velikost Rdl’.

Jetedy dr'x(F —F")=Rdl'n , kde n je jednotkovy vektor kolmy na rovinu zavitu. ®

Po dosazeni do (7.32) pak po Upravach dostavame:
= I | di'x(¥ —F I (Rdl'n I .
B(r)zlu() er(r V) :lUO f dln — /’losz‘dI!:
4 |17 —17’|3 4 R? 4zR*>

c

Al G onr = Hly
47R 2R

c

Magneticka indukce tedy mifi ve sméru osy zavitu a jeji velikost je

g =l (7.33)

2R

Viimnéte si té%, 7e orientaci B mdzeme uréit pomoci pravidla pravé ruky: prsty ukazuji smér proudu
a palec ukazuje smér magnetické indukce.

Kruhovy zavit — pole na ose zavitu®?

Pocatek soustavy souradnic umistime do stfedu zavitu, osa zavitu bude
osou z. Magnetickou indukci uréime ve vzdalenosti z od stfedu zavitu,
bude tedy 7 =(0,0,z). Body vodi¢e zavitu jsou urceny vektorem

7 =(Rcos @, Rsin @, 0); odtud:
dr' = (-Rsinpdep, Rcospdp, 0) I /
F—7" = (=Rcosp,—Rsing, z) X

di'x (7 —7") = (zRcospd@, zRsinpdp, R* dp)

-7 = VR + 2

% Pfipadné v mékkém izotropnim magnetiku, ve vysledcich se jen M, Zménina g .
60 pogatek soustavy soufadnic zvolime ve stiedu zavitu.

61 Rozmyslete si s pomoci obrazku, Ze ve zde uvedené plati (a Ze to neni nic, co bychom se museli ugit
nazpameét, ale snadno to z obrazku ,,vykoukdame®).

62 Bylo by jist& pékné umét spoéitat i pole mimo osu zavitu, ale to bohuZel uz zdaleka neni tak jednoduché.
(Pokud to budete potfebovat v néjakém konkrétnim bodé, mlzete integraci provést numericky.)

12
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P¥i vypottu podle vztahu (7.32) daji x-ova a y-ova slozka B nulu. Pro B_ dostavame

N R*d 1,1 R? I R?
B.(0,0,2) = - o = f dp = 22— (7.35)
Az ) (R*+z%) A7 (R* +z%) 2(R*+z27%)

0
¢

Pro bod ve stfedu zavitu, tedy pro z =0, vychazi B_= yOI/(2R), tak jsme to dostali vyse.

Magneticky moment smycky s proudem (v pfripadé kruhového zavitu)

2

oy . . . v IR . .
Pro z > R, mlZeme ve jmenovateli (7.35) zanedbat R oproti z, takie B = /102_3 Po Upravé pak:
z

u,I R’ _i2(ﬁR3)1 My 281 _ M 2m

B= -
273 47 z3 dr 2 Ar 2P

) (7.36)

kde S =7R* je plocha smy¢ky a

=SI (7.37)

je magneticky moment smycky s proudem®. Daleko od kruhového zavitu je magnetické pole stejné,
jako pole dipélu®. Vysledek (7.37) ndm to ukazuje jen na ose kruhového zavitu®, plati to v3ak
obecné, pro libovolnou smycku s proudem®. Vztah pro magneticky moment mlZeme pouZit i
k urceni sily a momentu sily plsobici na smycku s proudem ve vnéjsim magnetickém poli.

Solenoid

Solenoid je valcova civka. Sestdva z mnoha zavitl vinutych tésné u Af\f e \.‘ 1l
. Y oy vy , Rf‘\\ "w‘lluu" ‘\
sebe. Pole na ose solenoidu konecné délky mlGzeme urcit integraci .‘ 1] r i
vztahu (7.35). U| IJ‘I |j|t (
U\ \ ITRY, |\

Délka solenoidu je I, pocet zavitl n, na jednotku délky pfipada n zavitl ;

:n/l zavitl, na délku Az’ tedy pripadd N Az’ zavitd, kazidym ]

z nich prochazi proud I. 8 Polomér zavitd je R.

83 Jde o Ampériiv magneticky moment.

64 pFesngji Feceno, v limité » — oo jde k poli dipdlu.

85 Porovnejte vysledek (7.36) napf. se vztahem pro intenzitu elektrostatického pole elementarniho elektrického
dipolu.

% D{ikaz pro obecnou smy¢ku je trochu zdlouhavéjsi a nebudeme ho zde uvadét; laskavého &tendfe odkazeme
na literaturu nebo na prednasku Klasickd elektrodynamika ve 3. ro¢niku. Obecné je magneticky moment i pro

nerovinné smycky (se staciondrnim proudem) definovan jako m =1 Idg , kde plocha S je libovolnd plocha, jejiz

hranici je dana proudova smycka. (Lze dokazat, Ze na volbé plochy nezalezi.)

7 MoZna vam vadi, Ze NAz’ muzZe pro malé Az’ dat méné neZ jeden zavit. Oviem fakticky ndm pujde o proud
pripadajici na danou délku, ten je ] NAz'. TakZe si mlZeme predstavit, Ze mame vedle sebe spoustu zavit(
s vySkou Az’ a kazdym protéka proud 7 NAz' — a takovych zavitd mame ,skoro nekone¢né mnoho*, proto
muzeme k vypocCtu pouzit integral. Vypocet pomoci integralu by se zfejmé nehodil na fidce vinuty solenoid,
napfiklad o priiméru 5 cm, kde by na délku 10 cm ptipadaly dva zavity; tam bychom zavity ani nemohli brat jako
kruhové smycky, protoze by mély pfilis velké stoupani. Ale pro husté vinuté solenoidy da vypocet, ktery nyni
provedeme, dobry vysledek.

13
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Pocatek soustavy soufadnic zvolime uprostied solenoidu, osa z mifi podél osy solenoidu (viz obrazek).
Magnetickou indukci budeme uréovat na ose, v bodé 7 = (0,0, z), soufadnici zavitu ozna¢ime z'.
Vztah (7.35) pro indukci na ose kruhového zavitu da pro ¢ast magnetické indukce AB buzené zavity
na délce Az’ ®8 vysledek

U, R IN AZ'

AB_(0,0,z) =
Z( ) 2(R2+(Z_Z!)2)3/2

69 (7.38)

Celkovou magnetickou indukci ziskdme integraci

12
U, IN J R* dZ'

BZ (0’ 0’ Z) = 2 (R2 + (Z! _ Z)2)3/2

-1/2

Integral vypolteme pomoci substituce z'—z = R tg@, vyznam ¢ viz

obrazek. Substituce dava’

1/2

R>d7’ ~ | TEH 15
= | cospdp = sin@, —sino, ,
j (R2+(Z!_Z)2)3/2 ¢'!: go ¢ gDZ gDI

-1/2

takZe vysledna indukce od celého solenoidu je

IN i
B.(0,0,z) = ﬂoz (sing, —sing,) . "* (7.39)
Pro hodné dlouhy solenoid (I >> R) a mista pobliz stfedu solenoidu je 12 172
@, =7/2 a g =-rx/2,atedy sing, =1, sing, =1, takze /
B.(0,0,z) = u, IN . (7.40)

Ze (7.39) je také vidét, Ze pro bod na ose na konci solenoidu’ je indukce polovicni ( g, IN /2) nei
uprostied solenoidu.
Pro nekonec¢né dlouhy solenoid (/ — o) dava (7.40) presny vysledek. Dokonce je vtomto pfipadé

stejné velka i magneticka indukce mimo osu — za chvili si to zdlivodnime pomoci zdkona celkového
proudu.

68 Tedy z4vity se z-ovou soufadnici v rozmezi (z',z' + Az"), pfitom pfedpokladdame Az’ velmi malé.
69V (7.35) byla |z| vzdalenost bodu, kde uréujeme B, od stfedu zavitu; nyni je touto vzdalenosti |z —z'|.
e R®+(z-Z2') =R’ (1 + tgz(p) = R?/cos’p a dz' = R (1/ cos’p)dg . Uhly bereme kladné, kdy? jdou od

svislé osy ve sméru hodinovych rucicek; thel ¢, je zéporny, ¢, <0.

717 obrézku je vidét, Ze sing, = (I/2—z)//(1/2—z)’ + R> , podobné sin g, .

72 Napfiklad na pravém konci, z=1/2, sing, =0.

14



K prednasce NFUF103 Elektfina a magnetismus prozatimni uc¢ebni text, verze Oc
7. Magnetické pole stacionarniho elektrického proudu Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2020
7.5 Magnetické pole vodict s proudem

Vypocet magnetického pole pomoci Ampérova zakona celkového proudu

Pomoci zdkona celkového proudu mizZeme pole spocitat v pfipadech, kdy ma néjakou symetrii a
predem vime, jaky ma smér.

Nekonecny pfimy vodic I A
Vysledek uz zndme ze zacatku kapitoly — ukazme si, jak se da ze zakona 7’3
celkového proudu odvodit jednoduse. Myslenou kfivkou bude kruZnice o [RSER

poloméru R, viz obrazek.”® Magneticka indukce Bi magneticka intenzita H
mifi ve vSech bodech kfivky ve sméru tecny ke kruznici, H ||dF . Navic H mé ve viech bodech krivky

stejnou velikost. Je tedy(_ﬁﬁlfl-d}7 = CﬁHdl zHngl =27R H . Podle zdkona celkového proudu se

tento integral rovna proudu I, ktery tece vodicem. Odtud H II/(27Z'R), a protoze B = u H , je

vysledna magneticka indukce
1
B = tht (7.41)
27 R

Stejny vysledek samozifejmé dostaneme i pfi vypoctu pomoci Biotova-Savartova zakona.

74

Pole uvnitf (nekonec¢né) dlouhého solenoidu

Uvniti nekoneéné dlouhého solenoidu md pole smér osy solenoidu.”

DulezZité je, Ze vné solenoidu je magneticka indukce nulova. Pro¢ tomu
tak je? Magneticky tok @ prochazejici vnittkem velmi dlouhého
solenoidu se musi z jednoho konce vracet vnéjskem do druhého konce.
Tento tok se ovSem rozloZi na hodné velkou plochu, takZze B je prakticky

rovno nule; pro nekonecny solenoid je zcela nulové. Alternativné je toto
chovani vidét, kdy? se na solenoid divdme jako na velmi dlouhy permanentni magnet.”®

Myslenou kfivku, podél niz budeme integrovat H , si zvolime ve tvaru obdélnika (v obrazku je
zobrazena carkovanou carou). Vintegralu (ﬁ]—?-df da nenulovy prispévek jen strana obdélnika uvnitt

c

solenoidu rovnobéind s jeho osou””:
gﬁﬁl-d? =H-l. (7.42)
C

73 Vodi¢ je osou této kruZnice.

74 Viz Ulohu http://reseneulohy.cz/472/magneticke-pole-dlouheho-primeho-vodice-s-proudem v elektronické
Shirce feSenych Uloh. Tam je spocten i vysledek pro vodic¢ konecné délky. Z néj vyplyva, Ze pro vodi¢ délky I je
magneticka indukce na ose dratu (ve vzdalenosti R od dratu) dana vztahem (7.41) ndsobenym 1//1+(2R/[)* .

Prol=10 R je tedy oproti hodnoté pro nekonecny vodi¢ mensi jen asi 0 2 %, proto jsme mohli na za¢atku
kapitoly vychazet z vysledkd pokus méficich B blizko rovného vodice, i kdyZz nas vodi¢ nebyl nekoneény.

7> To plyne ze symetrie dané situace — jiny vyznaény smér v této situaci neni a neni zadny diivod, pro¢ by pole
uvnitt nekoneéného solenoidu mélo mitit nékam Sikmo. U konec¢ného solenoidu pobliz konc nemusi byt

v bodech mimo osu magneticka indukce rovnobézna s osou, ale mizZe byt nato¢ena smérem k okraji solenoidu.
V nekonecném solenoidu je ale okraj solenoidu nekonecné daleko, takze z kteréhokoli bodu uvnitf solenoidu
bychom ho vidéli ve sméru osy.

76 Magnetickd mnoZstvi“ tohoto magnetu jsou na koncich solenoidu; maji koneénou hodnotu, ale jsou
nekonecné daleko — takZze magneticka intenzita a tedy i indukce od nich je rovna nule.

77 Rozmyslete si, proé. (Také si uvédomte, ze H = konst. uvnitf nekoneéného solenoidu, a pro¢ tomu tak je.)
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7.5 Magnetické pole vodict s proudem

Podle zakona celkového proudu se 4}1—7 -d7r rovna celkovému proudu prochazejicimu plochou obdélnika

ohrani¢eného kFivkou c¢. ObdéInikem prochazi N -[ zavitd solenoidu’®, takze celkovy proud je N[ 1. Ze

(7.42) a zdkona celkového proudu tedy dostavame

Hl= §H-dF =1, =NII,

takze H = N -1 a magneticka indukce B =y, H je

B=uNI. (7.43)

Samoziejmé jsme dostali stejny vysledek jako pfi integraci pres kruhové zavity, viz (7.40), ale vyrazné
jednodussim postupem.” Pro dlouhy solenoid délky I, ktery mé n zavitt, mGZeme (7.43) pfepsat jako

B:“OT”[_

Takto velkd magnetickd indukce je v kterémkoli bodé uvnitt nekonecného solenoidu — v nekone¢ném
solenoidu je magnetické pole homogenni.

(7.44)

Pole uvnitf toroidu

V toroidu maji magnetické indukéni &ry tvar kruznic.® Materidl toroidu

byva vétsinou z magneticky mékkych izotropnich materidli o velké

81

relativni permeabilité x4 °', takie magnetické indukéni &ary se

soustfeduji vtomto materidlu. (Mluvime o jddru toroidu.) Velikost \ '. \ f] ;

magnetické intenzity zavisi jen na poloméru R indukéni ¢ary. jo ‘N / e /
NEDa -~ ~F\ R

Kfivkou, pfes kterou budeme v zdkonu celkového proudu integrovat, . \'i*---’/ /
Vo Ll

3

bude kruznice o poloméru R. H mitive sméru jeji teCny a ma na celé

kruZnici stejnou velikost, takze qSIrI-dF = H -2z R . Proud plochou, kterou
C

kruznice ohraniCuje, je n-1, kde n je pocet zavitl, takZze ze zakona celkového proudu dostavame
H -27R =n-1.Magnetickd indukce je B= u H %, takie
unl

B = . (7.45)
27 R

78 Pfipomerime, Ze N je pocet zavitl na jednotku délky.

79 Kdy? si toto odvozeni rozmyslite, muiZete si ho pozdé&ji rychle provést ,,z hlavy”, takie se nemusite vzorec pro
B solenoidu ucit zpaméti.

80 v obrazku je zobrazena jen jedna kruZnice (€ervenou &irkovanou &arou), miiZete si jich tam predstavit vic.
81 Tedy vétsinou z feromagnetik.
82 Tohle je pravda pro jadro s velkym M, , existuji také toroidy se vzduchovym jadrem, tam ale k tomu, aby
magnetické indukéni ¢ary ,,neutikaly ven”, musi byt zavity kolem celého toroidu, a nejen na kousku jadra, jak je
to na nasem obrazku.
B o=y
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7.6 Magneticky obvod

Podivejme se na magnetické pole v uzavieném jadie.®* Kolem jadra je u
navinuto n zavitl, protéka jimi proud I. Permeabilita materiadlu jadra B Lo

je u, takie B = uH.® l

- —— M e
"

Na obrazku je pfriblizné vyznacena jedna z indukcnich car, jeji délku

oznacime I. Tuto ¢aru vezmeme jako kfivku, pres kterou budeme

integrovat v zdkonu celkového proudu.®®

Magneticka indukce ma po celé délce dané krivky prakticky stejnou
velikost. Pro€? DuleZité je, Ze jddro ma vSude stejny prifez S.8” Velikost magnetického indukéniho
toku je ® = B S ata musi byt ve vSech prirezech jadra stejna, protoze zadny magneticky tok odnikud
nepfitéka ani nikam neodtéka.® A protoZe S = konst., je i B = konst. Stejnou velikost podél k¥ivky m3 i
magneticka intenzita H. Ampér(iv zakon celkového proudu tedy dava

Hel= H-df =L, =nl.

Pro magnetickou indukci pak vychazi

B ! =nl, (7.46)

ﬂrﬂo

a protoze B=@/ S, dostavame pro magneticky indukéni tok @ vztah

o —L_ - ar (7.47)
/Llrll’lOS =
— oznacime v,

oznacime Rm

Na tento vztah se mlzZeme divat jako na ,magnetickou analogii“ Ohmova zdkona
I-R=U
Magneticky tok je pfimo Umérny magnetomotorickému napéti U, a nepfimo umérny magnetickému

odporu R, .Poznamenejme, Ze vztah (7.47) se nékdy nazyva Hopkinsontv zdkon.*

8 MuZe se jednat 0 zndmé jadro ze $kolniho rozkladného transformatoru, jedna &ast ma tvar pismene C, druhd
tvar pismene I. Na jadro nasouvame civku — na obrazku ma jen nékolik zavitQ; civky ke skolnimu rozkladnému
transformatoru maji 300, 600, 1200 a ta s nejvyssim poctem dokonce 12 000 zavitd.

8 pFedpokladdme pfitom, Ze jadro je z magneticky mékkého izotropniho magnetika a ur>>1. (Pro jadro $kolniho
rozkladného transformatoru mizeme velmi zhruba odhadovat, Ze ur je fadové tisic.) Pro jednoduchost zde
nebudeme brat v ivahu hysterezni smycku daného materidlu (pfedpokladame, Ze je velmi tenka a ze
magnetické pole neni tak silné, aby jadro bylo ve stavu nasyceni) a bereme B jako pfimo umérné H.

8 vybirame si jakousi ,stfedni magnetickou indukéni ¢aru”. Je jasné, e kfivky u vnéjsiho okraje jadra by byly o
néco delsi, krivky u vnitfniho okraje o néco kratsi; my pro jednoduchost budeme pracovat s kfivkou, feknéme,
»pramérné délky”. (JestliZe tloustka jadra vzhledem k jeho rozmérdm bude mal3, tak tim v nasich vypodtech
neudélame velkou chybu.)

87 Prafez je minén ve sméru kolmém na rovinu papiru na nasem obrazku. MliZete namitnout, Ze v mistech
blizko roh( je prarez vétsi, ale tyhle odchylky zanedbame.

8 Ve skuteénosti urdity maly tok jde i mimo jadro (fikad se mu rozptylovy tok), ale je mnohonasobné mensi, ne?
tok jadrem, takze ho v nasi ivaze mlzeme zanedbat.

8 Ne Ze byste si tyto ndzvy museli pamatovat, ale pokud na né nékdy narazite, budete védét, o jde.
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7.6 Magneticky obvod

K éemu ndm vySe nastinéna predstava o magnetickém obvodu jako u
analogii elektrického obvodu muzZe byt dobrd? PomliZe nam treba § =

urit, jak se zméni magneticky tok jddrem®, kdyZ v ném udéldme

[
[

..___’_ ahesss’
|

vzduchovou mezeru®* — v situaci na obrdzku jde o dvé vzduchové l
mezery, kazda s tloustkou d.

Vjadre je H = B/ = B/(u,4,), oviem ve vzduchové mezefe je

v jadte

H_ .. =B/u, . Pfitom B je ve vzduchové mezefe stejné, jako

v jadie!9? Zakon celkového proudu tedy dava

CERy L Y

ﬂrﬂo /’lO

|+ H

v jadre ” vzduch

2d = gﬁﬁ-d? —nl (7.48)

Levou stranu Ize upravit:
B l+£2d:B ! +ﬁ =¢- #'Fﬂ
MMy Hy Moy Hy S HyS

R

m

(7.49)

Ze (7.49) vidime, Ze i mala vzduchovd mezera mlze vyznamné zvysit magneticky odpor R a tedy

snizit magneticky tok @ ; ten je totiz, viz (7.47), @ =nl /R .%3 *

Priklad vyuZiti:

Magnetické obvody, kterym jsme se tu vénovali, jsou samozifejmé ty nejjednodussi.® Pfesto ndm
umozni kvantitativné rozebrat jeden trochu prekvapivy demonstracni pokus:

Na jadro rozkladného transformatoru dame civku 1200 zavitl a pripojime ji k tuzkovému ¢lanku 1,5 V.
Zjistime, Ze obé casti jadra silné drzi u sebe; k odtrzeni potfebujeme znacnou silu. Jak to, Ze maly
tuzkovy ¢lanek dokaze drzet ¢asti jadra tak silné?

Silu na odtrieni magnetd, mezi nimiz je magnetickd indukce B, uZz zndme: F:(BZS)/(Z,uO), viz
(5.24). Ze vztahu (7.46) mizeme uréit velikost magnetické indukce na necelych 0,4 T.% Plocha

prlfezu jadra je asi 12 cm?. Pro silu pak dostaneme skoro 70 N.%’

I mald vzduchova mezera ale tuto silu vyrazné zmensi. Pro (odhadnutou velikost) u, = 10® staci
mezera d = 0,2 mm ke zmenseni B na polovinu, a tedy sily na jednu ¢tvrtinu.

% 3 tedy také jak se zméni magnetickd indukce B v jadfe

91 Napfiklad kdyZ mezi C-jddro a I-jadro $kolniho rozkladného transforméatoru vloZime siln&j3i prouzky papiru.

92 Uvédomte si, pro¢ tomu tak je. (Jak jsme ukdzali v kapitole 5, na rozhrani jsou normdlové slozky magnetické
indukce spojité, viz (5.5). A v nadem pfipadé je B kolmé na rozhrani mezi jadrem a vzduchovou mezerou.)

93 Délka &ary I v jadfe je ve vztahu pro Rm délena 4., tloustka vzduchové mezery délena neni.

9 Snizenim magnetického toku se sniZi i magneticka indukce B, vzduchovou mezerou se tedy sniZi i ,syceni jadra“.
% SloZitéj$imi, kde by se napf. délil magneticky tok, se zde zabyvat nebudeme.

% P¥i proudu 0,1 A, I = 0,4 m a ur = 103,
%7 Berme tento Udaj jako hruby fadovy odhad sily. Pouzili jsme totiZ jen odhad relativni permeability jadra —
a vysledek na ném zavisi s druhou mocninoul!

18
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7.7 Indukcénost

Vzajemna indukcnost

Méjme vodivou smycku 1, kterou prochdzi proud [1.%® Proud touto
smyckou budi v okoli magnetické pole. Pobliz je smycka 2.

Cast magnetického toku pole buzeného smyé&kou 1 prochazi smyckou 2,

tuto ¢ast oznaCime @,,. Magnetickd indukce je Umérna proudu I, takZe
také @, je dmérné I1:

@D, =L

21

e (7.50)

Koeficient umérnosti L,, se nazyva vzadjemna indukénost smycek 1 a 2.%

Casto samoziejmé nejde jen o smy¢ku typu jeden zavit, ale zavit( je vic.

KdyZz mda smycka 2 dva zdvity, prochdzi ji tok @,, dvakrat, viz obrazek
vpravo. MiZeme tedy fici, Ze celkovy tok je @,, ., =2@,,. Pro smycku s
n, zavity je @,, .. =n, @, . Pokud nejde jen o jeden zavit, je proto ve

vztahu (7.50) vhodné uvaZovat celkovy tok:

Dy ear. = Loy 1 - (7.51)
ProtoZe @,, ., je umérné n,, musi byt tomuto poctu zavith dmérnd i vzajemna indukénost:
L, =n, .

KdyZ bude mit vic zavitl i smycka 1 (pocet jejich zavitl oznalime n, ), bude pole a tedy i magneticky

tok 7, -krat vétsi. To znamena, Zze L,, je imérné n, . Celkové tedy

L, =nn,. (7.52)

Vzédjemna indukcénost zdavisi také na tom, jakd je poloha zavitl, tedy na n,
geometrii obou civek. MlzZeme ji spoditat v nékterych jednoduchych
pfipadech, naptiklad kdyZ je civka 2 navinuta na solenoidu 1, viz obrazek.
V tomto pripadé cely tok civkou 1 prochazi také civkou 2. Magneticka indukce
je, viz (7.41) B = uyN1I = pyn, I, /1, kde 1 je délka solenoidu. Je-li plocha

prifezu solenoidu S, je magneticky tok @, = Sun 1/l a celkovy I,

magneticky tok civkou 2 je @, . =n,Su,n I/l . To znamena, Ze n,

Ly = pymn, Sf1 1

% MuUze jit o zavit civky, ale nemusi byt kruhovy, mlize mit libovolny tvar. Pojem civka jsme zde sice je§té
formalné nedefinovali, ale setkali jsme se uz s fadou prikladi: solenoidem, toroidem, civkami na jadre skolniho
rozkladného transformatoru. Takze snad nemusime pfipominat, Ze jde o vodic s vice zavity.

»V literatufe byva také oznacovan M, .

100 kdyby $lo o solenoid na jadFe, ve vztahu pro L,, by se v soucinu objevila jesté relativni permeabilita jadra.
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VySe uvedené zavedeni vzdjemné indukénosti ndam muzZe pfipadat spiSe formalni — ale jak uvidime,
tato veli¢ina se ndm bude velice hodit, aZ se dostaneme k transformatordim.%

Dosud jsme se zabyvali tim, jaky tok pole buzeného proudem v civce 1 prochazi civkou 2. Samozfejmé

se Ize ptat, jak je to obracené — tedy jaky je magneticky tok @, resp. @,, . pole od civky 2 s
proudem /,, ktery prochazi smyckou resp. civkou 1. Vliv civky 2 na civku 1 pfirozené popisuje
vzajemna indukénost L, :

D . = L1y 1, (7.53)

Trochu prekvapuijici asi je, Ze obecné plati
L,=L,. " (7.54)

Dosud jsme uvazovali dvé smycky nebo civky; vSe zde uvedené by ovsem Slo zobecnit i pro vice civek.
Co kdy? ale budeme mit jen jednu civku?

Vlastni indukénost

Podobné, jako jsme zavedli vzajemnou indukénost, mlizeme vystihnout ,vliv civky samé na sebe”.

Smycka nebo civka 1 budi magnetické pole a mizeme urcit jeho tok @,, resp. @,, ., prochazejici
samotnou smyckou nebo civkou. Ten bude jisté umérny proudu /, touto civkou, takze v analogii
napf. s (7.53) bude platit @,, ., = L, 1,, kde konstanta L, je urena geometrii civky. Je pfirozené

nazvat ji vlastni indukénost civky.

Obvykle pfi zapisu téchto vztahl vypoustime indexy a piSeme pouze

@, =LI. (7.55)

Ma-li civka n zavitd, je magneticky tok @ Umérny n. Navic, kdyZ uvazujeme celkovy tok vsemi zavity,

je @, =n @ . Zavislost vlastni indukénosti na poctu zavitd je proto

L~ n?. (7.56)

Poznamenejme, Ze &asto vypoustime slovo ,vlastni” a L prosté nazyvame indukénost civky.

A jesté jedna poznamka k oznaceni: celkovy magneticky tok n @ se ¢asto oznaduje symbolem ¥ .

101 Neni divu, transformatory maji dvé nebo vice civek na spoleéném jadfe.

102 pokazovat to zde nebudeme. Dlkaz (vyuZivajici vektorovy potencidl) mGze zvidavy &tendf najit napfiklad

v kapitole 17.6 Feynmanovych predndsek z fyziky; viz té7 kapitolu 4.1.4 zndmé ucebnice Sedldka a Stolla
Elektfina @ magnetismus nebo feseni Glohy http://reseneulohy.cz/256/kratky-a-dlouhy-solenoid v elektronické
Sbirce reSenych uloh.

103 yvazovat celkovy magneticky tok ¢lovéku pfi prvnim seznamovani s problematikou miZze ptipadat trochu
zvlastni — civkou, tfreba solenoidem, prece prochazi magneticky tok @ = B S, tak proc ho jesté nasobit poctem

D M S . oy . , . _ .
zavitl? Mozna nékomu pro nazornost pom{ze psat celkovy tok jako D =n cI)jednl,mZéwitem . AZ se dostaneme

k elektromagnetické indukci a budeme zjistovat, jaké napéti se na civce indukuje pfi zménach magnetického
toku civkou, bude jasnéjsi, pro¢ ma nasobeni poétem zavitl smysl. (Ono je to jednoduché: Kdyz se na jednom
zavitu indukuje napéti 1V, tak na civce s péti zavity se bude indukovat napéti pétkrat vétsi.)
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Priklad: Indukénost civky na toroidalnim jadre.

Magnetickou indukci v jadfe toroidalni civky jsme spocetli vyse, viz (7.45):

B = u,u. nl/(Z;zR) . Prlfez jadra je S, takZe magneticky tok je

S "\ : 8 = - /, ’;..‘
27R Sl L\
S
Celkovy magneticky tok civkou je jesté n-krat vétsi, tj. n%] ,arovnase L.
V4
Indukénost civky je tedy
S
L= pu——n’. (7.58)

27 R

Analogicky bychom urdili indukénost dlouhého solenoidu délky I a prifezu S na jadre s relativni
permeabilitou 1, :

L= upu, TS n’ (7.59)

Pozndmka (spiSe pro zajemce):

Pocitat indukénost civek, kde zavity jsou vinuty ve vice vrstvach, je obtiznéjsi — magneticky tok od
uréitého zavitu totiz neprotéka cely vSemi ostatnimi zavity. Pro vypocet se v praxi pouZivaji rtzné

zjednodu$ené a poloempirické vzorce.1%

Jednoduché neni ani vypocitat indukénost jedné kruhové smycky s proudem — ukazuje se totiz, ze
zavisi na praméru vodide.% Toté? plati pro indukénost (kusu) pfimého vodice. %’

V ¢em se méri indukénost

Jesté zbyvda uvést jednotku indukénosti. Ze (7.55) je zfejmé, Ze je to Wb/A; v soustavé SI ma ale
zvlastni nazev: henry; znacka je H:
[L] = Wb/A =H

104 Toto plati samoziejmé jen pfiblizn&, protoZe B zavisi na vzdalenosti od stfedu toroidu; pro pfesny vypocet
bychom magneticky tok museli uréovat integraci. Pokud se ale vnitini a vnéjsi polomér toroidu vyrazné nelisi,
déava (7.57) rozumny vysledek. Pfesny vypocet najdete napriklad v kapitole 4.1.5 e ucebnice Sedlaka a Stolla

Elektfina a magnetismus.

105 Najdete je v riiznych pfiru¢kach nebo na webu, kdyz zadate do vyhleddvade naptiklad ,,vzorec pro vypocet
induk¢nosti civky”. Viz téz napfiklad éast Inductance formulas v https://en.wikipedia.org/wiki/Inductor .

106 pro nekoneéné tenky vodi¢ by indukénost forméliné divergovala. (To jsou véci, coz?)

107 pozndmka pro zajemce: Magneticky tok by se v pfipadé pfimého vodiée bral plochou ,,obdélnika“, jehoZ
jedna strana by pfriléhala k vodici (a protéjsi by byla ,,v nekonec¢nu®, ale to zde nebudeme rozebirat).
Magneticka indukce vné vodice je nepfimo Umérna vzdalenosti od osy vodice — pti vypoctu magnetického toku
integraci by tedy pro nekonecné tenky vodi€ integral divergoval jako I(l /R)dR -
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7.8 Aplikace

7.8 Aplikace

Nékdy midzeme zaslechnout vyrok ,Sedd kaZdd teorie.“ To samoziejmé neni pravda.l® Presto viak
stoji za to, pfipomenout si, kde se to, co jsme vyse v této popisovali teoreticky, uplatfiuje v praxi. | ze
struéného vyctu je zfejmé, Ze bez vyuziti magnetického pole elektrického proudu a sily plsobici na
vodic¢ s proudem by nase civilizace neméla napfiklad:

e Elektromagnety®

e Magneticky zaznam dat na pevné disky
e Reproduktory? a sluchdtka

e Magnetické vlaky

e Elektromotory!!

Navic k vyvoiji civilizace, jak ji zndme, prispéla fada dalSich pristroju, které dnes uz sice patfi minulosti,
ale dfive sehraly vyznamnou ulohu. Pfikladem mohou byt:

e Relé
e Elektrické zvonky
e Magnetofony

e Elektrické méf¥ici pfistroje s otoénou civkou?*?

0 v3ech téchto pfistrojich a zafizenich by samoziejmé mél mit ucitel fyziky pfedstavu.!3

108 Teorie je krasna, pestra, mnohabarevnd, fascinuijici...! (Jen to vée uvidime a ocenime, aZ se s ni opravdu
seznamime a sblizime.)

109 0d elektromagnetti, které na $rotisti zdvihaji staré Zelezo, pfes miniaturni elektromagnety nap¥. k ovladani
ventil( aZ tfeba po supravodivé elektromagnety v [ékarskych pristrojich pro funkéni magnetickou rezonanci
nebo v urychlovaci LHC.

110 presnéji Fe¢eno elektrodynamické reproduktory, v nichZ se civka spojend s membranou reproduktoru
pohybuje v magnetickém poli permanentniho magnetu.

111 0d miniaturnich aZ po motory elektrickych lokomotiv a generatory ve funkci motor(l v pfeéerpavaci
elektrarné Dlouhé strané s vykonem pres 300 MW.

112 | dal$ich typ(, napfiklad tzv. elektromagnetické. (PFipomerime, Ze méfici pfistroje s otoénou civkou se také
nazyvaji magnetoelektrické.)

113 pro tuto chvili je podrobné&;jsi rozbor a vyklad danych aplikaci mimo rémec tohoto textu; odkazujeme proto

jednak na zakladni informace ve stfedoskolskych ucebnicich a samozfejmé na informace na webu (s védomim,
Ze je tfeba informace z webu racionalné hodnotit a oddélit ,,zrno od plev).
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Shrnuti
Shrnuti
Ampérav zakon celkového proudu: CﬁH~dF =1 Plati pro stacionarni pole.

¢ (Pro nestaciondrni jesté pribyde jeden clen,

=>v diferencialnim tvaru: rot H = j pak plijde o jednu z Maxwellovych rovnic.)

Sila na pfimy vodic¢ s proudem: /= BJ[ (kdyz B 1 nasmér proudu), plati, Ze F L B inasmér proudu

Lorentzovasila: [/ = q(E+17><l§) , hustotasily: f = p(E+l7xE)

1 ol
Pole nekonecného primého vodice: H=——, vevakuu: B =
2R 27R
, : o F o L
Sila mezi rovnobéznymi pfimymi vodici ve vakuu: 7 = Z? Prolhi=h=1A,R=1m
je F=2-107 N/m.
(Proudy ve stejném sméru se pritahuji, v opacném odpuzuiji.) (DFive byl takto definovan ampér.)

Rovnice pro magnetické pole: div B =0 (platiobecng), rot B = /uoj (ve stacionarnim ptipadé ve vakuu)

Vektorovy potencial A: B=rot 4 (=> B automaticky spliiuje div B = 0),

uréenaina grad A , A= 2+gradA ... kalibrace; kalibraéni podminka napt. div A4 = 0

ds'. AF)=£"

ud | dr’
4r |;7 —17'|

Reseni AZz—yoj: Z(?):ﬂ _j.(_r_.)dV’ , 2(17):& J(r)
47 |r —r’|
y

4z ) 7 -7
S
Biotuv-Savarttiv zakon:

B(;):ﬂ j(l’)x(r—l’)dV,’ E(F): I | dr'x(¥ —7")

Arx 7 -7 4z P -7
c
Magnetické pole vodict:
ol IR’ e 1
Na ose kruhového zavitu: B_(0,0,z) = ’uz‘)—m , specidlné ve stiedu zavitu: B = Lo E
2(R"+z%) 2R
Magneticky moment smycky s proudem: m =S 1 (obecné: m = I_[dS ), ide o Ampériiv mag. moment
N
oy . . Sy . nl
UvnitF dlouhého solenoidu: B =, NI , solenoid s jddrem: B = u, 1. NI . Toroid: B = u, u, R
/4
(N je pocet zavitl na jednotku délky solenoidu)
Hopkinson(v zakon pro magneticky obvod: @ (Lj =nl (analogie Ohmova zakona)
Hop S
Indukénost:

Vzajemnd, L,;: @, ,, =L, I, O jecelkovy tok (zapotitava viechny zavity) => L, ~mnn,; L, =1L,

Vlastni, L: ®=LI, L=~n’ (n je pocet zavitl civky)

S S
pro dlouhy solenoid: L = ,uolur7n2 , protoroid: L = ,uo,ur—nz

27 R
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Dodatek 7.A: Méreni magnetického pole buzeného pfimym vodi¢em

Dodatek 7.A: Méreni magnetického pole buzeného primym vodicem

MEéfit Ize pomoci smartphonu nebo tabletu. (Vhodné aplikace pro Android byly zminény v kapitole
Magnetostatika.) Pro méreni je potreba zjistit polohu sondy magnetického pole ve smartphonu, to Ize
udélat naptiklad zmagnetovanym Spendlikem, ktery k pfistroji pfiblizujeme z rGznych stran a zjistujeme,
kam ukazuje Sipka udavajici smér magnetické indukce nebo jaké jsou hodnoty slozek B.

Priklad méreni uvadi nasledujici tabulka. I je proud ve vodici, R vzdalenost sondy magnetického pole od
vodi¢e, B namérena hodnota magnetické indukce. (Upozornéni: Pfedem je potieba nastavit v aplikaci,
aby ukazovala nulovou hodnotu B. Tim se odecte vliv magnetického pole Zemé. Se smartphonem je pak
uz tfeba nehybat a pfiblizovat nebo vzdalovat samotny vodic.)

Uvadime jen nékolik namérenych hodnot:

1 R B

A mm ut
0,31 12 4,4
0,56 12 7,9
0,56 24 40
0,56 40 2,5

Porovnani prvnich dvou rfadkd naznacuje, Ze B ~ I . (Pomér proud(l i hodnot magnetické indukce Cini asi
1,8.)114

Z dal3ich tfech Fadka Ize usoudit, e B ~ 1/ R . (Soutiny B-R &ini asi 95, 96 a 100.)'°

Celkové Ize tedy z méreni usoudit, Ze magnetickd indukce zavisi na proudu a vzdalenosti od vodice jako

1
B=k—, (7.60)
R
kde k je konstanta, z vysledkdl méFeni vychazi k = 1,7-107 T-m/A. Jesté zajimavéjsi je, kdyZ spocteme
magnetickou intenzitu H = B/ .**¢ S malou odchylkou®'” dostavame

1

= (7.61)
27R

114 samoziejmé by bylo vhodné provést vice méFeni pfi riznych hodnotéch proudu, dvé hodnoty poslouzi jen
115 Opét by bylo vhodné provést vice méfeni. Ve vétsich vzdalenostech v3ak jiZ klesd naméfend hodnota a tedy i
presnost méreni; pro malé vzdalenosti je zase problém v tom, Ze polohu senzoru magnetického pole nezname
Uplné ptresné, navic sensor neni zcela bodovy.
116 1o = 41-107 T-m/A.
117y piipadé hodnot uvedenych v tabulce je odchylka asi 15 %, coZ muZe byt dano kalibraci senzoru
magnetického pole v pouZitém pfistroji. Méfeni jinym smartphonem dala odchylku jen fadu procent.

24



K prednasce NFUF103 Elektfina a magnetismus prozatimni uc¢ebni text, verze Oc
7. Magnetické pole stacionarniho elektrického proudu Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2020-2024
Dodatek 7.B: divrota = 0

Dodatek 7.B: div rot @ = 0 (a trochu formalismu pro dal$i vypoéty)

Ztoho, te b =rtotad , jiz automaticky plyne, Ze divb =018, Nejjednoduseji to dokdZzeme pfimym
vypoctem:

-~ - Oa, Oa, Oa, Oa, Oa, Oa,
b=rota= _—_— 2 L
Ox, ox, Ox, Ox Ox 0x,
. = b 0ob, b o%a d’a o° o%a d’a d’a
divh = L+—2+—2 = > 2 4 24 >+ z =0
ox, 0Ox, Ox, Ox,0x,  Ox,0x, Ox,0x,  Ox,0x, 0Ox,0x, Ox Ox,

Levi-Civitav symbol

Tyto a dalsi vypocty se zkrati, pokud pro vyjadreni sloZek rotace vyuzZijeme Levi-Civitiv symbol Eijk -
Ten je definovan tak, Ze ¢, se rovna:
+1, jsou-liindexy j, j, k sudou permutaci hodnot 1, 2, 3 (tedy ¢,,,=&,,=&,;,=+1),

’

-1, kdyZ jsou j, j, k lichou permutaci hodnot 1, 2, 3 (tedy ¢,,,= &,,;= &,,,=—1)
0, pokud se hodnoty alespor dvou indexd rovnaji (napf. &,,=0, ¢€,,,=0 a také napf. &,,=0).
Pomoci Levi-Civitova symbolu Ize jednoduse ve sloZkdch zapsat tfeba vektorovy souéin®®:

(szl;). =¢&,,4;b; .

I
I-t4 sloZka rotace libovolného vektoru a se s pouZitim daného symbolu zapi3e jako

. oa
(rOta)i = ijkﬁ :

J

« .. 7 Ob oy . , . - . .
ProtoZe divh = —~- %, miZeme uZ nyni nulovost divergence b odvodit velmi rychle:

X;

2
divh =8 2 (rota) =2 | g Qo |y 0G4
ox, Ox; boox | 7 ox, " 0x,0x;

=0.

Vyraz se rovna nule, protoZe druhd derivace je symetrickd vzhledem k zdméné indexd i a j, zatimco
Levi-Civitav symbol je vzhledem k této zdméné antisymetricky!:.

Celkové tedy vime, 7e pro libovolné vektorové pole d (takové, Ze druhé derivace slozek a existuji a
jsou spojité) plati

div(rota) = 0 (7.8.1)

118 75 predpokladu, ze druhé derivace slozek @ existuji a jsou spojité, takze v druhych (smienych) parcidlnich
derivacich mdZzeme zaménovat poradi derivace podle proménnych; to budeme pfi diikazu potfebovat.
119 7de v zapise pouzivdme Einsteinovu sumaéni konvenci, tedy pfes opakuijici se indexy s¢itdme od 1 do 3.

3 3
Pokud chcete, dopiste si do vztahi pfislusné sumy. S nimi ma vzorec tvar (5 Xb)i = ZZeijk a;b, .
j=1 k=1

3
120 Opét pouzivame sumaéni konvenci, se znakem sumy bychom psali divb = Za—’
=1 O0X;
121 Rozmyslete si, Ze tento argument plati. (Zkuste si to dokazat obecnég; Feseni je podrobnéji ukdzano v posledni

poznamce na nasledujici strané.)
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Dodatek 7.B: divrota = 0

Existence a jednoznaénost a

Zatim jsme dokdazali, e kdyZz b =rota , tak divh = 0. Plati ale dokonce tvrzeni obracené:!?

JestliZe pro vektorové pole b plati, ze divb =0,

pak existuje vektorové pole a takové, e b =rota .

Zadanim b oviem vektorové pole @ neni uréeno jednoznaéné. Mizeme ho zménit o gradient
libovolné funkce'?. JestliZe totiZ vztah

rotd = b (7.8.2)
chapeme jako rovnici, kde b je zadané a a je jejim fe$enim, pak
a' = a+gradA , (7.B.3)
kde A = A(¥) je libovolnd skalarni funkce?, je také fesenim (7.B.2).
Duikaz:
rota’ =rot(a+grad A) =rota+rotgrad A = b (7.8.4)
—°c

=0

G

Ze rotace gradientu libovolné skalarni funkce je rovna nule, se mdzeme presvéd¢it pfimym vypoctem.
Naptiklad pro x-ovou slozku je (diky zdménnosti smiSenych parcialnich derivaci)

0 0 0 0N 0 OA
(rotgradA)x 25((gradA)z)—a—Z((gradA)y) = 55 - 55 =0.

Podobné je tomu pro y-ovou a z-ovou slozku. (Vysledky bychom také ziskali cyklickou zaménou.)
Obecné tedy plati

rotgrad A= 0 . (7.B.5)

Tento vztah samoziejmé mizZeme dokazat i z vyjadreni rotace pomoci Levi-Civitova symbolu:

0 OA O°A

(rotgradA), = &, —— = &, = =0
! K ox. ox L Ox; Ox

J k antisymetrické J k

vicizdmeéné j«>k symetrické

vicizdméné j<>k

122 yvidime ho tu bez dlikazu, ten uZ by tento text pfece jenom protahl.

123 Libovolné” opét s tim, Ze musi existovat a byt spojité parcidlni derivace do druhého fadu, abychom mohli

zaménovat poradi parciadlnich derivaci. (Pro detaily odkdazeme na Matematické metody fyziky a Matematickou
analyzu.)

124 samoziejmé takova, aby méla derivace do viech potfebnych fadu a jeji druhé derivace byly spoijité, aby $lo
prohazovat poradi smiSenych derivaci.

125 yZivdme zde Einsteinovu sumaéni konvenci a vyuZivdme toho, Ze soucin symetrického a antisymetrického vyrazu
musi dat po vyséitani nulu. (Napftiklad gljkcjk =6,,Cpy+65,Cy, =1-Cp,—1-C,, =C,, —C,, =0 pro C,, =C,, )
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Dodatek 7.C: rot rot = grad div — A

Dodatek 7.C: rot rot = grad div — A

Pro libovolnou'?® vektorovou funkci @ plati

rot(rota) = grad(diva) — Aa , (7.c.1)

coz se vyjadfruje zndmym vyrokem (ba skoro sloganem)

,rotace rotace je gradient divergence minus laplace ! 1?7

Tuto identitu mGzZzeme dokazat ve slozkach s vyuZitim toho, Ze pro Levi-Civitovy symboly plati

Eijk Ekim = Ekij Ekim = O Ojm —Om Oy (7.C.2)
Dikaz:
_ 0 _ 0 oa,,
(rot(rota)); = &, g(mta)k = gijk87 gklmaT =
J J l
0’a o’a
& &, —_ =(6,0, -0, 0., |—2— =
LK klm 0x;0x, ( o ]l)éxjﬁxl
o’ 0’
- é‘ilgij_é‘imé‘jli =
Ox;0x, 7 0x;0x,

oa, a.
_ O|%|_0a _ (grad(diva)), - Ag;
ox;\ Ox; ) Ox;0x; l

Je vidét, 7e Laplacelv operator se na vektor a aplikuje po slozkach.

126 Jako vidy ,libovolnou rozumnou” funkci ve smyslu existence potfebnych parcidlnich derivaci a zaménnosti
smisenych druhych derivaci.

127 7a mych studentskych let se uvadéla historka (zfejmé pravdiva), Ze nékdy v $edesétych letech matfyzaci
skandovali toto , heslo” pfi prvomdjovém privodu pod tribunou — a protoze zfejmé znélo podeziele a nikdo mu
nerozumél, tak pry z toho byl prisvih. Také se fikd, Ze kdyZ chce ¢lovék v nepfehledném davu najit matfyzaka,
ma zvolat ,rotace rotace!”, a odkud se ozve ,gradient divergence minus laplace”, tak tam je matfyzdk... (Netteba

snad pfipominat, Ze pokud to budete volat, je vhodné vyslovovat spravné ,laplas”.)

128 Toto Ize ovéfit vyjadienim pro konkrétni hodnoty indexd.
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Dodatek 7.D: Doplnujici informace k magnetické intenzité a indukci

Dodatek 7.D: Doplniujici informace k magnetické intenzité a indukci

V kapitole 5 jsme vyuZivali analogii elektrostatického pole a magnetického pole permanentnich
magnetl. Je vSak tfeba upozornit na jednu odliSnost tykajici se toho, ¢im jsou buzeny intenzity a
indukce.

V elektrostatice je elektricka intenzita buzena volnymi i vazanymi naboji, tedy i ndaboji, které
v dielektriku vznikaji diky jeho polarizaci.

Elektricka indukce je buzena jen volnymi naboji.

Ve stacionarnim magnetickém poli buzeném elektrickymi proudy v latkovém prostredi je magnetickd

indukce buzena jak ,skutecné tekoucimi proudy ve vodicich, tak ,,atomarnimi proudy” souvisejicimi

s magnetizaci daného prostiedi.'®

Naopak magnetickd intenzita je buzena jen ,skuteéné tekoucimi“, tedy ,volnymi“ proudy. 3

V Ampérové zakoné celkového proudu (7.3) tedy vystupuje jen proud tekouci vodici.!3!

A jesté jedna informace, jak je to na hranici dvou rliznych prostiedi (pfipadné na hranici prostredi a
vakua).

Z kapitoly 5 uz vime, Ze

=B

In —

na hranici jsou spojité normalové slozky magnetické indukce, B oy

Z Ampérova zakona celkového proudu se da dovodit, Ze

pokud podél hranice prostiedi netecou plosné proudy,

jsou na hranici spojité tecné slozky magnetické intenzity, H,, = H,,. ***

129y y&ebnici Sedlaka a Stolla Elektfina a magnetismus se pouzivaji terminy volny a vdzany proud. (Jde o
analogii s volnymi a vazanymi naboji v elektrostatice.)

130 vjz kapitola 3.5.3 v uéebnici Sedldka a Stolla.
131 p¥ipadné proud, ktery by byl ddn pohybem &astic, naptiklad proudu elektronl z elektronové trysky.

132 0dvozeni si mlizete zkusit sami; pro obecné&ji p¥ipad nestacionarniho pole ho udélame v jedné z dalsich
kapitol.
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