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4. Dipdly a dielektrika Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2020-2024
Uvod

Dipoly a dielektrika

Pro¢ se zabyvat elektrickym polem dipdlu a tim, jak na dipdl pUsobi vnéjsi elektrické pole? PomUze
nam to pochopit, jak i nevodice (aniz bychom je zelektrovali tfenim) ovliviuji elektrické pole.

Mnohé molekuly se totiz diky rozloZzeni kladnych a zapornych nabojl chovaji jako malé elektrické
dipdly.t Jsou-li v latce natodeny rdznymi sméry, jejich elektrické pole se zfejmé& na makroskopické
drovni vyrusi.2 KdyZ viak latku umistime do elektrického pole, dipély se mohou natadet® ve sméru
intenzity a latka tak ziska celkovy dipélovy moment. Rikdme, e se vlivem vnéjsiho pole polarizuje.
Diky tomu zpétné ovlivriuje elektrické pole. Latky, které se takto chovaji, nazyvame dielektrika.*

V nasledujicim textu se oviem nebudeme zabyvat mikroskopickym vysvétlenim polarizovatelnosti a
s ni souvisejicich jevi® a budeme vie popisovat spise fenomenologicky. | tento pfistup ndm poskytne
spoustu uzitecnych pohledl a odpovédi.

Co nas v souvislosti s dipdly a dielektriky bude zajimat? Napfiklad ndsledujici otazky:

e Jaka sila plsobi na dipdl v elektrostatickém poli?
(Jak je to v homogennim poli? A jak v nehomogennim?)

e Jakym momentem sily plQsobi elektrostatické pole na dipdl?
e Jaké je energie dipdlu v elektrostatickém poli? ©
e Jaké elektrostatické pole kolem sebe budi elementarni dipdl? ’

o Co kdyz mame v latce (v dielektriku) spoustu malych dipdlQ, tfeba natocenych jednim
smérem? Jaké elektrické pole budou budit?

e K céemu je to vSechno dobré? Pom(iZze ndm to néjak pochopit chovani dielektrik v elektrickém
poli? &

Zacneme postupné, opravdu od jednoho dipdlu ve vnéjsim poli.

1 Molekuldm, které maji dipélovy moment ,,samy od sebe”, se fika poldrni molekuly.
2 A7 na vyjimky, napf. tzv. elektrety.

3 Navic i v nepoldrnich molekuldch se mohou vlivem vné&j$iho pole naboje posunout a molekula si tak dipdlovy
moment vytvori.

4 Nékdy se termin dielektrikum pouZiva jako synonymum pro izolant. (Ovéem u izolant( jde o to, Ze nevedou
elektricky proud, u dielektrik je podstatna jejich polarizovatelnost. Ale do téchto detailli zde nebudeme
zabihat.)

5> Na hlubsi drovni by to ostatné vy7adovalo kvantovou fyziku.
6 Taky by asi z energie mélo byt mozné spoéitat silu a moment pdsobici na dipdl. DokdZzeme to?
7 To znamena urit tfeba potencidl a/nebo intenzitu tohoto pole.

8 Pochopime napfiklad, pro¢ zelektrovany jantar pfitahuje malé papirky nebo pro¢ zelektrované plastové bréko
drZi na nevodivé sténé? Ale pljde i o prakti¢téjsi véci, tfeba jak dielektrikum pomaha, nékdy i vyrazné, zvysit
kapacitu kondenzator(. Nebo coZe je to ten elektret v jednom druhu mikrofond.
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4.1 Dipdl ve vnéjsim poli

d
Dipdl se sklada ze dvou naboji —Q a +Q, vektor spojujici oba naboje budeme -Q .
oznacovat 07, viz obrazek. Jeho dipélovy moment je i w
. - r+d
=Q0d (4.2)

Dipdl je v elektrickém poli o intenzité E; pole muZze, ale nemusi byt homogenni. Silové plsobeni pole
na dipdl si nejprve vidy odvodime co nejjednoduseji, pro dipdl koneénych rozmérd, pak pfejdeme
k vyjadFeni pro elementarni dipél.°

Sila pusobici na dipdl
Na naboj +Q v dipdlu plsobi sila 171 = QE(F+(§), na naboj—Qsila F =—Q E(F) . Okamiité vidime,
Ze je-li pole homogenni'?, je F; + 13_ =0, takZe sila na dipél v homogennim poli je nulova.

V obecném pfipadé (tedy v nehomogennim poli) je sila

F=F+F = QEG+d)-QEF) = 0 (EG+d)-E7)) (4.2)

Je-li |d |malé, mzeme rozdil intenzit priblizné vyjadFit jako™

E(F+d)-E(F) = ZZ—E d, (4.3)

i=1 i
Po dosazeni do (4.2) a dalSich Upravach dostaneme
F = QZ— d, = ZQd —=>.p (4.4)
_ X, =

Pro elementarni dipdl dava (4.4) pfesnou hodnotu sily.'? Tento vysledek se také nékdy zapisuje ve
tvaru

F = (p-grad)E ,resp. F = (p-V)E .2 (4.5)

° Pfipomefime, Ze od kone&ného k elementarnimu dipdlu pfechazime limitovanim d— 0, Q> w tak, ze
b = Od =konst.

1 E=konst. = E(F+d)=E(F)

11 Jde o rozdil funkce ve dvou blizkych bodech; tento obrat dobfe zndme v pfipadé funkce jedné proménné:
fx+Ax)— f(x) = %-Ax: zde ho aplikujeme na vektorovou funkci tfi proménnych x,,x,, x;, .

12 Trochu nepfesné bychom mohli Fici, Ze (4.3) da pfesnou hodnotu rozdilu intenzit v ,nekoneéné blizkych

bodech”. (Ctenartm, jejich? toto pFipada pfilis vulgarizujici, se omlouvam a prosim je, aby si skute¢nost, 7e (4.4)
da v limité presny vysledek, dokazali sami napfiklad pomoci Taylorova rozvoje funkce vice proménnych.)

13 p¥ipomerime, Ze V = 9 90 90 ,takie p-V=p 9 90 90 =p— g p2i+p3i.Tento
le ze 8x3 6xl 6x2 6x3 ox, ox, 0ox,
, o ) = - . OE, 8E1 OE,
operétor aplikujeme na intenzitu £ po slozkach, takze F; = p, a—erp2 67 6 a analogicky pro F2 a Fs.
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Zajimavy dGsledek plyne z (4.4) v pfipadé, Ze dipélovy moment p mad stejny smér jako intenzita E.
Ukazme ho pro jednoduchost v pfipadé, Ze intenzita ma smér osy xi, tedy, Ze E :(E,0,0) aE>o0.

Tim padem p = (p,0,0) a p> 0. Sila mé také nenulovou jen slozku do sméru x; a (4.4) dava

OFE

= 4.6
p ox, (4.6)

FI:

E I
Je-li S— >0, je F; >0, tedy mifi do mist, kde je intenzita vét3i. Podobné je tomu pro 2—< 0, sila
X X

v tomto pfipadé mifi proti sméru osy x1, tedy opét do mist, kde je intenzita vyssi. Plati tedy, Ze

Dipdl (natoceny ve sméru elektrické intenzity)

vevs

je vtahovan do mist, kde je pole silnéjsi.

Uméli byste tohle dokazat i bez matematiky, kterou jsme pouzili vyse? Jde to i pro dipdl, ktery neni
elementarni. Schvalné to zkuste vymyslet, ne? se podivate na napovédu'®.

Moment sily pisobici na dipdl

Kromé sily mizZe elektrické pole na dipdl plsobit momentem sily, ten se dipdl 3
snazi natacet. Podivejme se nejprve, jak je tomu v homogennim poli E = konst. ¢ E
Moment sily je 7 \
Mz(?+g)xﬁ++Fxﬁ_ =(F+g)xQE+?x(—Q)E=ngE red
Protoze Qc? = p, je moment sily, kterou homogenni pole plsobi na dipdl*
M = pxE . (4.7)

Kdy je moment pUsobici na dipdl nulovy? Zjevné v pfipadé, kdyZ vektory p a E jsou rovnobézné.

Elektrické pole se snaii stodit dipdl tak, aby mifil ve sméru elektrické intenzity.!®

Jak je tomu s momentem sily plisobicim na dipdl obecné, v nehomogennim poli? Opét ho spocteme ze sil:

M = (F+d)xQE(F +d) + Fx(-0Q)E(F) = Qd xE(F +d) + fo(E(fﬂi)—E(?))

F (viz(4.2)
Zapiseme-li tento vysledek pomoci dip6lového momentu p, dostavame

M:ﬁxE+Fxﬁ, (4.8)

tedy vlastné vysledek velmi pfirozeny: k (4.7) se prida jesté moment sily, kterou pole plsobi na dipdl.

14 0Ono je to logické: Na ten z ndboju dipdlu, ktery je v siln&j$im poli, pdsobi vétsi sila — takZe ho tadhne vice, nez
je opacnym smérem tazen druhy ndboj. Podrobnéji viz ptiklad v Dodatku A.
15 yztah plati jak pro dipdl koneénych rozmérd, tak pro elementérni dipdl. (Rozmyslete si, pro¢ je tomu tak.)
16 Moment je samoziejmé nulovy, i pokud p a E mifi opacnym smérem. OvSem takova poloha dipélu by byla
nestabilni, zatimco kdyZ p a E mi¥i stejnym smérem, jde o stabilni rovnovahu. (Rozmyslete si, Ze moment sil
opravdu staci dipdl k této stabilni rovnovazné poloze; jesté nam to za chvili potvrdi Uvahy o energii dipdlu.)
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Energie dipolu ve vnéjsim elektrickém poli
Energie dipdlu je souctem energie kladného a zaporného naboje:

W = 0o +d) - Qp(F) = O (p(F+d)-p(F)) = ~0d -E .V (4.9)
= _d-E

Pfejdeme-li k elementarnimu dipdlu, stane se v limité d — 0 z pfiblizné rovnosti pFesna a energie je
dana jednoduchym vztahem

W=-p-E,6® (4.10)

kde p je dipélovy moment daného dipdlu. E

-— nejvétsi
Energie dipdlu tedy zavisi na jeho natodeni vUci elektrické intenzité, viz obrazek. 5 energie
Pole se snazi natocit dipdl do sméru, kdy ma nejmensi energii, tj. do stejného
sméru s intenzitou. F

, v v g s . - . , . nejmensi

Navic, kdyZ uz je dipdl takto natocen, bude jej pole tdhnout do mist, kde ma - i

p energie

jedté mensi energii.’® NiZ$i energii ma podle (4.10) tam, kde je vy33i intenzita E
— iz energetickych Uvah tedy vidime, Ze dipdl taZzen do mist, kde je pole silnéjsi.

Silu, kterou je dipdl tazen, musime jit urcit i z potencidlni energie, plati prece mezi nimi vztah

F =—grad W . Po dosazeni (4.10) dostaneme

F = grad([)-E) . (4.11)

Ale ouha, tento vztah vypada jinak nez vztah (4.5), ktery jsme pro silu odvodili vyse. Jak je to mozné?
A ktery vztah tedy plati? Nastésti oba — protoZe jsou ekvivalentni. DokdZzeme to v Dodatku B.

17 pFi Upravé vyuzivdme toho, Ze rozdil potencialtl lze urdit pomoci intenzity, naptiklad tak, Ze spoéteme rozdil
funkénich hodnot ve dvou blizkych bodech: ¢(7 + d) -p(F)= (gradgo)‘a7 =—FE-d . Jinou moznosti je vyjit
F+d

z definice potencialu, z niZ plyne p(F+d)—p(F)= - I E-dF .Pro d natolik malé, 7e hodnota E je na

spojnici ¥ a ¥ +d prakticky konstantni, je hodnota integralu rovna E-d (s chybou, ktera jde k nule pro d—0 ).

18 Shriime si, jak je to s pfibliznosti a pfesnosti tohoto vztahu:
e Pro elementdrni dipdl plati presné.
e Pro dipdl kone¢nych rozmérd obecné dava jen pfiblizny vysledek,
e ovsem v homogennim poli plati i pro konecny dipdl presné. (Rozmyslete si, proc.)
19 podobné jako gravitaéni pole tdhne kdmen dold, tedy do mist, kde ma niZ$i potenciélni energii.
4
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4.2 Pole elementarniho dipdlu

Pojdme vypocitat, jaké pole ve svém okoli budi elementarni

20

dipdl o dipélovém momentu p .?° Jednodussi, nez poditat

intenzitu, bude uréit potencidl. 2! Budeme ho uréovat ve

vzdalenosti r od dipdlu v bodé, jehoz polohovy vektor svird s p p

Uhel 6, viz obrazek.

Budeme vychazet z dipdlu konecnych rozmérl, viz nasledujici obrazek. Vzdalenosti kladného a
zaporného naboje? od mista 7, v némiZ chceme ur¢it potencial, oznatime 7, a r_. Potencidl je dan

prosté souctem potencidlt danych bodovych naboju:

+ r_

o) = k22 - kg(;_ij w12)

+ r_
Ted uZ jen vhodné upravit tento vyraz, udélat limitu d — 0

pri Qc? = p, a bude hotovo.

Q9 d

Pro vypoclet budeme potfebovat rozdil vzdélenosti 7 a r, .

Z obréazku vidime, Ze je r_—r, =d cos 6 .% Upravou (4.12) dostavame

dcosd ok QOd cos b _ pcost

(4.13)

. 1 1 r—r .
@(F) = kQ ———] =kQ — = kQ
r.or rr rr rr rr

Vlimité d — 0 pfejdou r i r, prosté do vzdalenosti r od dipélu. Navic pcos@ miZeme zapsat

pomoci skalarniho souéinu: pcosé = ]3% Ze (4.13) pak dostdvame vysledny vztah pro potencial

elektrického pole elementarniho dipélu:

o) = k21, kde k =
r 4re,

(4.14)

Podrobnéjsi odvozeni pole elementarniho dipdlu najdete v Dodatku C. Tam je odvozena i intenzita
pole dipélu:

- -\ — 2 -
E:k3(pr)z Iy
r

(4.15)

20 Je to jednak hezky problém sdm o sobé a navic ho vyuZijeme, aZz budeme zkoumat, jaké elektrické pole
generuje spousta malych dipéll v dielektriku. Zde uvedeme jednodussi ndzorné odvozeni (v podstaté na
stfedoskolské urovni), podrobné;jsi odvozeni zejména pro matematictéji zamérené ¢tenare si nechame do
Dodatku C.

21 pfece jen je to skaldrni funkce; u intenzity bychom musely poéitat jednotlivé slozky. Navic, kdyZz budeme znat
potencial, miZeme z néj uz lehce vypodcitat intenzitu.

22 pfedpoklddame, Zze +Q > 0.

23 Rovnost je jen pfiblizna, chyba je ale Fadu d?, takZe v limité pfi pfechodu k elementarnimu dipdlu bude
vysledek presny; podrobnéji viz Dodatek C.
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4.3 Polarizace dielektrika

Dielektrikum ovliviiuje elektrické pole. Lze to ilustrovat napfiklad
jednoduchym pokusem. Vezmeme deskovy kondenzator, mezi jehoz deskami dielektrikum
je jenom vzduch #*. Ke kondenzdtoru pfipojime paralelné voltmetr a
kondenzator nabijeme na napéti U. % KdyZ mezi desky kondenzatoru vsuneme
dielektrikum, voltmetr ukaze, Ze se napéti zmensilo. Nejde ptitom o to, Ze by

O,

se kondenzator z¢asti vybil — kdyz dielektrikum vytahneme, napéti stoupne na

plvodni hodnotu. Toto chovani bychom se méli snaZit pochopit.

Co se uvniti dielektrika déje, kdyZz ho umistime do elektrického pole? .

s . S we - . . ~ N
Jednotlivé dipdly?® se v latce vice & méné natodi ve sméru intenzity?. ;\ e /:\
7
Secteme-li dipdlové momenty v kousku dielektrika o objemu AV, ziskdame - /_>E 7\
A

celkovy dipélovy moment Ap tohoto kousku dielektrika. Pro malé kousky > >N T

bude ziejmé Ap prakticky umérné AV .?® Mizeme tedy zavést ,hustotu

dipélového momentu“:
P = lim — % (4.16)
Tato veli¢ina ma vlastni nazev: fika se ji polarizace.°

Ze polarizace dielektrika ovlivni elektrické pole vném, nazorné ukazuje
obrazek vpravo. Pfedstavme si, Ze uvnitf dielektrika je naboj Q. (Q > 0) Ten V\QkT @f/’
AN @r

ve svém okoli budi radidlni elektrické pole, to natodi dipdly v dielektriku, jak ) ﬁ
. Y . - . TTAT .. < —>
je naznaceno na obrdazku. Vidime, Ze zaporné ndboje dipdll se natocily ke 4—@1 >
(kladnému) naboji Q. To znamena, Ze celkovy kladny naboj uprostied se snizi ¢9l¥®‘
—a v disledku toho bude v dielektriku slabsi elektrické pole.3! 32 E

Tak, a ted to jen popsat formalné a matematicky...

24 |dedlni by bylo vakuum, ale to ve tfidé téZko zrealizujeme. Vzduch mezi deskami nastésti vlastnosti
kondenzatoru témér neovliviiuje.

% )e potieba pouZit elektrostaticky voltmetr, s b&Znym multimetrem pokus nefunguje. (Deskovy kondenzator
bude mit kapacitu jen par desitek pF a multimetr by ho prakticky okamzité vybil. Jak rychle, to prozkoumame
v jedné z dalSich kapitol.)

26 Tedy polarni molekuly, viz vyse.

27 U dielektrika, které neni v elektrickém poli, jsou aZ na vyjimky dipdly natoéeny nahodile do viech sméra,
takZe na makroskopické arovni se jejich acinky rusi. Elektrické pole dipdly ,srovnava“ do jednoho sméru (jak

28 Rozmyslete si, Ze tato Uvaha neni ,,$vindl”“.

2 Samozfejmé s védomim, Ze nejde o limitu pfesné v matematickém smyslu. Objem AV musi zahrnovat hodné
molekul; je to podobné, jako kdyz jsme v mechanice zavadéli hustotu.

30 Termin ,polarizace” se tedy pouZivé ve dvou vyznamech: jednak pro jev (nataceni ev. vznik dipdl

v dielektriku, Fikdme, Ze ve vnéjsim poli se dielektrikum polarizuje) a jednak pro vektorovou veli¢inu
kvantitativné popisujici ,jak moc se dielektrikum polarizuje”.

31 Slabsi, neZ by v dané vzdélenosti vyvolal ndboj Q ve vakuu.

32 Tohle vysvétli i na3 pokus s kondenzatorem: Mensi elektrickd intenzita pfi stejné vzdalenosti desek znamen3
mensi napéti mezi deskami.

6



K prednasce NFUF103 Elektfina a magnetismus prozatimni uc¢ebni text, verze 0
4. Dipdly a dielektrika Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2020
4.3 Polarizace dielektrika

Polarizace dielektrika — matematicky popis

Vztah (4.14) urcoval potencidl dipdlu umisténého v pocatku soufadnic. Pro potencidl dipélu, ktery je
v misté 7', plati analogicky
~ r—r
o) = k 201 (4.17)

P

Potencial buzeny prostorovou hustotou dipdlového momentu (tedy polarizaci) P dostaneme
Lsectenim prispévk( ze viech kouskd dielektrika®, tedy objemovym integralem33

_ P()-(F -7
P(r) =k LGN Ut 3 (# - ) v’ . (4.18)
7]
) e Y FF 1 L. .
Tento vyraz Ize upravit.?* Vime totiz, Ze ;= —grad| 7= |.* To znamen3, Ze i-tou slozku
o7 |-

7 X, — X, 0 1 0 1

L= mazeme psat jako —’3: ——| =il =t ==

7 -7 Forf o\ [F-Fl) e [P -7

Vyraz (4.18) pro potencidl Ize tedy psat a upravit takto®’

o0 BOCT) e (2 R e

|F—7’| i=1

_ (divﬁ(f')) F i —

r

—r 1 ﬁ =
8P av' = k| {div V(%)

3
6
=k P(¥
2 o) ()Ir dn

|17—r

B B = ~divP(#)
= k| div —f@ dV’—kJ—dIYP(j)dV' = kﬂg—( )ﬁ, dS'+k —( jr )dV'
|7 =7 |7 =7 |
v v v

K ¢emu je nam tato Uprava dobra — jinak feceno, jak interpretovat ziskany vysledek?

33 Srovnejte, jak jsme od potencidlu bodového néaboje presli k potencidlu buzenému objemovym rozloZzenim
naboje.

34 Ted to zaéne byt zajimavé, ale matematicky trochu ,vyZivnéjsi“.

35 Uvédomte si, Ze tento vztah se uplatfiuje, kdyZ z potencidlu pole bodového naboje dostdvdme pomoci

gradientu intenzitu tohoto pole. Nebo si ho odvodte primym vypoctem, tfeba pro x-ovou souradnici: 0 (L]

Oox |r r|
:i[((X—X')z+(y—y')2+(Z—Z')2)_1/2J=—l((x—x')z+(y—y’)2+(z—z’)2)_3/2.2(x_x') __x=x
o 2 [F -7

36 pfi derivaci podle x,.’ se zméni znaménko. (Je to zfejmé napft. z vypoctu v predeslé poznamce pod carou.)
d df o . y .
—\/f-g)———g , priuprave na tretim
-(J-g)—— g, pHitp

fadku jsme pouZili Gaussovu vétu matematiky. Plocha S je hranici objemu V, vektor 7 je normalovy vektor
k plose S, mifi smérem ven z objemu V. (Tento vektor zavisi samoziejmé na misté, je tedy 7 = 7i(¥").)

7

d;
37 p¥i Gpravé z prvniho na druhy fadek jsme vyuZili obrat typu f-d—g =
X

dv'=
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Pro prfehlednost si pfepiSeme, k ¢emu jsme vlastné dosli:

R 3( BG)-ii (—divP())

———dS' +k ———dV’ (4.19)
|7 =7 |77

S v

Potencial se sklada ze dvou prispévkl: z integrald pres hranici S
dielektrika a pres jeho vnitfrek V. Ale presné takhle jsme pocitali
potencial od plosSného a objemového rozlozeni naboje! V Citatelich
zlomkd vintegralech pfitom byly plosna a objemova hustota

naboje.

Nabizi se tedy zavést nasledujici veliiny:

O-P = ﬁ. ’_/i
(4.20)
—divP
Vazané naboje
Vztah (4.19) pro potencial buzeny polarizovanym dielektrikem tedy mizeme zapsat jako
- 0, (F) P(V)
¢(l") = k |_. _., dS +k |_. — (421)
N

Takze elektrické pole buzené polarizovanym dielektrikem mulzeme chapat bud jako pole buzené
objemové rozloZzenou polarizaci 13(;7) (tedy vlastné dipdlovymi momenty rozmisténymi v dielektriku)
nebo ekvivalentné jako pole buzené naboji na hranici dielektrika a v jeho objemu s hustotami (4.20).

Tyto nadboje nemlZeme na dielektrikum pfivést ani je znéj odvést 3,
fikdme jim proto vazané naboje.

Fakticky to znamen3, Ze to, ,jak dielektrikum zareaguje” po vloZeni do elektrického pole, mizeme
popsat rozloZenim polarizace 13(17) nebo vazanymi naboji: plosnymi s hustotou o, a objemovymi
s hustotou p,. Oba zplsoby jsou ekvivalentni a jak jsme vidéli, davaji stejné pole buzené

polarizovanym dielektrikem.

Maji hustoty vazanych naboju redlny fyzikalni smysl? Nebo jde jen o néjaké

,formalni matematické kouzlo“, kterému se neda nazorné rozumét? \®kT @f/’

Nastésti se vazané naboje daji pochopit i fyzikdlné. Podivejme se nejprve na % 0,50 @]3
‘ ,

objemovou hustotu. Jak ukazuje obrazek, diky natoceni dipdold se jedny pﬁOQ

4——-—
jejich naboje (v situaci na obrazku ty zaporné) mohou vice koncentrovat %@l&@%
v néjaké oblasti (v naSem pfipadé u stfedu obrazku) — a diky tomu tam bude

nenulova hustota vazaného néboje. (V nasem pfipadé p, <0.)

38 Na rozdil od nabojt, kterymi nabijeme povrch dielektrika, kdyZ ho zelektrujeme tfenim.
8
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4.3 Polarizace dielektrika

Podobné je tomu s plosnou hustotou vazanych ndabojl. Situaci opét S _)@ -
ukazuje obrazek. Diky natoceni dipdll se na hranici dielektrika mohou 7l P _”»
ocitnout ,konce dipdl(“, tedy naptiklad jejich kladné naboje. (Na nasem « >
obrdzku je to na pravém okraji dielektrika.) Na jiné ¢asti hranice se <0 GE_, 0,>0
mohou ocitnout ,,zaporné konce dipdlG“ (v obrazku je to na levém E

okraji). TakZe na hranicich dielektrika jsou opravdu néboje.* Ale jsou =

vazané, z dielektrika je pry¢ neodneseme.

To je rozdil od nabojd, které jsou na zelektrované tyci — ty mohly naptiklad preskodit jiskfickou na nas
prst nebo jsme jimi mohli nabit kovovou plechovku. Takovéto ndboje pfirozené nazyvdme volné.

Ted' uz pochopime pokus s kondenzatorem, do néhoz jsme vkladali dielektrikum (viz vyse s. 6).

0,>0 -0, o>0 -o,
o o
o ®
N ©
E, )
e —>

V) O

Pokud neni mezi deskami kondenzatoru dielektrikum, je elektrickd intenzita Eo mezi deskami ddna

plodnou hustotou ndboje na vnitini strané desky kondenzatoru. (Plati, Ze E, = O'V/EO M) Tento naboj

je volny naboj.*? Napéti mezi deskami kondenzatoru je rovno E| krat vzdalenost desek.

KdyZ do kondenzatoru vloZime dielektrikum, pribude k hustoté volného naboje na desce jesté plosna

hustota vazaného ndboje o, na hranici dielektrika. Ta md ale opacné znaménko, neZ hustota volného
naboje! TakZe celkovd plosna hustota je ted o =0, +0, <0, .* Elektricka intenzita E = 0'/50
v dielektriku je tedy men3i nez pdvodni £, —a mensi je proto i napéti na kondenzatoru, které ukaze
voltmetr.

Po vytaZeni dielektrika zbyde na deskach kondenzatoru jen volny naboj, takZe napéti se vrati na
plvodni vyssi hodnotu.

39 poznamenejme, Ze obrézek je zjednoduené nakreslen tak, jako kdyby se véechny molekuly Gplné natogily do
sméru elektrické intenzity. Ve skutecnosti jsou samoziejmé molekuly natoceny jen z¢asti, zalezi i na velikosti
elektrické intenzity, jak uvidime dale. Podobné zjednodusené je nakreslen obrazek na predchozi strané.

40 Kdybychom z povrchu polarizovaného dielektrika vytrhli celou molekulu, tedy cely dipél, bude celkové
neutralni, takZe Zzadny naboj celkové neodneseme.

41 ptipomerite si (napfiklad odvozenim pomoci Gaussovy véty) pro¢ tomu tak je.
42 Na desku kondenzatoru jsme ho pfenesli, kdyZ jsme kondenzator nabijeli.
43 Hustota volného naboje o, se nezménila, protoZe volny naboj jsme nikam neodvedli ani Zadny nepfivedli.

(Poznamka: Toto by presné platilo, pokud by kondenzator nebyl nijak ovlivnén pripojenym elektrostatickym voltmetrem.
V realném pokusu ma voltmetr urcitou kapacitu, takze do néj ¢i z néj mGze néjaky naboj odtéct ¢i pfitéct. Pri pfesném
kvantitativnim rozboru pokusu bychom s tim museli pocitat. Kvalitativni vysledek pokusu to ale neovlivni.)
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4.4 Elektrostatické pole v dielektriku

4.4 Elektrostatické pole v dielektriku

Polarizaci dielektrika uz umime popsat, at uz vektorem polarizace nebo vazanymi naboji. Jak ovlivni
elektrické pole, jsme vsak zatim diskutovali spiSe kvalitativné. Pojdme se podivat na dalsi veliciny,
které nam umozni, abychom se v chovani elektrického pole v dielektriku Iépe vyznali.

Elektricka indukce
Zacneme od rovnice svazujici hustotu naboje s intenzitou:
diVE:p/g0 = div(goE“) =p (4.22)
V této rovnici se na pravé strané uplatriuji jak volné, tak vdzané naboje®*. Je tedy
P =pyt+p. (4.23)
Oviem p, = —div P .% Dosazeni do (4.23) a pak do (4.22) da div(gOE) =py+0op = pv—divﬁ.
Odtud plyne

diV(50E+}3) = Py (4.24)

Clen v zavorce je rozumné zavést jako novou veli¢inu. Rikdme ji elektricka indukce*®:

D=gE+P (4.25)

Vztah (4.24) pak ma tvar®’

divD = p, (4.26)

Elektricka indukce se tedy chova tak, jako by byla buzena pouze volnymi naboji — coZ se ndm casto
hodi pfi vypoctu pole v dielektriku. Disledkem (4.26) je i analogie Gaussovy véty elektrostatiky pro
elektrickou indukci:

éDdS’ = Qvoln}'/uvnitf (427)
S

kde O, g uvnirs 1€ VESkery volny ndboj*® v objemu ohraniceném plochou S.

44 Prosté ve vakuu jsou ionty a elektrony a molekuly se svymi rlizné uspofadanymi naboji — a viechny tyto
naboje budi elektrické pole, a tedy vstupuji do hustoty p.

4 Viz (4.20).

46 Elektrickou indukci jsme uZ zavedli vye pro elektrostatické pole ve vakuu jako D= gOE. (Toto je ve shodé
s nyné&jsi definici (4.25); ve vakuu neni zadné dielektrikum, které by se polarizovalo, takze je tam P=0.)

Ve vakuu Slo ovsem o zavedeni spiSe formalni, elektrickou indukci jsme tam fakticky k niéemu nepotiebovali.
V dielektriku, jak uvidime, bude velmi uzite¢na.

47 M4 tedy stejny tvar, jako jsme uvadéli v pfipadé elektrostatického pole ve vakuu, jen zde vystupuje pouze

hustota volného naboje. (Ze (4.26) dostaneme samoziejmé spravnou rovnici pro pole ve vakuu, protoze ve

vakuu jiné neZ volné naboje nejsou.)

48 At uZ ve formé bodovych naboju, nabitych kFivek &i ploch nebo naboje rozloZzeného s objemovou hustotou.
10
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Vodic v dielektriku a pole u néj

Uvazujme vodi¢, vné kterého je dielektrikum, viz obrazek.

) L . dielektrikum

Elektrickd intenzita tésné u povrchu vodice je podle Coulombovy
véty rovna -

Y E

E=%7, (4.28) nXzn
&y
. . . » vodi¢
kde n je normalovy vektor k povrchu vodice; tento vektor mifi ven
z vodice, tedy smérem do dielektrika. Upravou z (4.28) dostaneme
gE-ii = o . (4.29)

Plosna hustota naboje o na hranici vodi¢-dielektrikum je slozena jednak z volného naboje o, na

povrchu vodice a jednak z vdzaného naboje o, na povrchu dielektrika:

o=0,+t0;,. (4.30)
Podle (4.20) je

op=P-7l; (4.31)

zde jako normalovy vektor k hranici dielektrika bereme n=-i , protoze musi jit o vektor smérujici
ven z dielektrika. (Viz obrazek.) Dosazeni do (4.30) da

c=o0,+0, =0,+P-i =0,-P-ii (4.32)
Kombinace (4.29) a (4.32) pak dava
gE-i =0o,-Pi = ({;‘OE+16)-ﬁ = oy,

Tento vysledek miZzeme jednoduse zapsat pomoci elektrické indukce jako

D-i = o, (4.33)

To znamen3, Ze tésné u vodice v dielektriku je normdlova slozka elektrické indukce rovna hustoté
volného naboje na povrchu vodice.

Mdame ale zaruceno, ze D bude také kolmé na povrch vodice, jako to plati pro E u povrchu vodice
ve vakuu? U fady dielektrik ano — pojdme se na takova podivat.

Mékka izotropni dielektrika

Vztah mezi elektrickou intenzitou a polarizaci mlze byt obecné slozZity. Ovsem u mnoha dielektrik
— nazyvame je mékkad izotropni dielektrika — a nastésti plati velmi jednoducha zavislost: p je pfimo

umérné E ¥

P = y¢FE (4.34)

Konstanta y se nazyva elektricka susceptibilita dané Ilatky; jeji hodnoty najdeme v tabulkach.

Jednoduchou zavislost na elektrické intenzité ma pak samozirejmé také elektrickd indukce; ze (4.25) a
(4.34) plyne

49 N4zorné to Ize pochopit tak, Ze &im vétsi je elektrickd intenzita, tim vice se dipdly jednotlivych molekul
nataceji do sméru E, resp. tim vice se jednotlivé molekuly polarizuji.
11
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D=¢gE+yeE=¢, (1+y) E = g¢,E. (4.35)
%/_/
oznacime &,

Zde jsme zaved|i konstantu & nazyvanou relativni permitivita:*°

e =1+y (4.36)

Soucin relativni permitivity a permitivity vakua,

£ = §¢,, (4.37)

se pak nazyva prosté permitivita daného prostfedi. >*

Z (4.35) a (4.37) pak vidime, Ze elektricka indukce v mékkém homogennim dielektriku souvisi s E
jednoduchym znamym vztahem

D =¢E 3 (4.38)

V mékkém izotropnim dielektriku proto plati, Ze z fady vztah( pro elektrostatické pole ve vakuu
dostaneme vztahy platné pro pole v dielektriku prosté tim, Ze misto permitivity vakua &, napiseme

permitivitu prostiedi & .

Priklady:
1) Intenzita pole vné vodivé sféry nabité nabojem Q v mékkém izotropnim dielektriku je

F-_1 27 s (4.39)

Are ¥’ r
Tento vysledek mGzeme odvodit pomoci Gaussovy véty elektrostatiky (4.27) pro elektrickou indukci.
Sféru si obklopime Gaussovou plochou (se stfedem ve stfedu sféry a o poloméru r). Gaussova véta da
Axr? D.=Q .>* Odtud D, :Q/(47rr2) az(4.38)pak E, = Q/(471'80r2) ... a pak uzZ jen doplnime smér.

Vztah (4.39) plati i pro pole bodového ndboje v mékkém izotropnim dielektriku.

2) Kapacita deskového kondenzatoru o plose desek S, jejichz vzdalenost je d a mezi nimiZ je
dielektrikum o relativni permitivité ¢, je

C = SE = gogrﬁ. (4.40)
d d

Odvozeni opét muiZe vyjit z Gaussovy véty elektrostatiky, resp. zjejiho dusledku (4.33). Velikost
indukce u (kladné) elektrody je D=0, :Q/S. Velikost elektrické intenzity je E:D/g:Q/(gS),

napéti mezi deskamitedy U=Ed =Qd/(85) . Odtud ihned Qz(gS/d)U = C=¢S/d.

50 pfipomerime, Ze susceptibilita i relativni permitivita jsou bezrozmérné veliginy.

> Pro vakuum je samoziejmé ¢ =1, takie ¢ =¢,.

52 Navic je odtud vidét, Ze u povrchu vodice je D °kolmé na povrch vodice. (ProtoZe ma stejny smér jako E J)
53 Umite napsat vztah pro potencial tohoto pole? (JistéZe ano...)

54 Dy je radidlni sloZka elektrické indukce. (5=Dr F/r). Q je volny naboj uvnitf prostoru ohrani¢eném
Gaussovou plochou, tedy ndboj, jimz je nabita vodiva sféra.
12
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vvs

To znamena, Ze kondenzétor, v némi je mezi deskami dielektrikum, md ¢, -krat vy3si kapacitu, nez
kdyZ je mezi deskami vakuum. Relativni permitivita keramickych dielektrik miZe dosahovat hodnot

nékolika stovek az nékolika tisic — takové zvySeni kapacity uz stoji za to!

No neni krasné, Ze pro pole v mékkém izotropnim dielektriku plati tak jednoduché vztahy jako jsou
(4.39) a (4.40)?

... a dielektrika jina

Jen pro uplnost, abychom si nemysleli, Ze vSechna dielektrika se polarizuji tak jednoduse, jak jsme
uvedli dfive:
e Vanizotropnich dielektrikdch nemd obecné polarizace stejny smér jako elektricka intenzita.

Pfesto v nich mohou byt slozky P Gmérné slozkam E . (Jaky charakter pak maji elektrické
susceptibilita a relativni permitivita?>°)

eV tzv. feroelektrikach neni zavislost mezi £ a P linedrni.>®

e Elektrety jsou materidly, v nichz P#0 i bez pfitomnosti vnéjsiho elektrického pole. Jsou
elektrickou analogii permanentnich magnetd. Daji se pripravit tuhnutim pryskyfic v silném
elektrickém poli. Ve svém okoli vytvareni elektrické pole. VyuZivaji se napfiklad
v elektretovych mikrofonech.

Plus mala douska na zavér

Abychom nezapomnéli na ten nejjednodussi zakladni pokus z elektrostatiky:

Proc¢ tedy nabita tyc pritdhne i nenabité papirky?
A proc se zelektrované brcko drzi i na nenabité sténé?

Vysvétleni uz ted jisté dame dohromady. (Zkuste je zformulovat sami dfiv, neZ se podivate na

poznamku pod ¢arou®’.)

35 Spravné, jsou to tenzory druhého fadu. Plati P= ZS:Z;/E‘ .

Jj=I
%6 Navic tato zavislost vykazuje hysterezni smy¢ku, blize o analogickém jevu v kapitole o magnetech.
U feroelektrik se také objevuje piezoelektricky jev — pfi mechanickém namahani piezokrystald na jejich povrchu
vznika elektrické napéti. VyuZiva se v piezo zapalovacich plynu, z toho vidime, Ze vzniklé napéti mliZze byt velmi
vysoké. V minulosti se toho jevu vyuZivalo také v levnych soucastkach pro snimani kmitd jehly v drazce
gramofonové desky. Naopak pfi pfivedeni napéti se piezoelektrické krystaly mechanicky deformuji — toto se
vyuziva v piezoreproduktorech (vétSinou jde o levné ,bzucaky”).

57 Nabita ty¢ ve svém okoli vytvafi elektrické pole. Pod vlivem tohoto pole se papirky a jiné malé nevodivé
predméty polarizuji. Ziskaji tedy dipdlovy moment — a jak vime, dipdly jsou vtahovany do mist, kde je pole
silnéjsi, tedy smérem k tyci. (Rozmyslete si, Ze dipdl vznikly polarizaci ma vici elektrické intenzité spravnou
orientaci, aby byl do silnéjsiho pole vtahovan.)

A jesté trochu jednodussi vysvétleni: Na papirku vzniknou polarizaci vdzané naboje. Je-li ty€ zdporné nabitd, pak
v mistech papirku, ktera jsou blize k tyci, budou vdzané naboje kladné, ve vzdalenéjsich mistech papirku ndboje
zaporné. A protozZe intenzita pole tyce klesa se vzdalenosti, tak na naboje, které jsou bliz, plsobi vétsi sila...

A pro¢ drzi nabité brcko na nevodivé sténé? Diky jeho elektrickému poli se polarizuje material stény, na
povrchu stény tedy budou vdzané naboje opacné polarity, nez ma brcko... a vic uz to zde asi komentovat
netfeba.
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Shrnuti

Shrnuti
Sila ptisobici na dipdl v elektrickém poli:
I . L oE - -
F=(p-grad)E =(p-V)E = Zpl. By Ekvivalentni vyjadieni: F :grad(p-E)
i=1 X;

Moment sily na dipél:

M = 1_5 X E (v nehomogennim poli se pro moment sily viéi pocatku pricte ¢len 7 X )

Energie dipdlu v elektrickém poli:

W=-pE

Pole elementarniho dipélu:

- 1 p-r = 1 3(p-F)F —r'p
o (F) = P P (p )5 p
dre, r 4re, r

Polarizace dielektrika a vazané naboje:

- . Ap .= -
P = AI;IEOF pp=—divP o,=P-n

Elektricka indukce:

D = 80E+15 divD = Py D-n = o, (upovrchuvodice)

Mékka izotropni dielektrika:

P = y¢gE D=cE, kdec=2¢¢ a & =l+y

X ... elektricka susceptibilita, ¢ ... relativni permitivita, obé jsou bezrozmérné

& .. permitivita dielektrika

Q

- 1
Pole bodového naboje v (mékkém izotropnim) dielektriku: £ = 4—
TE T

N | v

Kapacita deskového kondenzatoru, kde mezi deskami je dielektrikum: C = g6, —

Elektrety:
P = konst.

14
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Dodatek 4.A: Sila mezi bodovym nabojem a dipdlem

Bodovy naboj o velikosti Qo > 0 kolem sebe budi elektrostatické pole.
V ném se nachazi dipdl tvofeny naboji +Q a —0Q, viz obrazek. (Je Q > 0,

o ; . /
takZe dipdl se natoci tak, jak to vidime na obrdazku.) Jaka sila pusobi na Q ..d"' —

dipdl? Q, r / e

Naboj —Q je ve vzdalenosti r od naboje Qo , je tedy k nému pfitahovan
silou velikosti F :kQLZQ. Naboj +Q je od Qo ve vzdalenosti r+d, je tedy od néj odpuzovan silou
r
F = k(QO—S)Z. Celkova sila pusobici na dipdl v radidlnim sméru (tj. smérem od ndboje Qo) je
r+
1 1 P —(r+d)’ 2rd +d*
F =F -F =k ——— | =k — = -k — .  (4.41)
QOQ[(F—HZ)Z rzj 20 (r+d)*-r? G0 (r+d)*-r?

Radialni slozka sily je zapornd, to znamena, Ze dipdl je ptitahovan k naboji Qo, je tedy vtahovan do
mist, kde je elektrické pole siln&;j3i.>®

2r-Qd+d~Qd__kQ
(r+d)?-r*

dostat silu, kterou je pfitahovan elementarni dipdl: prosté bereme p = konst. a d = 0. Vysledkem je

2r-p+d-p
5~ lze lehce

(r+d)*-r

Z vysledku (4.41) prepsaného do tvaru F, = —kQ,

Fo=-o%l__ P (4.42)
r 2rey ¥

Stejny vysledek dostaneme ze vztahu F= (ﬁ-grad)E. Dip6lovy moment p mifi v radidlnim sméru,

takze p-grad = pi.59 Radidlni slozka intenzity je £, = %,takie
dr dre, r
. d{ 1 9 O p
F = -grad)E. = p— = | = =L (4.43)
- = (prgrdk = p dr(47r50 r j 2me, 1

Vsimnéte si, Ze zatimco sila mezi dvéma bodovymi naboji klesala se vzdalenosti jako —-,
r
sila mezi bodovym nabojem a dipélem klesa jako —-.
r

Jak asi bude klesat sila mezi dvéma dipdly? (Odvodte si sami, Zze klesd jako i4 J)
r

8 Rozmyslete si, Ze stejné tak by byl dipdl (natoeny tak, aby jeho dipdlovy moment mél stejny smér jako
elektricka intenzita) pfitahovan i v pfipadé, kdy by naboj Qo byl zaporny.

9 Rozmyslete si, Ze to je pravda. MGZe vdm pomoci, kdy? si zvolite soustavu soufadnic tak, Ze od Qo smérem

- - 0 0 0 d
k dipSlu povede osa x, pak bude p=(p,0,0) a p-grad = (p,0,0):| =—, —, =— |= p—. (Vzhledem k tomu,
ox 0Oy Oz dx
Ze podstatnd je zde uz jen proménna x, piSeme tu uz obyc¢ejnou derivaci.)
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Dodatek 4.B: Dva vzorce pro silu pusobici na dipdl

Vztahy (4.4) resp. (4 5) dévajl' pro silu, kterou elektrické pole pUsobi na elementarni dipdl,

F=(p-grad)E = Zp , ve slozkach tedy

3
Z p; ax (4.44)

Vztah (4.11) odvozeny z energie dipdlu v elektrickém poli, ale vypada jinak: F = grad( ) cili ve

slozkach:
a 3
F=— E. . 4.45
T ;p, ; (4.45)

Ukdzeme, Ze oba vztahy jsou ekvivalentni. Intenzita elektrostatického pole je totiZz svdzéna

op

s potencidlem vztahem E= —grade, Cili slozka intenzity je E; = —a—. Dosazeni do (4.44) da
X;
3 OE, 3 o Op 4 0’
F = —L = | | = 4.46
’ ]Z_:‘p" ox; jz_:‘p" 6)@( ax,} jz_:‘p’ ox; Ox, (4.46)
Dosazeni Ej = —8—¢ do (4.45) da
Ox;
o (& 3 P og 3
F =— E | = | - (4.47)
ox, (jz_:‘p/ J] jz_:‘p/ ox; | Ox; ]z‘ ax ax

Oba vysledky se lisi jen pofadim druhych derivaci — ovSem, jak nds uc¢i matematickd analyza, druhé
derivace za pfislusnych podminek, které zde bereme za spInéné®, nezélezi na pofadi.

Oba vztahy pro silu, byt na prvni pohled riizné, tedy davaji stejny vysledek.

60 Druhé derivace musi existovat a byt spojité, co? je fyzikdlné ,rozumné”. (Fakticky to znamena, Ze derivace
intenzity jsou spojité, tedy Ze se intenzita méni , hladce”. Vné bodovych nabojl, nabitych krivek a ploch je toto
spinéno.)
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Dodatek 4.C: Podrobnéjsi odvozeni pole elementarniho dipdlu

Chceme spocitat potencial dipdlu v misté uréeném y
polohovym vektorem 7 =(x,y) .° Podatek soustavy
souradnic volime ve stfedu dipdlu, viz obrazek. Dipdl je
tvotfen naboji —Q a + Q; jejich polohové vektory, jak je
vidét zobrazku, jsou ¥ =(-d/2,0) a . =(d/2,0).
Vzdalenost naboji je tedy d a velikost dipolového
momentu daného dipdluje p=0Q-d.* -d/2 d/2

-Q
o

Potencial v misté 7 je prosté sou¢tem potenciald bodovych naboji:

o) = k| —2———2 | = ko ! _ 1 _
F-7| |7 -7 Ja=di2y +y* Jx+d/27 +y
(4.48)
k0 1 B 1
\/xz—d-x+d2+y2 \/x2+d-x+a’2+y2
Plati, 2e x* + y2 =r’. % (4.48) tedy mlZeme pFepsat na
\/rz—al-x+af2 \/rz+d-x+af2

r d-x d-x
l———+ I+——+
r r

Tento vztah déle upravime pro d<<r. % Ve vysledku budeme chtit ponechat jen &leny prvniho Fadu
vd (rozmyslete si, pro¢®), viechny ¢leny vyssiho fadu zanedbame. Cleny (d/7)* v odmocninach
zanedbame rovnou, pro Upravu zlomkd s odmocninami vyuZijeme vztah

1 . &

=1-—, platny pro & << 1.% (4.50)
Vit+e 2
Z (4.49) dostaneme
o) K2 1+ld'2x—(1—ld'2xj e Q‘i'x -k X, (4.51)
r 2 r 2 r r r

tedy vysledek totozny s (4.14). (Po prechodu k elementarnimu dipdlu se z pfiblizné rovnosti stane
pfesna. Protoze p=(p,0,0),je p-x=p-7.)

61 potencidl vypolteme v roviné z=0, proto nepiSeme z-ové slozky soufadnic. Diky osové symetrii kolem osy x
budeme znat potencial ve vSech bodech prostoru. (Rozmyslete si, jak byste nékomu vysvétlili, Ze to je pravda.)
62 Za¢iname s dipdlem kone&nych rozmér(, v priibéhu odvozeni piejdeme limitou d — 0 pfi p = konst.

k elementarnimu dipélu.

8 Pfitom r = |F| je vzdalenost bodu, kde ur¢ujeme potencidl, od stfedu dipdlu.

64 Tedy pro pfipad, kdy poc&itdme pole daleko od dipdlu. Ostatné, nakonec budeme provadét limitu d — 0.

% Soudin Od = p bude pfi limité k elementarnimu dipdlu konstantni. VSechny ¢leny vy3siho Fadu pajdou

k nule; napfiklad Qd*> = p-d -0 pro d > 0.

6 Tento vztah dostaneme jako za&atek Taylorova rozvoje. Ostatné, Taylor(iv rozvoj bychom mohli pouzit pfimo

pti Upravach vysledku (4.49). Proménna by byla d, rozvijeli bychom kolem bodu d = 0 — kdo mate chut, tak si to
zkuste.
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Potencial v celém prostoru dostaneme jednoduchym zobecné&nim®’

p-Xx

¢ (x,y,2) = k( T (4.52)
X +y +z )
pro dipdl mifici obecnym smérem pak
p,X+tp, y+p. -z pr
p(x,y,2)=k 5 sz 32 =k 3 (4.53)
(x +y +z ) r
Slozky elektrické intenzity odtud ziskdme jednoduse parcidlnim derivovanim podle proménnych,
0 0
E. :__(p, E, :__(0’
ox oy
Napfiklad pro x-ovou slozku intenzity da vypocet
32 3 1/2
£ 0 i pxx+pyy+pzz 3 kpx(xz‘i‘yz—}—zz) _(pxx+pyy+pzZ)E(x2+y2+Zz) 2x B
’ Ox (x2+ y+z° )3/2 (x2+ Y+ z )3
3(13'7)x_Px(x2+y2+22) 3(p-F)x —r’p,
=k S 5 o\52 =k 5
(x +y+z ) r
Analogicky je to pro y-ovou a z-ovou slozku. Ve vektorovém tvaru mlzZeme zapsat vysledek jako
= 3(p-F)F —r'p
E=p 22D =rp (4.54)
r

kde, samoziejmé, k = .
4re,

):68

Poznamenejme, Ze k (4.54) bychom mohli dospét i z (4.52) (kdy p = (pX,O,O) atedy p,= 0,p,=0

-l px | _kpx(x2+y2+zz)3/2_(Pxx)z(x2+y2+z2)l/22x )
x Ox (x2+y2+22)3/2 (x2+y2+22)3

_eDx-p (FeZ) 3i)x -

- 5/2 5
(x2+ y+z° ) 4

X

_(pxx)%(x2+yz+z2)l/z 2

0 p.X
Ey =gk | =k P =
y (x+y+z) (x+y+z)
ey 3Py -rp,
- N 5 215/2 - 5
(x+y+z) r

67 S vyuzitim vy3e zminéné valcové symetrie kolem osy x.
68 Slozka E; je analogicka E,.
18
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