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Analyticka feseni pohybu castic! a téles

V této kapitole se podrobnéji podivame na nékteré pohyby hmotnych bodu v rGznych silovych polich

nebo obecné pfi plsobeni vnéjsich sil. Pohyb hmotného bodu budeme pocitat z druhého Newtonova
2—

zakona ma = F, tedy z diferencialni rovnice m = F. Tuto rovnici zndme uZ z kapitoly 2 (viz

dt
(2.8)) a vime, Ze se ji fika pohybova rovnice. V kapitole 2 jsme si vyzkouseli, Ze pohybové rovnice lze
fesit numericky, pomoci pocitace. Numericky by Slo fesit i vSechny problémy, které budeme
popisovat niZe. V této kapitole nam ale pUjde o obecna analyticka reseni, tedy reseni ve tvaru vzorc(.

8.1 Nabita castice v homogennim elektrickém nebo magnetickém poli

Jak se pohybuje nabitd castice, napfiklad elektron, iont nebo nabitd kulicka, v elektrickém nebo
magnetickém poli? V obecném pripadé nehomogennich poli je to trochu slozitéjsi, takze zatim
zvladneme pripad, kdy pole je homogenni a jde bud' jen o elektrické, nebo jen o magnetické pole.

7 v

Nabita castice v homogennim elektrickém poli
UvaZujme &éstici o hmotnosti m a naboji ¢ v homogennim elektrickém poli? o intenzité E. Sila,
kterou pole plsobi na &astici, je F' = gE . Rovnice pro pohyb &astice je tedy
a’rv ~
m—;-=qkE . (8.1)
dt

Homogenni pole je konstantni, E =konst. 3 Pro co nejnazornéjsi feseni je vhodné rovnici (8.1)
pfepsat pomoci rychlosti U = d7/dt :

dv -
aw _49f (8.2)
dt m
Tuto rovnici mdZeme jednoduse integrovat podle &asu®:
dv ~ — ~
qE /J.dt = v:lEt+v0 (8.3)
m
a dalsi integraci dostaneme
dr - - - -
o5 =9E /'[dt = F=LEP+Dt+7. (8.4)
dt m 2m

! Termin ,¢astice” zde pouZivdme jako synonymum pro hmotny bod. MiiZe jit i o elementdrni &astice, napfiklad
v pfipadé pohybu elektronu v elektrickém nebo magnetickém poli. Castice oviem pFitom chapeme v klasickém
smyslu, nebereme v Uvahu jejich kvantovy charakter. (MGzZeme si je tedy predstavovat jednoduse ,jako malé
kulicky” — konec koncd, o abstrakci a zanedbavani jsme se bavili uz v prvni kapitole.)

2 pfesnéji: plijde o pole elektrostatické, takze jeho intenzita nebude zaviset na ¢ase. (Pozndmka na okraj:

Z Maxwellovych rovnic plyne, ze kdyby se elektrické pole s ¢asem ménilo, muselo by byt pfitomno i magnetické
pole. Takze pokud chceme pouze homogenni elektrické pole, nesmi se s casem ménit.)

3 Takze i pUsobici sila je konstantni. UZ z toho mdZeme usoudit, Ze pohyb &astice bude podobny, jako v ptipadé
Sikmého vrhu v homogennim gravitacnim poli, takZe trajektorii Castice bude zifejmé parabola. Ted to jen jesté
odvodit feSenim dané diferencidlni rovnice...

4\lyuzivdme toho, Ze prava strana je konstantni. Pokud vdm pfijde zvlastni, Ze integrujeme vektory, uvédomte
si, Ze integraci (podobné jako derivaci) délame po slozkach.
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Konstanty 0, a 7, urtime z po¢atecnich podminek. (Fakticky v tomto p¥ipadé jde o rychlost a polohu
Castice v Case t=0.)

Pohyb miZeme samoziejmé resit také ve slozkach. Vtom pfipadé je vyhodné zvolit soustavu
souradnic tak, Ze intenzita elektrického pole bude mit smér nékteré osy, napriklad osy z. Pak je

E= (O, O,E). Rovnice (8.2) zapsané ve slozkach pak jsou

dv dv dv
r oo, Srog, H_dp (8.5)
dt dt dt m
Odtud integraci podle ¢asu dostaneme, Ze
V= Uy V=V, U, = iEt+vOZ (8.6)
m

Integraci (8.6) podle ¢asu pak dostaneme
X= Uy, t+xy,

Y="05,t+Y, , (8.7)

z = iEt2+vozt+zO
2m

Vidime, Ze jde opravdu o analogii Sikmého vrhu v homogennim

gravitaénim poli®, trajektorii pohybu je parabola. (Viz obrazek vpravo,

kde pro prehlednost nekreslime osu y.)

Nabita c¢astice v homogennim magnetickém poli
Na &astici s ndbojem q pohybuijici se rychlosti U plisobi v magnetickém poli o magnetické indukci B
Lorentzova sila

F = qﬁxé . (8.8)
Pohybovou rovnici zapiSeme a budeme fesit ve slozkach. Pro jednoduchost natocime soutadnou
soustavu tak, Ze magneticka indukce bude mit smér osy z, tj. B = (0,0,B). VA
Vektorovy soucin v (8.8) pak bude B
UxB = (v,,v,,v.)x(0,0, B)=
X Y
=(v,B, —v.B, 0)
Pole predpokladame homogenni, takze B = konst.
U L =
Pohybovd rovnice m d_ = qU x B tedy bude ve slozkich
t
dv
m—= =qv B, (8.9a)
a1
dv,
m =-qu B, (8.9b)
dt

5> AZ na to, Ze zrychleni &stic s riiznym pomérem q/m jsou samozfejmé rizna.
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mdvz =0. (8.9¢)
dt

Re3eni rovnice (8.9¢) je jednoduché: v, = konst., take pohyb ve sméru osy z je rovnomérny,
z=V,, -t+z, (8.10)
Dvé zbyvajici pohybové rovnice (8.9a) a (8.9b) nejprve drobné upravime vydélenim hmotnosti:

d B
v, _ 9B

L (8.11a)
dt m
dv B
RN LT (8.11b)
dt m
Tyto rovnice jsou provdzané.® Pro jejich Fe$eni funguje hezky ,trik“: Zderivujeme je podle &asu.
Dostaneme
d’v B dv
= 4270 (8.12)
dt m dt
Do pravé strany (8.12) dosadime (8.11b):
2
d’v B dv B
R E ) (8.13)
dt m dt m
Oznalime
B
2 _ . (8.14)
m
Rovnici (8.13) pak miZeme prepsat na tvar
d’v
=~ +0’v, =0. (8.15)
t
Jeji feseni je:
v, = V-sin(wt) ,’ (8.16)

V je konstanta, jejiz vyznam uvidime za chvili. Vztah pro v, bychom mohli odvodit analogicky,

jednodussi je vsak vyijit z (8.11a) a vyjadfit v, jako®

v, = qﬂBchx - é%(%sin(a)t)) ~ V-cos(@) . (8.17)

Z vyslednych slozek rychlosti

v, =V -sin(wt)
(8.18)
v, =V -cos(wt)

6Tj. v kazdé z nich se vyskytuji ob& nezndmé funkce v (1), vv(t) .

7 Rovnici typu (8.15) uZ jsme potkali v kapitole 2, viz vztah (2.15). Podrobnéji budeme tyto rovnice Fesit dale.
Regeni (8.16) neni obecné, v obecném Fedeni by mohl byt jesté fazovy posun: v, =V -sin(ot+@)-

8 PFi Upravé zde uZivdme (8.14) a (8.16).
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muazeme ziskat velikost rychlosti v roviné xy: v = \/vi +vi = \/V2 (sin®(wt) + cos’ (wt)) =V . Odsud
uz vidime, jaky je vyznam konstanty V.°

Snadno se také mizeme presvéddit, Ze slozky rychlosti (8.18) jsou fesenim plvodnich rovnic (8.11).

Ze slozek rychlosti (8.18) integraci uréime zavislost souradnic na case:

X = vadt = JV~ sin(w?) dt = _r cos(w?t)
@
10 (8.19)
y = Ivydt = J-V- cos(wt)dt = r sin(wt)
@

Jak interpretovat tento vysledek?!! Vztahy (8.19) jsou rovnici kruznice'?, takZe v primétu do roviny
xy jde o pohyb po kruZnici. Ze jde o kruZnici, je jasné vidét, kdyZ spocteme

2 2
2 2 |4 .2 2 V
xX+y = |—| s (wt)+cos (wt)) =|—| . 8.20
7= (L] {sin’n)+cos’(an) = £ ] (8.20)
x*+ y2 =R’ je rovnice kruznice o poloméru R; z (8.20) vidime, Ze
V
R=— = TV =Rw, (8.21)
w
coz je znamy vztah pro rychlost rovnomérného pohybu po yl\
kruznici. w dana (8.14) je uhlova rychlost pohybu.
Je-li v, =0, pohybuje se &astice po kruznici poloméru R; qv
z(8.21) a (8.14) pro polomér dostavame m. . N
: F- r ®B
mV : .
R=——. (8.22) P
qB
Situaci ukazuje obrazek vpravo. Je nakreslen pro pfipad g > O; osa
7 a tedy i magnetickd indukce B mifi »Z papiru” smérem k ndm.1

Castice obihd z naseho pohledu ve sméru hodinovych rucicek. (Jak by se pohybovala ¢astice zaporné
nabitd?4)

9 Ano, je to rychlost v roviné xy (pfesnéji fe¢eno primét rychlosti &éstice do roviny xy).

10 K obéma soufadnicim by $lo pFi¢ist (integraéni) konstanty, takZe obecné (véetné pfipadného fazového
posunuti) je x =—(V/w) cos(wt +¢@) +x,, y =V /o) sin(wt + @)+ y,.

1 Kdyz ndm néco vyjde fedenim pohybovych &i jinych rovnic, méli bychom si vidy (po tdlevném vydechnuti, ze
jsme véc matematicky vyresili) polozit otazku ,Co to vlastné znamena?“, ,Co nam vysledek fika o pohybu
Castic?” (resp. obecné o situaci, o niZ jde), ,Jak ziskany vysledek interpretovat?“.

12 Jde o rovnici kruznice v parametrickém tvaru, x = —Rcos(¢p), y = Rsin(¢).
13 Rozmyslete si, Ze Lorentzova sila opravdu smétuje do stiedu kruznice.

4 Ano, spravné, proti sméru hodinovych ruci¢ek (tedy v kladném smyslu). Naértnéte si sami situaci analogickou
obrazku vyse a rozmyslete si, jak z (8.19) v tomto ptipadé vyjde pohyb v kladném smyslu. (PomuzZe vam vztah (8.14).)

4
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Mala odbocka: stfedoskolské odvozeni

Skutecnost, Ze se nabitd Castice v homogennim magnetickém poli pohybuje po kruZnici poloméru
(8.22)%, mlzZeme odvodit i bez fedeni diferenciélnich rovnic, viceméné stfedoskolskym postupem.

1) Vime, Ze sila pUsobici na nabitou ¢astici v magnetickém poli, je kolma na jeji rychlost. To znamen3,
Zze nemeéni velikost rychlosti. Sila je také kolma na magnetickou indukci E; neméni tedy slozku
rychlosti v sméru rovnobéiném s B . Pokud tedy v néjakém okamziku je rychlost kolma na E,
zlistane na B kolma i nadale — tato &astice se tedy pohybuje v roviné kolmé na B.

2) Kdy? rychlost U a magneticka indukce B sviraji pravy Uhel (coZ je prdvé ptipad, ktery uvazujeme),
je velikost sily na ¢astici rovna F' = quv B .** V homogennim poli je B = konst., takze velikost sily je
konstantrvn'. Krivka, po které se castice pohybuje, tedy bude , porad stejné zakfivena” — zjevné pljde o
kruZznici. Castice se po ni pohybuje stale stejnou rychlosti, jde tedy o rovhomérny pohyb po kruznici.
3) Dostrediva sila, ktera plsobi na ¢astici o hmotnosti m pohybuijici se rychlosti v po kruznici poloméru R
ma velikost F'=m vz/R. Dostredivou silou pusobici na ¢astici, je ale pravé Lorentzova sila velikosti
F=quB. le tedy m vz/R =qU B, z&ehoi jednoduchou Upravou dostavame R = mv/qB . Kdyz
jesté vyuzijeme vztah v =R ®, dostaneme odsud vztah pro Uhlovou rychlost: @ =qB/m .

A jak je to ve 3D

Dosud jsme se omezili na to, jaky je pohyb vroviné xy (pfi v, =0). Jaky je obecny tfirozmérny
pohyb? z

Je to jednoduché. V prliimétu do roviny xy zUstava vse stejné, pohyb popisuji  \
vztahy (8.19). Pohyb ve sméru osy z je rovnomérny, viz (8.10). Kfivkou, po niz  {
/%”— S
se pohybuje nabitd ¢astice vhomogennim magnetickém poli, je tedy ( —F—

$roubovice. Castice se po ni pohybuje konstantni rychlosti. 8‘/\--
Y
X

Vztah (8.22) by se ndm hodil, kdybychom si chtéli stavét maly cyklotron nebo obecné kruhovy

Zavérecné poznamky aneb k ¢emu to muze byt dobré

urychlovaé.r Pro vy$3i energie, a tedy rychlosti bliZici se rychlosti svétla, bychom oviem museli
poditat polomér urychlovaée nikoli podle klasické mechaniky, ale podle specidlni teorie relativity.!®

Zvysledku, ktery jsme ziskali, mulZeme také usuzovat na obecné chovéani nabitych ¢astic
v magnetickém poli, i kdyZ neni pfesné homogenni: Céstice se zfejmé& nemohou ,,pFili§ pohybovat”
kolmo na magnetické indukéni ¢ary a spiSe se pohybuji podél nich.?® Diky tomu jsou napfiklad nabité
Castice pfilétajici k Zemi ,zachyceny” jejim magnetickym polem a pohybuji se podél magnetickych
indukénich ¢ar smérem k polarnim oblastem (kde diky jejich interakci s molekulami vzduchu
vyvolavaji polarni zare).

15 KdyZ mé rychlost kolmou na smér magnetické indukce.
16 pfedpokladame g > 0, jinak bychom zde museli psat |q|

17 Néco mi napovida, Ze toto mozna neni touhou Uplné kaZzdého budouciho uditele fyziky, ale co kdyby. ©

18 Kupodivu se dramaticky nelisi, jen musime hmotnost nahradit relativistickou hmotnosti. Pro odvozeni zde ale
odkazeme napft. na predndsku Specidlni teorie relativity ve tfetim ro¢niku.

195 tim, Ze se kolem nich ,,obtacgeji“ podobné jako vy$e uvedend Sroubovice.
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8.2 Pohyb v odporujicim prostredi

Pokud se téleso pohybuje v néjakém prostiedi?®, plsobi na néj sila Fom o
proti sméru jeho pohybu. Velikost sily zavisi na rychlosti. V redlném 4—9L>

v

pripadé mize byt zdvislost docela sloZita. Casto ji viak Ize, alespori
pro néjaky rozsah rychlosti, aproximovat zavislosti jednodussi.

PFi malych rychlostech byva rozumnou aproximaci pro silu plsobici na kouli poloméru R pohybujici se
rychlosti v Stokesova sila. Jeji velikost je

F = 6zRnv , (8.23)

Je tedy pfimo umérna rychlosti. Veliina 1 je dynamickd viskozita daného prostfedi; sezndmime se
s ni dale v kapitole vénované hydrodynamice. (Stru¢nou informaci poskytne také Dodatek A.)

Pfi pohybu télesa?! ve vzduchu je ale vétSinou sila pfimo Umérnd druhé mocniné rychlosti. To
vystihuje Newtondv vztah

F = %CS,OUZ 2 (8.24)

Zde p je hustota prosttedi, S je prGfez daného télesa v roviné kolmé na smér rychlosti (pro kouli by to
bylo mR2) a C je koeficient zavisly na tvaru télesa?®. Zdvislost typu (8.24) se da vcelku jednoduse
odvodit, viz Dodatek A.

Jak se pohybuje téleso, kdyZ na néj plsobi odporova sila Umérna prvni nebo druhé mocniné
rychlosti? VyreSime to pro pripad jednorozmérného pohybu.
Odporova sila pfimo umérna rychlosti
Pohyb uvaZujeme ve sméru osy x, rychlost a sila maji sloZky jen do tohoto sméru.?* Odporova sila je
F.=-k-v,, (8.25)

kde k je konstanta. Pohybova rovnice tedy je

L =—kv,_. (8.26)

Budeme ji fedit metodou separace proménnych (viz Dodatek B). %

Rovnici (8.26) tedy upravime nasledujicim zplsobem:

20 ve vzduchu, ve vodé, v medu apod.

21 Napfiklad auta, parasutisty nebo hozeného mi¢ku.

22 Jako Newton(v vztah resp. Newton(v zdkon odporu se obvykle uvadi tento vzorec bez konstanty C (tedy pro
pfipad C =1).

2 7e odpor zavisi na tvaru télesa, je asi zfejmé. Na téleso, které tvarem pripomina padak, zjevné piisobi vétsi
odporova sila nez na téleso ,proudnicového tvaru”.

*0=(,,0,0), F=(F,,0,0).

25 Navod ,ve stylu kuchatky” jak to délat, je jednoduchy: Ve, co se tykd zavisle promé&nné (zde: rychlosti vx),
prevedeme na jednu stranu rovnice, vse, co se tyka nezavisle proménné (zde: ¢asu t), na druhou. A to véetné
diferencialll! Samozrejmé, toto je tfeba chapat spise jako pomdcku pro zapamatovani postupu; dand metoda
reSeni je podlozena presnymi matematickymi vétami — podrobnosti se jisté dozvite v pfislusné prednasce

z matematické analyzy.
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dv _ dt

= —fkv, . (8.27)
dt muv,
Vysledek pak zintegrujeme,
dv k
S / j : (8.28)
v m

X

a dostavame

Jdux - —jﬁdt . (8.29)
v, m

Prava strana da —J‘ﬁdt:—ﬁt+(~? , kde C’je integracni konstanta. Levd strana (8.29) dd po
m m

zintegrovani I Lf}v" = 1n|vx| .%6 Rovnice (8.29) tedy dava

Infv, | = L, (8.30)
m
a po odlogaritmovani?’:
—%I+C~' —%t & = —%t
vl=e =e"-e =C-e" 2®

Absolutni hodnotu ve vysledku nemusime psat?, takZe vysledny vztah pro rychlost je

sk
v, =C-e" . (8.31)

Zderivovanim podle ¢asu se mizeme presvédcit, Ze (8.31) je opravdu resenim diferencialni rovnice
(8.26).%° Zbyva uréit vyznam a hodnotu konstanty C.
Vztah (8.31) dava rychlost, C proto musi mit rozmér rychlosti, takZe jde o néjakou rychlost.

Integracni konstanty obecné urcujeme z pocatecnich podminek. Pocatecni podminka pro rychlost
bude

v.(0) =y, (8.32)
= —EO = = =
Z (8.31) pro =0 plyne v (0)=C-e ™ =C-1=C. Porovnanim s (8.32) dostavame C =v, .
Vysledny vztah pro rychlost je tedy
_k,
v, =Ue " (8.33)

kde v, je pocatecni rychlost télesa.

26 Uvédomte si, Ze integraéni konstantu uz zde nemusime psat, protoze jsme ji napsali uz na pravou stranu
rovnice. (Dvé libovolné konstanty daji po secteni resp. odecteni opét libovolnou konstantu.)

A jesté jedna poznamka: Pozorny ¢tenar by mohl namitnout, Ze slozka rychlosti neni bezrozmérna; ma jednotku,
tfeba m/s. Logaritmus oviem mlzZeme udélat jen z (bezrozmérného) Cisla, logaritmus metru za sekundu nedava
smysl! Spravné bychom tedy méli uz v levé strané (8.29) délit rychlosti v Citateli i jmenovateli napfiklad
jednotkou rychlosti a pfejit tak k bezrozmérné veli¢iné D =v, /(1m/s). Integral by pak dal ln|ﬁ|, azdeuije

logaritmovani bez problémd. Zapis Infv | mlZeme povaZzovat za jakousi ,zkratku”, nakonec nam jednotky

vyjdou spravné.
27 To znamena, Ze na obé strany rovnice zapsobime exponencidlni funkci; potom uvaiime, ze
exp(ln(|vx|)) =,

2 C byla libovolna konstanta, takze e€ je také libovolnd konstanta, oznacili jsme ji jako C.
2% MUzeme predpokladat, ze v, > 0; dale uvidime, Ze vysledné feseni by fungovalo i pro zaporné v .

30 vyzkousejte si to! At vidite, Ze uvedeny postup nas skuteéné doved! ke spradvnému feseni.
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Velikost rychlost tedy s ¢asem exponencialné klesa, 12
jak to ukazuje obrazek.?* U 4
x ‘. . . N . 08
Casovou zavislost souradnice télesa ziskdme \
0,6
integraci (8.33) podle Casu: x = vadt. Dostaneme 04 \
0,2
k
m 5t ~ 0 : : . : ‘ :
x:—Uoz'e "+ K. (834) 0 0,5 1 15 2 25, 3

Integraéni konstanta K musi mit rozmér délky. Ovéem pozor — neni to pocateéni poloha x, télesa!®

Kdyz v (8.34) limitujeme f—>0o0 , vidime, Ze

1,5
K =lim x(z) .3 X
{—0
1
Typicky prabéh zavislosti soutradnice na ¢ase vidime
na obrazku. Soufadnice se s ¢asem pfiblizuje urcité 05
koncové hodnoté.
0 T T T T T 1

Kdyz pusobi jesté dalsi sila...

Co kdyZ na kuli¢ku plsobi jesté dalsi sila, napFiklad kdyZ nechdme kulicku padat v hustém oleji?3*
Pohybova rovnice pak bude mit tvar®

dv
m—==—-kv_+mg . (8.35)
dt &
Upravime ji na d;’}x = —i(vx —%j a budeme fesit metodou separace proménnych:
t m
dv k k ~
—x=—J—dt=——-t+C. (8.36)
mg m m
v, ———=
’ k
~ _k
Integral na levé strané da ln[ v, —%j a po odlogaritmovani dostavame (v, —%‘ =C-e '”t, takze
. mg
v. =C-e" +—= % (8.37)

} k

31 Obrazek ukazuje charakteristicky pribé&h ¢asové zavislosti v, (t), konkrétné pribéh zavislosti (8.33) pro
k/m =1 a poéatedni rychlost v, =1. (VSechny veli¢iny mdZeme brat v jednotkach SI, jednotky na osach grafu
nejsou uvedeny.)

32 Kdy? do (8.34) dosadime ¢ =0, dostaneme x(0) =-v, %-1 +K takze K = X, +U, % .

33 DlleZité ponauceni: Integraéni konstanta se nemusi rovnat poéateéni hodnoté rychlosti nebo soufadnice.
(V jednoduchych pfikladech to tak leckdy vychazi, ale obecné je vztah mezi pocatecnimi hodnotami a
integra¢nimi konstantami sloZitéjsi.)

34 Nebo tfeba v medu. (Ten mé velkou viskozitu, takZe bude klast pohybu velky odpor. Ale ne abyste do medu
hazeli Spinavou kuli¢ku, to by byla Skoda medu...)

%5 Osa x mifi svisle dol{, gravita¢ni zrychleni je g.

36 presvédite se, 7e (8.37) je feSenim (8.35) nezavisle na znaménku v,—mglk.
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Pro £ — o se rychlost pfiblizuje konstantni hodnoté mg/k . Jak je to potom se silami plsobicimi na

kuli¢ku?3”

Odporova sila pfimo Umérna druhé mocniné rychlosti

Opét budeme predpokladat, Zze pohyb se dé&je jen ve sméru osy x, a navic, Zze v_ > 0. Odporova sila

nyni je
F. =—-k-v . (8.38)
Pohybova rovnice je
dv
m dx =-k-v], (8.39)
t

fesit ji budeme opét metodou separace proménnych. Postupné dostavame

dv; _ K / j . (8.40)

v, m
dv k k ~
x = —f—dr =——t+C, (8.41)
U, m m
dv, 1 1 k ~
leva strana da J - = —— apo dosazenido (8.41) pak —— = ——-£+C, Cili
U, v, v, m
1
v o= —— (8.42)
ke
m
ey . . ] 1 = 1
Pocate¢ni podminka v (0) = v, d4 po dosazeni do v, = _6’ => C =-——_. Pro rychlost pak
z(8.42) dostavame v = T a po Upravé
m v,
% (8.43)
v = . .
¥ kv
1+—2-¢
m
Zavislost souradnice na case odtud ziskame integraci podle ¢asu:
m kv
x:—ln(l+ O-t]+xo. (8.44)
k m

V ptipadé, kdy na téleso pUsobi jesté dalsi sila (napf. gravitaéni, tieba pfi seskoku padakem), je feseni
o néco slozitéjsi. Pro zdjemce ho uvadi Dodatek C.

37 pohyb je uz prakticky rovhomérny, takZe celkova sila plisobici na kuli¢ku musi byt nulova. Pfesvédéte se, Ze je
tomu opravdu tak. Sami si také nacrtnéte zavislost rychlosti na Case, vypoctéte ¢asovou zavislost souradnice a
nacrtnéte jeji graf.

3 k je kladna konstanta, je tedy Fx< 0. Pravé proto pfedpokladame v, >0, aby sila mifila proti sméru rychlosti.
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8.3 Netlumeny harmonicky oscilator

Prozkoumejme nyni, jak se pohybuje napfiklad malé téleso zavésené na f:()
pruziné. Stimto prikladem jsme se uz setkali v kapitole 2. Nyni ksile
pruZiny pfidame i tlumeni. ‘(')—>

Zacneme ale s netlumenym oscilatorem — a ukaZzeme si na ném zpUlsob
feSeni, ktery budeme vyuzivat i pro slozZitéjsi pripady.

Resit budeme pohyb v jednorozmérném ptipadé, jak to ukazuje obrazek

vpravo.?® Sila, kterou pruZina plisobi na dany hmotny bod, je

F =—k-x. (8.45)

v

Zde k je tuhost pruZiny a x jeho vychylka z rovnovazné polohy.

x 0

Kdyz na hmotny bod neplsobi odpor prostfedi, ale jen pruZina, je jeho pohybova rovnice

d’x dx k
m—=F =—k-x,apolpravé —- + —-x = 0. Oznacime-li
dt dt m
k ozn.
_ = a)2 , 40 (846)
m

bude mit pohybova rovnice tvar*

i+0’x=0. (8.47)

Rovnice (8.47) je linedrni*® diferencidlni rovnice (druhého Fadu) s konstantnimi koeficienty.
Matematika nas uci, Ze reseni takovychto rovnic mame hledat ve tvaru

x=e". (8.48)

t

. , v. . , , . . . t ,
a je konstanta, kterou musime urcit. Derivaci (8.48) ziskame x = ae®’, ¥=a’e”" . Dosazeni do

(8.47) da
2 at 2 ot
a‘e’ " +we” =0 (8.49)
Kdyz tuto rovnici zkratime faktorem e*' 3 dostaneme a’+ o’ =0.Cili (8.48) bude feSenim rovnice
pravé tehdy, kdy? a>=—@” . Tato algebraickd rovnice ma dvé feseni,
o =iw, o,=-io. (8.50)

Tomu odpovidaji dvé nezavisla feseni diferencialni rovnice (8.47):

x, = x, =", (8.51)

39 NeuvaZujeme pfitom gravitaci, na téleso pGsobi jen sila pruZiny. (Téleso navic bereme jako hmotny bod a
hmotnost pruziny povazZujeme za zanedbatelné malou.) Jak fesit pfipad zavazi skutecné zavéseného na pruzing,
si ukdZzeme za chvili.
40 7atim nevime, jaky ma w vyznam, to ¢asem zjistime.
41 Druhou derivaci podle ¢asu budeme pro stru¢nost znacit X misto ﬂ .

dr’
42 To znamend, Ze se v ni nevyskytuji &leny typu x?, x*, %, x-x apod.

43 Nebo vynasobime ¢ %'.
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Pohybovou rovnici jsme vyresili jednoduse a elegantné, ovsem za cenu toho, Ze feSeni jsou
komplexni.*

Co znamena komplexni exponenciala a jak s ni pracovat, je stru¢né uvedeno v Dodatku D. Pou¢ime
se tam, Ze feSeni (8.51) miZeme vyjadfit pomoci realnych funkci sin(wt) a cos(wt) .*®

Regeni (8.51) jesté ale nejsou obecna feseni rovnice (8.47). Napfiklad miizeme kterékoli z nich
vynasobit konstantou, tedy vzit

() = Ce”, F(t)=Ce ' (8.52)

Navic mUZete obé tato feSeni secist. Vysledek, tj.

x(t) = C e +C,e " (8.53)

je také FeSenim rovnice (8.47), ve skuteénosti jde o jeji obecné feseni. +’

Poznamka: To, Ze nasobky feseni jsou také feSenimi rovnice a Ze soucet reseni je také resenim, plyne
z faktu, Ze dana diferenciélni rovnice je linedrni. (Zkuste si to sami dokazat.*)

Ovsem feSeni (8.53) jsou stale komplexni. A to je divné — takova feSeni pfece nemohou popisovat
redlny pohyb hmotného bodu. Soufadnice x je pFece redlnd.*

Takze musime z obecného komplexniho feseni néjak dostat feseni, které bude readlné. A ono to pujde!

Vyjadrime-li komplexni exponencialy pomoci sinli a kosinli, dostaneme z (8.53)

x(t) = C e’ +C, e = C,(cos(wt) +isin(wt)) + C, (cos(wt) —isin(wt)) =

= (C, +GC,) cos(wr) + i(C,—C,) sin(wr) (8.54)
— |
D, D,

Kombinace konstant C, a C, jsme zde oznadili D, a D, . A tyto nové konstanty mGZeme brat jako

v s

realné!*® TakZze uz mame k dispozici redlné feseni

x(t) = D, cos(wt) + D, sin(wt) 31 (8.55)

4 Inu, za eleganci se plati. ©

4 Slaval Uz vidime, Ze se v Fedeni skryva kmitavy pohyb, ktery oéekavame.

46 presvédite se, Ze kdyz tyto vyrazy dosadite do (8.47), bude dand rovnice splnéna — takZe (8.52) jsou opravdu
jeji reseni.

47 presvédite se, 7e(8.53) opravdu je fesenim X+ @’x = 0 !

*® Napovéda: Dosadte do (8.47) x(1) = A x,(t) + 4, x,(t), kde x,(¢) a x,(¢) jsou Fedenimi této rovnice, tj.
splfuji &, +a)2x1 = ( a podobné pro x2. A uvidite sami...

49 Nebo snad kuli¢ka pfi svém kmitani na pruziné mizi do né&jakého ,imagindrniho rozméru“? (To zni sice aZ
magicky, ale pro skutecnou kulicku nic takového nenastava.)

0 Znamend to, Ze pavodni konstanty C, a C, byly komplexni, ale to nevadi, klidné mohly byt. (Ve skutecnosti,
aby D, a D, byly rediné, musely byt C, a C, komplexné sdruzené; rozmyslete si, Ze tohle je pravda.)

51 Na zadatku jsme nevédéli, jaky ma w vyznam, ted uZ to vime: je to Uhlova frekvence kmitd.
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Toto feseni uz perfektné vystihuje netlumené kmity kulicky na pruziné. Ale moZzna bychom ho prece
jen jesté radi upravili do tvaru, v némz se nebudou scitat siny a kosiny, naptiklad do tvaru

x(t) = A cos(wt+ ). (8.56)

Pfi Upravé vyuzijeme toho, Ze cos(@? + @) = cos(wt)cos ¢ —sin(wt)sin ¢ .>* Pozadovany tvar feseni

(8.56) mliZeme prepsat na

x(t) = A cos(wt+ @)= Acos(wt)cos p— Asin(wt)sin @ =

= Acos@cos(wt) +(—A sin go) sin(wt) , (8.57)
D D
1 2

takZe vidime, Ze (8.55) a (8.57) popisuji totéz Feseni.>3

Redeni, které jsme dostali, obsahuje siny a kosiny, 15
tedy funkce, kterym se nékdy fikd harmonické**. * N\ N\
Kmitavy pohyb, ktery dané feSeni popisuje, se \ / \ / \ /
v . . o . 0,5
proto oznacuje za harmonicky a objektlim, které \ /
. 2755 vz . P oy s 0 T T T T T 1
takto kmitaji>>, Fikdme harmonické oscilatory. \ 0’5/ 1 \ 1'5/ 5 \ 2’5/ t,
-0,5
Pfiklad harmonickych kmitl ukazuje obrazek \ \ \
vpravo.>® 1 V \V/ \VJ
-1,5

Rovnice (8.47), tedy

i+0’x =0, (8.58)

byva oznadovéna jako rovnice pro linearni harmonicky oscilator.>’

Matematicka ,technika”, kterou jsme pro feSeni této rovnice poufzili — tedy vyuzit funkce, které maji
komplexni hodnoty, a pak z nich dospét k redlnému feSeni — je mozna na prvni pohled prekvapiva, ale

>2 Pouzivame zde vzorec cos(a + ) =cosa cos f—sina sin 3.

>3 Odvodte sisami, z2e 4=/D’+D,, tgp=-D,/D,

>* Jako harmonickd funkce se nékdy oznacuje funkce typu a-sin(bx +c¢)+d . Oviem pozor, nazev harmonické
funkce se pouziva i v jiném vyznamu; v matematické analyze se jim vétSinou oznacuji funkce, které splnuji tzv.
Laplaceovu rovnici A f =0. Slovo ,harmonicky” a jeho odvozeniny se asi libi, takze pfi popisu kmitani resp.

v akustice se setkdme s terminem ,,vy$si harmonické®, pti popisu elektrického nebo gravitac¢niho pole kolem
néjakého télesa se zase pouzivaji funkce dvou proménnych zvané ,sférické harmoniky”. Nemusite si s tim délat
hlavu, jen je dobfe si uvédomit, Ze stejné nebo podobné nazvy nemusi v rlznych oblastech znamenat stejné
véci.

55 Napfiklad zminéna kuli¢ka na pruZing, torzni kyvadlo nebo kmitavy obvod s civkou a kondenzatorem,
kterému se budete vénovat v prednasce z Elektfiny a magnetismu (v ném se samoziejmé nepohybuje néjaky
hmotny bod nebo téleso, ale s casem se méni napt. napéti na kondenzatoru).

%6 Jde o fedeni (8.56) pro konkrétni hodnoty A=1,2 (napf. metrd nebo cm, na svislé ose grafu neuvadime
jednotky), frekvenci f=1Hz, tedy @ =27 =6,28s" a9 =0,7.

57 Pozor, slovo linedrni zde neni proto, Ze jde o linearni diferencialni rovnici. VyjadFuje to, Ze jde o
jednorozmérny pfipad, tedy o pohyb jen v jednom sméru, po urcité primce. Pokud by se hmotny bod mohl

pohybovat ve tfech smérech, ale byl napf. pruznymi silami vracen do rovnovazné polohy, slo by od prostorovy
harmonicky oscildtor.
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velmi uZitecna. A to natolik uZite€na, Ze se ve fyzice pouziva velmi Casto. Fakticky fyzikové (ale také
inzenyF¥i) k popisu kmitani vétsinou pouzivaji funkci e’ .58
Jak se také da prejit od komplexniho feseni k redlnému

Redlné vyjadreni kmitl Ize z komplexniho tvaru ziskat i ,,zkratkou”. Méjme komplexni feseni rovnice
pro linearni harmonicky oscilator ve tvaru

() = A-&" . (8.59)
Amplituda A mlzZe byt komplexni, takzZe ji mGzeme vyjadrit ve tvaru
A =4 > (8.60)
Po dosazeni do (8.59) dostavame
i(t) = |A|-€' e = |-
a kdyz odtud vezmeme jen realnou cast, vyjde

x(t) = Re(X(1)) = Re(|A|-ei(”t+(p)) = |A|-Re(ei(”[+(p)) = |A|-cos(a)t+go) ,  (8.61)

c0Z uz je feseni (8.56).

Poznamka:

V nasem vykladu podrobnéji nepfipomindme vzdjemny vztah ahlové frekvence w, frekvence f a
periody T, tedy vztahy
1 2
f=—=, o0=2rf=—, (8.62)
T T

z nichz plyne, Ze feseni (8.56) Ize psat také jako
x(t) = Acos(Qrft+¢) = A cos(27z%+(p) . (8.63)
Nevysvétlujeme zde ani to, Ze @ je fazové posunuti, jaky je jeho vyznam a Ze vhodnou zménou

fazového posunuti mizeme dospét k tomu, Ze misto funkce kosinus bude v feSeni sinus. VSechny tyto
véci bereme jako zndmé ze stfedoskolské fyziky.®°

58 Ted mluvime o ,,vysokoskolské fyzice” resp. fyzice jako védé. Proto se s timto vyjadienim budete potkavat i

v dalich prednaskach, byt v ,,gymnazialni fyzice” se neobjevuje (s vyjimkou pfipadnych seminara pro
pokrocilejsi zajemce). Oviem e’ se naptiklad pro popis stfidavych napéti a proud@ uziva i na
elektrotechnickych primyslovkach.

59 Asi nemusime pfipominat, Ze jde o goniometricky tvar komplexniho &isla, |A| je velikost komplexniho Cisla 4,
@ jeho argument; oboje to jsou uZ redlna cisla. Nakreslete si to sami v Gaussové roviné, abyste to uméli
nékomu vysvétlit.

80 v pFipadé potteby si je zopakujte a pfipomerite, abyste je uméli vysvétlit.
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8.4 Tlumeny harmonicky oscilator

Skuteény kmitavy pohyb napfiklad kulicky na pruziné je ovSem vidy
tlumeny. Na kulicku kromé sily pruziny pasobi jesté odporova sila. Pro
jednoduchost budeme predpokladat, Ze tato sila je pfimo umérna

rychlosti, £, _=—b-v_. % Celkova sila pisobici na kuli¢ku je tedy

F =-k-x-b-v_.
Pohybovou rovnici
d’x
m—-=—k-x-b-v,

upravime na tvar

> - .4 —. :()'
dt m dt m
— —
26 F

kde jsme jiz naznacili, Ze kombinace konstant m, k a b oznacime

kg boas (8.65)
m m

Vysledna diferencidlni rovnice popisujici pohyb je tedy

i+20x+a;x=0. (8.66)

Redeni budeme opét hledat ve tvaru
x =e" . (8.67)

Po dosazeni do (8.66) dostéavéme a’e”'+25 ae” + @, e*' = 0 apo zkraceni e*' pak

a’+28a+w; = 0.5 (8.68)

Jde o kvadratickou rovnici, kde nezndmou je a.

61 RedIné muzZe byt samoziejmé zavislost odporové sily na rychlosti sloZitéjsi, viz ¢ast 2 této kapitoly. P¥i malych
rychlostech mizZzeme ale ocekavat, Ze zavislost odporové sily na rychlosti bude pfiblizné linearni. Hlavné ale, jak
jsme Fekli, zavislost F _=—p-v_pouzivame opravdu pro jednoduchost: Diferencialni rovnice popisujici kmitani

bude opét linearni, takZe pUjde jednoduse resit.

Mozna vas ted napadlo, zda neni divné, vybrat si specialni situaci jen proto, Ze se nam |épe fesi. A tfeba vam
takovy postup dokonce pfipomnél zndmou anekdotu o ¢lovéku, ktery ztratil klice vtemném kouté ulice, ale
hleda je pod lampou, protoze tam je lip vidét. © Ale fyzika, a véda viibec, takto ¢asto postupuje — nez se snazit
vyresit co nejobecnéjsi tézky problém, je lepsi vybrat si na zacatku jeho jednoduchou variantu, kterou
zvladneme vyresit. (Konec koncd, o duleZitosti zanedbavani jsme mluvili uz v prvni kapitole.) Leckdy se pfitom
ukaze, zZe feSeni toho jednoduchého ukolu je vyznamné i prakticky. Tak je tomu ostatné i v pfipadé tlumeného
kmitani. Napfriklad pfi tlumeni pohybu vifivymi proudy je odporova sila skute¢né pfimo umérna rychlosti.

A kmity oscilacniho obvodu s civkou, kondenzatorem a rezistorem (s nimiz se seznamite v prednasce z Elektfiny
a magnetismu) vystihuje také rovnice, v niz tlumeni je presné imeérné ¢asové zméné napéti — tedy rovnice zcela
analogicka té, kterou budeme resit zde pro pfipad mechanickych kmitd.

62 wo by byla Uhlova frekvence kmitani, kdyby nebylo tlumeni. Faktor 2 pfed & se nam v dalSich vypoctech
prihodné zkrati. Pfipomenme jesté, Ze vSechny uvedené konstanty jsou kladné.

63 Obecné se takovéto algebraickd rovnice nazyva charakteristickou rovnici (ptislusnou k dané rovnici diferencidlni).
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Rovnice (8.68), tedy a’+28 o + a)02 = 0, ma dvé fedeni®:

a, =-0t.8 -] (8.69)

Vyraz pod odmocninou muze byt kladny, nulovy nebo zaporny. Podle toho se nam feseni rozpadne
na tfi pripady:

1) & > w,, aperiodicky pfipad

s v . . 1z v v , agt a,t . v P ,
V tomto pfipadé jsou ¢, i «, redlné konstanty, FeSeni e ' a e > jsou tedy obé realna. Obecné
feseni je jejich linedrni kombinaci:

at a,t
x(t)=Ce'" +C,e? =
c . (8.70)
(—0+y0"—ay (=0—0"—wy )t

t
=Ce )+C2e

v vz

Navic jsou jak ¢, i &, zapornd®, takze obé ¢asti feseni (8.70) jsou klesajici funkce. Hodnoty

konstant C, a C, urfime z pocatecnich podminek.®®

Ptiklady, jak m@Ze vypadat pohyb v tomto p¥ipadé&, ukazuji nasledujici grafy.®’

1,2

X X
1
0,5
08 \ I \
0,6 0 . : : j
\ 0,5 1 1,5 ¢ 2
0,4
\ -0,5
0,2

0 T T T ) -1
0 0,5 1 1,5 r 2

Vidime, Ze kuli¢ka v tomto pripadé muZe jednou pfekmitnout pres rovnovaznou polohu, ale rozhodné
nepfekmitne vickrat.®® Pohyb tedy neni kmitavy, nema 7adnou periodu — proto tento p¥ipad
nazyvame aperiodicky.

5+ a8 — 2
* Diskriminant rovnice je D = (28)’~4w, = 4(6’- ;) afelenitedy ¢, = 20£J40" ~ @) (A uZje
’ 2

jasné, pro¢ bylo vyhodné oznaédit b/m =25 .)

85 Dokazte si, Ze to je pravda.

8 To zde explicite nepfedvadime — ale samoziejmé to musime umét udélat. Vyzkousejte si to, neni to nic
tézkého; napf. dosazenim ¢ =0 do (8.70) okamZité dostdvédme C, + C, = x(0) . Druhou rovnici pro C, aC,
ziskame z pocatecni rychlosti, musime jen nejdfive zderivovat (8.70) podle casu.

67 Jsou pro konkrétni hodnoty wo = 6,28 s* (stejnd hodnota, jakou méla w u netlumeného harmonického
oscildtoru v pfedchozi ¢asti kapitoly), 6 =12 s1. Po¢ateéni podminky pro levy graf jsou xo = 1, 1o = 0, pro pravy
graf pak xo = -1, vo = 50. (Jednotky zde neuvadime, mize jit o zakladni jednotky SI, tedy délky v metrech a
rychlost v m/s, nebo tfeba o délky v cm a rychlosti v cm/s.)

88 SloZenim dvou klesajicich exponencidl nelze dosdhnout toho, aby pfes polohu x = 0 pfesla vickrat.
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2) § = w,, mezni aperiodicky pfipad

V tomto pfipadé se kofeny kvadratické rovnice rovnaji, @, , = —¢ . Matematika nas pouci, Ze

St

e g . R - -5t v v
v tomto specidlnim pfipadé jsou dvéma nezavislymi feSenimi funkce e a t-e °'.%° Obecné fedeni

rovnice (8.66) tedy je

x(t) = Ce ' +Ct-e” = (G +Ct)e” (8.71)

Obé &asti fedeni jdou pro t — o0 k nule.”®

Jak ukazuji nasleduijici grafy, kvalitativné vypada pohyb v tomto pfipadé analogicky jako

v

v aperiodickém pripadé — také se pro velké ¢asy souradnice blizi k nule, také muze kulicka maximalné
jednou pfekmitnout pfes rovnovaznou polohu.”

1,2 2,5

x
x 2 AN

A\ N
o \ 0,5 l

0,2

0

\ 0 : . ‘ ‘
0,5 1 1,5 2

-0,5

\

0

0,5

1

1,5

MuzZeme si ale vSimnout, Ze v meznim aperiodickém pripadé se kulicka nakonec k rovnovazné poloze
pfiblizuje rychleji, neZ tomu bylo v obecném aperiodickém pfipadé.”

3) § < w,, periodicky pfipad

Uvidime, 7e vtomto pfipadé je tlumeni uZ dostate¢né malé, aby oscildtor mohl kmitat.”® Pod
odmocninou ve vztahu pro a (viz (8.69)) je nyni zaporné Cislo, takZze a budou komplexni. Z (8.69)

@, = =5 (D (@] =) = -5% i\Joj-o" .

Pro dalSi vypocty oznacime

dostaneme

w;-8 = o, (8.72)
takze
a,=-o0tiw. (8.73)

89 vyzkousejte si, Ze to je pravda!

0 Specidlné jei lim(t~e_5t) =(; jednoduse receno, e jde pro velka t k nule rychleji, nez roste t. (Fakticky
—0

rychleji nez roste libovolnd mocnina t, viz prednaska z matematické analyzy.)

"1 Obrazek ukazuje pohyb pro stejné poéateéni podminky, jako tomu bylo u grafi na pfedchozi strance.

72 Grafy prezentované zde to samoziejmé ilustruji pro konkrétni hodnoty parametrd, ale uvedené tvrzeni plati
obecné. Mezni aperiodicky pripad je dllezZity z praktického hlediska pro co nejrychlejsi tlumeni vychylek.
73 No kone&né&! U? to vypadalo, jako by snad nikdy kmitat nemél...
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(—o0+iw)t a e(*&*ia)) t

Dvé linedrné nezavisla feseni rovnice (8.66) tedy jsou e . Obecné reseni tedy je

x(t) = C, et 4 C, elToTiO 7ot -(C1 e+ C, e_im) (8.74)

Porovnanim s (8.53) vidime, Ze fesSeni vypada stejné jako u netlumeného harmonického oscilatoru,

jen je nasobeno funkci e ot Stejnym postupem jako v pfipadé netlumenych kmitl proto mlizeme
prejit od komplexniho feseni k feSenim, ktera obsahuji jen realné funkce:

x(t) = ' (D, cos(wt) + D, sin(ot)) (8.75)

x(f) = A e %' cos(wt + ). (8.76)

Casovou zavislost soufadnice v nékolika konkrétnich pfipadech ukazuji nasledujici grafy.”*

5=0,5 \ 5=1

N A
\/ \/ po \/ T

0,5

-0,5
1 1
X X
1 1

0,5 \ 05 x

-05 = -0,5

Jakych véci si pfi porovnani grafi vSimnete? (Zkuste se zamyslet sami, nezZ se podivate na poznamku
pod ¢arou.”)

Poznamka ke grafim: Pokud je budete kreslit od ruky, dejte pozor, at se zmensujici se amplitudou
nezkracujete periodu kmitQ. (Ta je stidle T=27/®=konst.)

A posledni poznamka: Vidime, Ze pro co nejrychlejsi ndvrat do rovnovazné polohy se nemusime
presné , strefit” do mezniho aperiodického pripadu, sta¢i mu byt blizko.

74 podatedni podminky jsou xo = 1, o = 0 (jednotky zde nepideme, viz poznamku vyse u grafil k aperiodickému
pFipadu), parametry oscildtoru: hodnoty wo = 6,28 s (tuto hodnotu nechdvame stejnou pro viechny grafy),
hodnoty & jsou zapsany pfimo v grafu (jednotka u nich neni vypsana, je s1). V grafech je ¢arkované vykreslena i
klesajici exponenciala e %"

7> Napfiklad: Pfi porovndani grafu s § = 0,5 a 6 = 2 si mGZzeme viimnout, Ze se opravdu se zv&tdujicim tlumenim
ponékud prodluZuje perioda. Pohyb s tlumenim & = 6 se uz hodné pfribliZzuje meznimu aperiodickému pfipadu.
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8.5 Buzené kmity a rezonance

Harmonicky oscilator mizeme rozkmitdvat vnéjsi silou. Spocteme, jak
se bude oscildtor chovat v pfipadé, Ze vnéjsi sila je harmonicka’®:

Fi(t) = F,,, cos(Q1) . (8.77)

Q je Ghlova frekvence vnéjsi sily. (Rika se ji také budici sila.)
Pohybova rovnice buzeného oscilatoru tedy bude
d’x
m o —k-x-b-v_+F,_ cos(lt) . (8.78)

Vypocet si uleh¢ime tim, Zze misto kosin( (a pfipadné sind) budeme (stejné jako v predchozich ¢astech
kapitoly) ¢asovou zavislost vyjadfovat pomoci funkce ¢'“’ Vnéjsi pUsobici silu tedy budeme psat
F,(t) = F_ ",

Stejné jako v pripadé tlumeného oscildtoru v éasti 8.4 oznacime k/m:a)oz, b/m=26 a navic

F_/m =S .” Diferenciélni rovnice pro buzené oscilace pak bude mit tvar (srovnejte (8.66))

max

4205 +wix =S, (8.79)

Matematika nds pouci, Ze obecné feSeni takovéto rovnice’ dostaneme jako souéet partikuldrniho
fesSeni dané rovnice a obecného feSeni stejné rovnice, ale snulovou pravou stranou. Rovnice
s nulovou pravou stranou je ale rovnice (8.66), takZe jeji fedeni uz zndme.” Partikuldrni Feseni je
néjaké reseni, které po dosazeni do levé strany rovnice da jeji pravou stranu. Mdze jit skutecné o
jakékoli reseni, takZe si mUZeme vybrat to nejjednodussi. V nasem pripadé budeme partikularni
feSeni hledat ve tvaru®

x(t)=A4 ™. (8.80)

Po dosazeni do (8.79) dostaneme —02 4™ + 25iQ A" + a)02 4’ = S aodtud

A=— 2S . (8.81)
w; — Q" +1206Q

Amplituda A vychazi komplexni. M{Zeme ji rozepsat v goniometrickém tvaru jako
A=|4€° (8.82)
Vztah (8.80) pak dava
x(t) = |A| e e = |A| L), (8.83)

76 \/ tomto pfipadé bude odezva oscildtoru na vnéjsi silu nejjednodussi, takze to zvlddneme spocitat.

(Pro slozitéjsi prabéh vnéjsi sily bychom mohli jeji pribéh poskladat z fady harmonickych pribéhd, ale to by nés
zavedlo k Fourierové analyze pribéhd funkci, do toho se zde poustét nebudeme.)

77 S budeme brat jako kladné reélné ¢&islo.

78 )de opét o linedrni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty.

72 Vénovali jsme mu celou ¢ast 8.4 této kapitoly. Podstatné bude, Ze viechna tato fedeni s éasem jdou k nule.

80 Je vlastné docela logické zvolit tento tvar — jestlize budici sila ma Ghlovou frekvenci Q, je rozumné
predpokladat, Ze reSeni nebo alespon jeho ¢ast budou mit tutéz frekvenci.
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Amplituda buzenych kmitt
Z (8.83) vidime, Ze |A| je (redlnd) amplituda kmitd a ¢ jejich fazové posunuti.®* Abychom spocetli
amplitudu kmitQ, musime tedy vzit absolutni hodnotu (8.81):
N _ S
_0’ 40260  J(02— Q) + 45°Q°
@ ! (0, = Q7)) +456°Q

4] = 82 (8.84)

Zavislost amplitudy na budici frekvenci zobrazend v grafu se nazyva rezonanéni kfivka. Priklady pro
rlznd tlumeni ukazuji nasledujici grafy.®

| 6=001

O KB N W B U OO0 N 00 W
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/
0,2 /
0,1 /

Vsimnéte si, Ze pfi vétsim tlumeni se rezonancni kfivka ,zplostuje”: jeji maximum je nizsi a neni tak

vyrazné. PFi mensim tlumeni (nizsim &) je rezonanéni maximum ,ost¥ejsi“.8* Grafy také ilustruji jednu
kvantitativni zavislost: maximalni amplituda je (alespon pfiblizné) nepfimo iumérna tlumeni 8.

& Pokud to nevidite, zkuste z (8.83) vzit redlnou ¢ast. Dostanete x(7) = |A| cos(Q1 + @) - Ui je to jasnéjsi?

82 p¥ipomerime, ze S je kladné reélné &islo, je tedy S = |S| Co snad pripominat nemusime, je vypocet absolutni
a+ib| =+/a’ +b* . (Pozor, obéas se stane, Ze u sloZit&jsich vyrazd, jako je (8.84),
ma nékdo tendenci davat pred b? i druhou mocninu imaginarni jednicky, i> =—1. To nedélejte, to je $patné!)

hodnoty komplexniho cisla,

83 Stejné jako u pfedchozich grafl je i zde wo = 6,28 s, u hodnot & neni v grafech uvedena jednotka, je s™.
Amplituda je na svislé ose grafli znacena jen symbolem A, ve skutec¢nosti se do grafli vynaseji hodnoty |A|/S
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Frekvenci, pfi niZ je amplituda nejvétsi, nazyvame rezonanéni frekvence. Urcime ji tim, Ze najdeme
maximum funkce (8.84), nezdvisle proménnou je pfitom Q. Fakticky pro nalezeni maxima staci najit
minimum funkce (a)oz—Qz)2 + 465°Q7%. & Hleddme je pomoci prvni derivace, ta se v bodé, kde je

extrém, musi rovnat nule®:

i((a);—ﬂz)z +45°Q7) = 2o, - Q7)-(-20)+45” 20 =
dQ (8.85)

40-(Q° - @) +25%)

0

Extrémy jsou tedy v bodech, pro néz Q=0 (ale ten nas nezajima®’) nebo —a)02+ 26° =0. Odtud

pro rezonancéni frekvenci dostavame

Q, = Ja, =25 . (8.86)

S rostoucim tlumenim se tedy rezonanéni frekvence ponékud sniZuje.®®

Faze buzenych kmitt

Amplitudu buzenych kmit tedy umime spocitat. Jak je s fazi kmita?

Pdjde ndm o fazové posunuti vychylky vGéi budici sile. Casovy prabéh budici sily je F () ~ S - M 8,

¢asovy pribéh vychylky x(¢) = A4- ¢ = |A| "0 Eaz0vé posunuti vychylky oproti sile je tedy ¢,
Cili argument komplexni amplitudy 4 = |A| e'’.

N
] —Q +i260Q

Ur¢ime ho ze vztahu (8.81). Ten mliZzeme prepsat na |A| v = , @ po Upraveé na

0, — Q0 +i260 = |S/A|e =[S/ A4|-(cosp+i(—sinp)) .

Podil ryze imagindrni a realné ¢asti na levé strané se musi rovnat podilu ryze imagindrni a redlné casti
. y 200 —sin
na pravé strané®, tedy —— = .
@, —§) cos @

Odtud

—206Q

—_— 8.87
0)02 _Qz ( )

tgyp =

84 Pro posouzeni, jak je rezonanéni kfivka 3iroka nebo ,3tihla“ se ¢asto bere $i¥ka k¥ivky pro amplitudu rovnou
poloviné maximalni amplitudy.

85 Rozmyslete si pro¢.

8 7a pfedpokladu, Zze v daném bodé existuje; pfedpoklady pfisluiné véty z matematické analyzy zde pokladame
za splnéné.

87 Kdybychom rezonanéni kfivku protéhli do zépornych hodnot , bude mit pro =0 minimum, to je formalni
a opravdu nds nezajima.

8 )e to trochu vidét i na grafech na pfedchozi strance, ale zaroveri vidime, Ze posun je velmi maly.

8 Pfipomerime, Ze S je redlné kladné, tedy S = |S|

90V rovnici jsme ¢asti pro pfehlednost vyznadili barevné. (Spole&ny faktor |S/A| v pravé ¢asti se pfi déleni

vykrati.)
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Poznamka: Pokud vam vadi, 7e se v (8.87) pro Q= @, déli nulou, podivejte se na alternativni odvozeni a tvar

vysledku v Dodatku E.

Zavislost fazového posunuti na 2 pro rdzné hodnoty tlumeni ukazuji nasledujici grafy:

0 : ‘ o O . ‘
? 5 10 2 15 j\ 10 Q 15
0,5 -0,5
1 1
15 5 =001 } 15 §=01
2 2
2,5 25
-3 -3
35 35
0 . ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
¢ \\ 10 15 @ 5 10 Q 15
05 05
; \ ; \
-1,5 \ §=05 -1,5 \ §=1
; \ ; \
25 \ 25 \
| N . S~
35 35

Fakticky jde pro rliznd tlumeni o podobnou zavislost, hodnota § ovliviiuje jen strmost, s jakou se faze
méni v okoli Uhlové frekvence wo.™*

Ze vztahu (8.87) i z grafti vidime, Ze pro malé budici frekvence () — 0) je fazové posunuti nulové,
takze budici sila a vychylka jsou ve fazi.

Pro velké budici frekvence (mnohem vétsi neZ rezonanéni frekvence, ) — «) je fazové posunuti
rovno —T, takZe budici sila a vychylka jsou v protifazi.

Pro ) = @, (tj. typicky blizko rezonance) je fazové posunuti —7 / 2, takZe vychylka je za budici silou

opozdéna o Etvrt periody.?

91 Ta je pro dané grafy wo = 6,28 s}, stejné jako u rezonanénich k¥ivek vyse.

92 Rozmyslete si, ze fazové posunuti o /2 opravdu odpovidd &tvrtiné periody.

Poznéamka pro zajemce: MUZete si odvodit, Ze v tomto pfipadé je sila ve fazi s rychlosti pohybu hmotného bodu.
A muzZete si také rozmyslet, jak je to s praci, kterou sila na hmotny bod kon3, tedy s energii, kterou oscilatoru
dodava — a naopak s energii, kterou oscilator ztraci diky tlumeni.
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8.6 Vazané oscilatory, skladani kmitu

Uvazujme dva (netlumené) oscilatory, naptiklad dvé kulicky
na pruzinkach, jak je ukazuje obrazek vpravo. Pro
jednoduchost predpokladejme, Ze obé kulicky maji stejnou
hmotnost m a obé pruZiny maji stejnou tuhost K. Kulicky
jsou navic spojeny pruZinou o tuhosti Kv. Ta mezi obéma
oscilatory vytvari vazbu, proto mluvime o vdzanych oscildtorech.

Soufadnice kuli¢ek x1, X, budeme odeéitat od jejich rovhovaznych poloh.*® Pohybové rovnice kuli¢ek
jsou

mX, = —K-x,— K -(x,—Xx,)

. (8.88)

mi, = —K-x, =K, -(x,—x,)

Jde o soustavu dvou diferencidlnich rovnic, vzdjemné provazanych. KdyZ je seCteme a odecteme,
dostaneme

m(x, +x,) = —K-(x,+x,) , (8.89)
a kdyz je odecteme,
m(x,—x,) = —K-(x,—x,)—2K -(x,—x,) . (8.90)

Oznacime-li soucet a rozdil x1 a x2 naptiklad

ozn 0ozn,

x+x, = X, x-x, = &, (8.91)
dostaneme z (8.89) a (8.90) po Upravé®
X +0}X=0
. ) (8.92)
4 +a)12§: 0
kde
, K ) K +2K,
W, =—, @ =——- (8.93)

m m

Rovnice (8.92) u? jsou dvé nezévislé diferencialni rovnice, navic zndmého tvaru®, takZe mGzeme
okamfZité napsat jejich reseni
X(t) = A-cos(w,t)

. (8.94)
&(t) = B-cos(aw,t)

Vidime, Ze tyto kombinace x; a x, kmitaji s riznymi frekvencemi.®” Kmitani jednotlivych kuli¢ek

ziskame, kdyz z (8.91) vypolteme x1 a X: x, = %(X+§), x, =4(X = ¢&) . Dostaneme

9 Navic pro jednoduchost predpokldddme, Ze v rovnovaznych polohach maiji pruZiny svou klidovou délku, tj.
nejsou ani prodlouZené, ani zkracené. (Laskavy ¢tenar si sdm muze dopoditat, Ze zavéry, ke kterym dojdeme,
budou platit i v pfipadé, kdy by tfeba vSechny tfi pruziny byly natazené.)

% Rovnicejsou mX = —K-X a mé = —(K +2K,)-&, pak uZ je Uprava trivialni.

% MuzZeme jim Fikat tfeba ,,nase staré zndmé rovnice pro linedrni harmonicky oscilator” (dokonce netlumeny).

% Do argument(l kosinG bychom mohli je$té pfidat fdzova posunuti, obecné riiznd, ale chovani vyslednych
reSeni by bylo analogické tomu, které budeme rozebirat dale.

97 Casto se pro podobnou situaci uziva termin mddy kmitd; v nasem ptipadé mame dva médy kmitd.
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x,(t) = %(A-cos(a)ot)+B~cos(a)lt))
. (8.95)
x,(t) = %(A-cos(a)ot)—B-cos(a)lt))

Hodnoty konstant A a B zévisi na po&ate¢nich podminkach.®® Podivejme se na tfi zajimavé konkrétni
pfipady.

1) A#0, B=0.Vtomto ptipadé je x,(¢) = x,(t) = Cos(a)ot) obé kuli¢ky kmitaji ve fazi, se
stejnou amplitudou, vliv vazby se zde viibec neprojevuje. (Rozmyslete si, pro¢.*)

B
2) A=0, B #0.Vtomto pfipadé je x,(t) = 5cos(a)lt), x,(t) = —x,(t) obé kuli¢ky kmitaji v

protifazi, opét se stejnou amplitudou, vazbova pruZina se projevuje.®

3) B=A4. Vtomto pripadé se budou kombinovat oba mddy kmitl. VyuZijeme-li souctovych
goniometrickych vzorci'®*, dostaneme y, (1) = g(COS(O)Of)-FCOS(a)IZ)) A COS(wO ) cos(wo 1 1)

a podobné pro x,(t) , takze

x(t) =4 cos(wt) cos(%t)
(8.96)
x,(t) = -4 s1n(wO P f)sin(Zo w' 1)

Neni-li vazba pfili$ silnd, jsou wo a w1 blizké Ghlové frekvence. Jejich kombinace (wo+w1)/2 1% je jejich
primérem a jeji hodnota se tedy od nich moc nelisi. OvSem (wo-w1)/2 bude mit vyrazné nizsi
hodnotu a predstavuje tedy mnohem pomalejsi kmitani. Na vysledek se mGzeme divat tak, Zze kazda
z kuliéek kmita ,rychlymi kmity“ (s frekvenci (wo+w1)/2), ale amplituda téchto kmitd je ,modulovana“
pomalymi kmity s frekvenci (wo-w1)/2. Navic maji-li kmity jedné kulicky maximalni amplitudu, maji
kmity druhé amplitudu nulovou nebo témér nulovou. (Rozmyslete si, Ze toto ze vztahl (8.96)
opravdu plyne.) A presné takto se vazané oscilatory pri praktickém pokusu chovaiji!

Priklad takového kmitani (kdy mulzZeme fFici, Ze se energie ,prelévda” mezi prvnim a druhym
oscilatorem) ukazuji grafy na dalsi strané.®® Takovéto kmity se ¢asto oznaduji jako razy.

Jak se zméni rychlost tohoto , prelévani (tedy perioda pomalejsich kmit(, které ,moduluji“ ty rychlé)
v zavislosti na tuhosti vazby? Rozmyslete si to sami.1%

%8 Pfi zaddni obecnych pocateénich poloh a rychlosti bychom museli do argument( kosinG pfidat jesté fazovd
posunuti. Vztahy (8.95) odpovidaji pocatecnim podminkam, kdy pocatecni rychlosti obou kulicek jsou nulové.

% Pro kontrolu vasich tvah: PruZina tvofici vazbu ma pfi kmitani kuli¢ek stéle stejnou délku.
100 Rozmyslete si, jak udélat pocate&ni podminky, aby kuli¢ky kmitaly timto zptisobem.

cosa+cosﬂ=2cos(“;ﬂ) cos(“;ﬁ), cosa—cosﬂ=—2sin(#) sin(#)

101

102y (8.96) je vyzna&ena zelené.
103 Odpovidaji hodnotdm m = 1 kg, K= 100 N/m, Kv = 10 N/m, A = 1 (metr nebo cm, vyberte si ©).

104 A pfipadné si to sami vyzkousejte pokusem, tfeba se dvéma propojenymi matematickymi kyvadly.
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8.6 Vazané oscildtory

all L

0,5 2 Py

-0,5

| ”ﬂ
AU AR AR
VAW~ VR AV

-0,5 L

[

Skladani kolmych kmita

Vyzkousejte si sami (tfeba na pocitaci nebo na tabletu), jak vypada skladani dvou kolmych kmitani,
tedy kmitd

a-cos(m,t) 1os (8.97)
a-cos(w,t) '

y

kdyZz poméry frekvenci w1 a w: jsou napfiklad 1:1, 1:2, 1:3, 2:3, ... Vysledkem jsou Lissajoussovy
obrazce. '

Ukézka nékolika Lissajoussovych obrazc(:1”

OB E

105 Misti kosint zde mohou byt funkce sinus, navic Ize do argument( pFidat fazova posunuti.
106 Jsou docela pékné, vykreslete si je, stoji to za to.

107 Tyhle jsou vykresleny jen ,narychlo” ve WolframuAlpha (https://www.wolframalpha.com/).
TakZe k hrani s obrazci staci webovy prohlize¢; do zaddvaciho pole WolframuAlpha napiste Lissajouss curves
a pak zaskrtnéte Also include: vertical component parameters. A mUzZete si vyhrat do sytosti...

24


https://www.wolframalpha.com/

K prednasce NFUF101 Mechanika prozatimni uc¢ebni text, verze 01c
8 Analyticka reseni pohybu ¢astic a téles Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2018-2024
8.7 Keplerova uloha

8.7 Keplerova uloha

Chceme spocitat, jak se pohybuje hmotny bod gravitacné ptitahovany nehybnym silovym centrem.
Pfikladem muzZe byt pohyb planety nebo komety kolem Slunce. (Slunce povaZzujeme za nehybné.)

Hmotnost centralniho télesa (napf. Slunce) oznacime 5 1
M, hmotnost obihajiciho hmotného bodu m . Pocatek A
soustavy soufadnic umistime do silového centra,
polohu obihajiciho bodu udava polohovy vektor 7 .

Rychlost hmotného bodu budeme znatit U. Sila, kterou

centralni téleso plisobi na hmotny bod je

mM ¥
2 .
ror

F=-G

Spocditat pohyb FeSenim pohybové rovnice (2. Newtonova zakona m?:}?’) v kartézskych

souradnicich Ize numericky, tedy pomoci pocitace. Pokud si ale zkusime pohybovou rovnici rozepsat
do souradnic, uvidime, Ze analytické feSeni je pro nas neschiddné. Zkusme to jinak.

Gravitacni sila F' ma vzhledem kcentru nulovy moment: 7 x F=(.108 Diky tomu se zachovava
moment hybnosti L = 7 x mi .1 Z toho plyne, ze pohyb hmotného bodu  se dé&je v roviné. Jak to

zdGvodnime? Vektory L a F jsou na sebe kolmé.!® Takse je-li L konstantni vektor, musi byt

polohovy vektor 7 kolmy na pevny smér v prostoru; viechny koncové body 7 tedy musi leZet

v jedné roviné.!!!

Budeme pracovat v polarnich souradnicich

Pohyb bodu vroviné bude uZitecné popisovat ne
v kartézskych, ale v polarnich soufadnicich 7, ¢ .
Vektor rychlosti U bude vhodné rozloit do radialniho
sméru a do sméru k nému kolmého. Slozku rychlosti do
radidlniho sméru (tedy do sméru rostouciho r )

oznaime U, . Tato slozka je rovna Casové zméné

radialni souradnice 7:
dr

vV =—-=7F. (8.98)
"odt
Slozku rychlosti ve sméru kolmém na radidlni oznacime v,. Vyhradné v tomto sméru by se bod

pohyboval, pokud by bylo » = konst. Pak by 3lo vlastné o pohyb po kruznici, jeho rychlost jednoduse
uréime jako soucin poloméru a uhlové rychlosti:

108 yvédomte si, pro¢.
109 Opét si uvédomte pro¢, pfipomerite si druhou vétu impulzovou.
10 vite pro¢?

111 Nazorné je to vidét, pokud osy soustavy soufadnic nato&ime tak, aby L miil ve sméru osy z. Vektor 7 pak
muUZe mifit jen do roviny xy.
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v = 4P (8.99)

Vyuzijeme zakony zachovani

VysSe uvedené slozky rychlosti mizeme vyuzit pfi vypoctu momentu hybnosti L. Uplatni se pfi ném
jen slozka v, . Je totiz L=Fxmi=mix0=m7#x(D, +U,)=m7 X0, +mFxv,=mr xv,, protoZe
Fa U, maji stejny smér.*? Protoze I a U, jsou na sebe kolmé, plati pro velikost (resp. presnéji pro
jedinou slozku) vektoru L :

— f— 2 -
L—mrvw—mr 0] (8.100)

Pfipomerime, Ze ze zékona zachovéni hybnosti, L = konst., plyne rovnou 2. Kepleriv zédkon.*3

2

Kineticka energie hmotného bodu m je T =Imv :%m(vrz+v¢2):%m(f2+(r(b)2):

:%mr2+%mr2¢2. Gravitaéni potenciélni energie v poli silového centra M je V =-G .
r
Celkova energie E =T +V je tedy
. . mM
E:%mr2+%mr2¢)2—G (8.101)

r

PFi pohybu v gravitacnim poli se zachovava energie; jiz vySe jsme odvodili, Ze i moment hybnosti je
konstantni:

E =konst., L =konst.
A pravé ze zachovani energie a momentu hybnosti odvodime, po jaké trajektorii se hmotny bod m
pohybuje.
Mala odbocka: efektivni potencial

Nejprve ale ukdZeme, jak ze vztah( (8.100) a (8.101) jednoduse odvodit, v jakém rozmezi radialni
souradnice r se mlze bod pohybovat. Ze (8.100) plyne

i L
p=—"7 (8.102)
mr
Dosazenim (8.102) do (8.101) dostaneme
I mM
imi? +imr’ ——-G =E
r r
coz mlUzZeme prepsat jako
: r  GmM
_mr2+(2 - e jzg (8.103)
mr r

12 Uvédomte si, co to znamena, kdyZ v_ piSeme bez Sipky, a co je vektor U .
113 7Zopakujte si, pro¢ tomu tak je. Je to ostatné vidét i ze (8.100), uvédomime-li si, Ze plo3na rychlost je rovna
ds

—_—==rv -
dt

4

=
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Oznacime-li ¢ast v kulatych zavorkdch jako efektivni potencidl v, (r):

2
v, = L - GmM ’
2mr r
plyne z (8.103)
0<imi*=E-V,(r). (8.104)

Je tedy jasné, Ze radialni souradnice » mUzZe nabyvat jen takovych hodnot, Zze £ > Vef (r).

Z grafu funkce V(1) je vidét!4 Ze pro:

e [E <0 jde ovazané orbity (je . <r<r,_ ,bod
nemUze uniknout ,, do nekonecna“),
e [ >0 se bod muize vzdalit do libovolné velké Voin Dax
115 7

vzdalenosti.

Pozndmky:

1. ProC pouzivame termin ,efektivni potencial”:
Rovnici (8.104) miZeme prepsat jako E = %miz +V,(r). Pravé takova by byla energie hmotného bodu,

ktery by se pohyboval po pfimce (soufadnici by bylo r) v poli sily o potencialu V., () 118

2. Pozor, efektivni potencidl zavisi na velikosti momentu hybnosti L. Pro L =0 nevzrQstd, kdy? se r
blizi k nule. (Tak se mGzeme strefit do silového centra r = 0: hozenim pfimo do centra.)

Od rovnic pro ¢asovou zavislost k rovnici pro trajektorii

Rovnici (8.103) muZeme po vynasobeni 2/m pfepsat na tvar

2
ar_ |2E 2GM L (8.105)
dt m r mr?
arovnice (8.102) je
% - erz . (8.106)

Jde o dvé diferencidlni rovnice 1. fadu pro dvé neznamé funkce r(¢), ¢(t) . BohuZel, analyticky je Fesit

neumime — tedy neumime z nich dostat vzorce popisujici ¢asovy vyvoj obou soutadnic. Co vsak lze
vypocitat, je tvar trajektorie, tedy zavislost r = r(p).

K tomu staci rovnici (8.105) vydélit rovnici (8.106). Plati totiz, Ze

114 Rozmyslete si, jak to z grafu a vztahu (8.104) ndzorné plyne.

115 yvédomte si, jak moznost ,ulétnout k nekoneénu” souvisi s druhou kosmickou rychlosti. Dobfe je to vidét,
pokud z mista o radialni soufadnici r vystfelime hmotny bod rychlosti v v radidlnim sméru. Zakon zachovani
energie pak je %m;%z —GmM/r = E =0. Pfipomerite si, pro¢ musi byt energie rovna nule, pokud ma bod

,pravé doletét do nekonecna”, tedy nespadnout zpét, a jak odtud vyjadrit druhou kosmickou rychlost.
116 Fakticky jde o potencidlni energii, pfesto se viak zde pouZiva pojem potencial.
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dr
ﬂ_i 117
dp dp
dt

Vydélenim rovnice (8.105) rovnici (8.106) dostaneme

24 - (8.107)

do L \'m r m’r’

dr _ mr’ \/2_E+2GM r

—a to uz je diferencidlni rovnice, z niZ vypocteme r =r(¢p), tedy uréime tvar trajektorie.

Resime rovnici pro trajektorii

Rovnici (8.107) budeme feSit separaci proménnych, tedy tak, Ze vyrazy, v nichZ se vyskytuje r,
pfesuneme na levou stranu rovnice, vyrazy, v nichZ se vyskytuje @ (v€etné diferencidlu d¢), na

pravou stranu a rovnici budeme integrovat:

_ J_rjdgo (8.108)

Prava strana da ¢+konst., levou musime integrovat. Substituci & =L/(mr) a néasledné substituci

§—GMm/L = r\/ZE/mﬂL(GMm/L)2 mulZeme integral na levé strané upravit na ,tabulkovy integral”®,
ktery jiz umime FeSit; pak zpétné dosadime za r a poté za &, abychom vném méli pdvodni

proménnou r:8

dé dé

_I\/zE/m+(ZGMm/L)§—§2 ) j\/(219/m+(GMm/L)2)—(f‘c"l"”"/L)2

- _J.L = arccoS(T) = arccos £~ GMm/L = arccos LZ/(GMmZ)(l/r)—l
Ji-72 J2E/m+ (GMm/L)’ J2EL/ (6 M) +1
Oznacime-li
L2 2 2a02...3
=P A J2EE/(6* M) +1 =, (8.109)
prejde (8.108) na
arccos [Mj = + ¢ + konst. (8.110)
£

117 plyne to z véty o derivaci inverzni funkce; mnemotechnicky si to miZeme pamatovat tak, Ze vysledek je
stejny, jako kdybychom ,,zkratili diferencidly” dr .

118 yypocet je vlastné pfimocary, jen trochu zdlouhavy a napoprvé nds mize mnozstvim veliin, dvoji substituci
a pfevedenim vyrazu pod odmocninou na tvar ,jedna minus druhd mocnina“ trochu zaskocit. Zkuste si ho
propocitat podrobné, alespon jednou v Zivoté stoji za to si vypocet projit a presvédcit se, ze i takovyhle integral
umime spocitat.
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119

Konstantu na pravé strané (8.110) miZeme bez Ujmy na obecnosti zvolit rovnou nule'®® a ziskany

vztah upravit na

-1

SIS

= + =
. cos(+¢) = cosg

Odtud

p =r(1l+¢&cosgp) (8.111)

Interpretujeme feseni — a dostavame prvni Keplertiv zakon

Vztah (8.111) je rovnice kuZelosecky v polarnim tvaru.

To, Ze jde o kuZeloselku, je samoziejmé nejjednoduseji vidét v pfipadé & =0.12°
Obecné: Yy
ProtoZe X =r COS@ (viz obrdzek), plyne ze (8.111)

P=Tr+&rcosp=r+&x = p—-&X=r.

Y 2 . . .
Po umocnéni dostaneme (p—gx) =r’=x"+y" a po Upravé levé

strany p° —2pex+&°x” =x* + y*. Odtud kone¢né
x2(1—52)+2pgx+y2 =p° (8.112)

1) Pro £ = 1 je kfivkou parabola.

Z (8.109) vidime, 7e toto nastane, pokud celkova energie E = 0.*%! Ze jde o parabolu, mizeme vidét,

2
kdyZ do (8.112) dosadime € = 1. Dostaneme 2px + y* = p* = x = g_;’_
p

2) Pro 0<e&<1 je kfivkou elipsa.

Z (8.109) je vidét, Ze toto nastava pro E < 0. Vztah (8.112) Ize v tomto pfipadé upravit na

82p2 2 2 52p2 p
1-2 7 TP T T2 (8.113)

x2(1—52)+2pgx+

2
Prvni tfi ¢leny lze upravit na druhou mocninu dvojclenu (1—52)(x+ 1€p 2) . Vydélime-li (8.113) jeji
-

pravou stranou, dostaneme

119 pti¢teni konstanty znamend vlastné jen pootoceni soustavy soutadnic. (Rozmyslete si, proc.)
120 Schvalné: co je to v tomto pfipadé za kfivku? © (Pokud véhate, uvédomte si, Ze p je konstanta.)
121 Tedy pravé ,na pomezi“ toho, Ze hmotny bod miZe uniknout do nekoneéna.
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2
(H gpzj 2
1-¢ 24 1. (8.114)

Oznacime-li
P__a, E__» (8.115)
1-¢ 1-¢?
a
&
p S=e, (8.116)
1-¢
dostaneme ze (8.114)
(x+e)” ¥
—— +==1, (8.117)
a b
tedy znamy tvar rovnice elipsy. Pfitom a je délka velké y
poloosy elipsy, b délka malé poloosy. Pocatek soustavy
souradnic (tedy misto, kde je silové centrum M) neni ve
stfedu elipsy, je posunut o e. Navic plati, 7e e* =a* —b?, e je . r/
tedy excentricita, Cili vzdalenost mezi stfedem elipsy a ( o\
ohniskem!??, Vidime tedy, 7e silové centrum je v ohnisku e A
elipsy.

Odvodili jsme tedy prvni Keplertiv zakon: Planety obihaji
123

kolem Slunce po elipsach, v jejich ohnisku je Slunce.

3) Pro &>1 (tedy pro E > 0)je kfivkou hyperbola.*

Druhy Keplerav zakon

ds L
Druhy Keller(iv zakon jsme uz odvodili drive: plosna rychlost je konstantni, —=—.

dt 2m
Treti Keplerav zakon

Ve tretim Keplerové zakoné se vyskytuje doba obéhu T. Spocist se dd péknym trikem: Plocha elipsy je

S = mab . Zaroven (protoZe plosna rychlost je konstantni), musi platit § = Z—ST:LT. Kombinaci
t

2m
obou vztaht dostaneme

T= ﬂaszm. (8.118)

122 poznamenejme, e ¢ = e/a (jak plyne ze (8.115) a (8.116)). Tato veli€ina se nazyvd numerickd excentricita.

123 7e vztah( (8.115) a (8.109) Ize navic odvodit, Ze a = -GMm/(2E), tedy Ze velka poloosa nezavisi na momentu
hybnosti L, ale jen na energii. (Znaménko minus ve vztahu pro a je v pofadku, protoze E <0.)

124 D(ikaz je analogicky jako v pfipadé elipsy; ponechdvdme jej na aktivité laskavého &tenare. ©
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Ze vztaht (8.115) plyne bzx/E\/E, coZ po dosazeni za p z (8.109) da bz\/a L Dosazenim do

VGM m

(8.118) dostaneme
L 2m
T = rava ——="— = 2za’?

1
JeMm L Jem

Umocnénim na druhou pak dostavame

T* _ 4x’ (8.119)

& GM

To je trfeti Keplertiv zakon: druhé mocniny obéznych dob planet jsou Umérné tfetim mocnindm
velkych poloos jejich trajektorii.1?

125 Kdyby silové centrum nebylo nehybné (a Slunce nehybné opravdu neni), museli bychom pohyb soustavy
planeta+Slunce pocitat jako problém dvou téles. Ve vztahu (8.119) by pak ve jmenovateli bylo G(M+m), tedy

soucet hmotnosti Slunce a planety.
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Shrnuti
Shrnuti
Nabita &astice v homogennim elektrickém poli: 7 = iEt2 + U,t + F, (pohyb po parabole)
2m 0 0
A , . . . - qB mV
Nabita castice v homogennim magnetickém poli: pohyb po Sroubovici, w =— , R = ——
m qB
_ky
m

Pohyb v odporujicim prostiedi: /. = —k-v_ (napt. Stokesovasila)=> v _=v, e

Fo=—kv} ©,>0),napk F = 1CSpv* = v, = vy [(L+ (kv /m)-1) - Emme s ooy

je tfeba umét odvodit.)

Linearni harmonicky oscilator:

Netlumeny: X+ @’x =0 (linedrni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty, fes. hledame ve tvaru ")

feseni: x(t) = C, ey C, e = D, cos(wt)+ D, sin(wt) = A cos(wt + @)

2
Tlumeny: }c'+25)'c+a)02x =0 (Upravou z m Z,x =—kx-buv,, % = o, b _ 25 )
m

t2
a,=-0+,6" -y,
Aperiodicky p¥ipad: x(t) = C, e+ C, e™' Mezni aperiodicky p¥ipad: x(¢) =(C, + Czt)'e%

Periodicky pfipad: x(¢) = A e_étcos(a)t+(/7), w=\/w02 -5° \/\/\’

Buzené kmity a rezonance: rezonancni kfivka, rezonancni frekvence, faze kmit(

4 ! = 250
4. 2 0, =Jeoi-28, wp=—— >

S Jeap-0prasiar B o

t

Vazané oscilatory (mody kmit()

xl(t)z%(A~cos(a)ol)+B~cos(a)1t)), xz(t)=%(A~cos(a)ot)—B‘cos(a)1t)), a)ozzg, w12=K+—2KV

Priklady: pohyb ve fazi, pohyb v protifazi, razy

Skladani kmitt (v kolmém sméru: Lissajoussovy obrazce)

Keplerova uloha (pohyb v poli centralni sily) feSime v roviné, v polarnich souradnicich,

M
E=imi’ +imr¢—=G== | _ .
vychdzime ze zachovani Ea L, ro,EEmre
2 o
Efektivni potencial vV, = L _GmM , E2V, (1)
7 2mr® r ¢

Prvni Keplertv zakon — trajektorie je kuZelosecka (p = r (1 + & cos go) ), silové centrum v ohnisku,

0<e<1 (E<0)... elipsa (=0 kruZznice), e=1 (E=0)... parabola, e>1 (E>0)... hyperbola

Druhy Keplerdv zakon — plo$na rychlost je konstantni, plyne z L = konst. ( d_S:L )
dt 2m
2 7[2
Treti Keplertiv zakon, — = oM (a je velka poloosa; presnéji: misto M je M+m)
a
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Dodatek 8.A Odporové sily pti pohybu télesa v prostredi

Dodatek 8.A: Odporové sily pri pohybu télesa v prostredi

Vsichni vime, Ze pti pohybu télesa v kapaliné nebo plynu plsobi okolni prostfedi na téleso silou proti
sméru pohybu: KdyzZ jedeme na kole, odpor vzduchu nas zjevné brzdi, kdyZ plaveme a prestaneme
hybat rukama a nohama a budeme jen splyvat, za chvili se prakticky zastavime.

Odporova sila ﬁa pGsobi proti sméru rychlosti U, viz obrazek.'?® Je tedy =

—

- ' ]
= v —
F = Fo(v)% , (8.A.1)

kde v = |17| »7a F (v) vystihuje zavislost velikosti odporové sily na rychlosti.*?®
Jak presné sila zavisi na rychlosti, to neni viibec jednoduché urcit. Pro velky rozsah rychlosti mlze byt
zévislost docela sloZitd.'? Spokojime se proto se vztahy, které tuto zavislost popisuji alespori

pfiblizné, pro urdity rozsah rychlosti.*3°

Odporova sila pfi malych rychlostech

Pfedstavme si malou kulicku pohybujici se v nehybné tekutiné (kapaliné nebo plynu), viz levy
obrdazek. Pokud je rychlost mala, kulicka ,rozhrnuje” tekutinu, ta se za ni zase , sporadané srovna“.
Mozind nazornéjsi je pohled ze soustavy, v niz kulicka stoji a tekutina ji obtéka, viz pravy obrazek.
Modré ¢ary zde znazornuji pohyb tekutiny. (Jde o tzv. proudnice, blize se s nimi sezndmime, aZ se
budeme v kapitole 11 vénovat hydrodynamice. Tam si fekneme, Ze pfi takovémto ,hladkém”
obtékani bez viri a podobnych sloZitosti jde o tzv. laminarni proudéni.)

Tésné u povrchu kuli¢ky tekutina Ine k povrchu télesa, takie se prakticky nepohybuje.'®! Dale od

povrchu kuli¢ky rychlost tekutiny postupné narGstd. (Daleko od kuli¢ky se tekutina pohybuje rychlosti v .)

126 poznamenejme, Ze pokud by se téleso otalelo a osa rotace nebyla rovnobéZnd se smérem rychlosti, plsobila
by i sila kolma k rychlosti. Jde o tzv. Magnusuv jev, tim se zde ale nebudeme zabyvat. Budete tedy predpokladat,
Ze téleso nerotuje.

127 Nemusime snad pfipominat, Ze 17/1) je jednotkovy vektor ve sméru rychlosti. (Pokud namitnete, Ze neni
definovan pro v =0, mate pravdu, ale pfi nulové rychlosti prostiedi Zddnou odporovou silou neplisobi. TakZe
jestli chcete vSe mit formalné korektné, napiste, Ze vztah (8.A.1) plati pro v# 0, a pro v=0 je 17“0 =0.)

128 5i|a totiZ na rychlosti nepochybné zavisi. Zkuste ve vodé pohybovat rukou nejdfiv pomalu a pak mavnout
rychle — rozdil pocitite doslova na vlastni klzi.

129 pFiklad uvidime na konci tohoto dodatku.

130 7ase to zanedbavani... Opravdu se bez néj ve fyzice &asto neobejdeme.

131 Ted popisujeme situaci zndzorn&nou na pravém obrazku, tedy se stojici kulickou. (Kulicku pochopitelné
drzime v klidu néjakou dalsi silou, ta neni v obrazku zakreslena.)
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Jednotlivé vrstvy tekutiny se pfitom o sebe tfou a pfitom na sebe pUsobi silou; vrstva tésné u povrchu

kuli¢ky pGsobi silou na samotnou kuli¢ku — a pravé to d4'*?

odporovou silu plsobici na kuli¢ku.
Jak moc se o sebe vrstvy tekutiny tfou, zavisi jednak na tom, jak rychle se méni rychlost tekutiny
(kdyZ postupujeme ,,0d vrstvy k vrstvé” o néjakou malou délku Al), a jednak na vlastnostech tekutiny,

konkrétné na tom, jakd je jeji viskozita 1.3 Blize se této problematice budeme vénovat v kapitole 11.

Kvalitativné se s viskozitou potkdvame v béZzném dennim Zivoté: vodu nebo caj zamichame Izickou
snadno, med jen obtizné. Je to dano pravé hodnotou viskozity. Voda ma n = 1073 Pa-s; 34 viskozita

135 (

medu se uvadi aZ o t¥i aZ ¢tyfi Fady vyssi. Naopak viskozita vzduchu je niZ$i, asi 2-10° Pa-s.1® (Taky se

vzduch micha jesté snaze, nez voda...)

Odvozeni celkové sily, kterou tekutina na kulicku pdsobi, neni jednoduché; najdete ho v ucebnicich
mechaniky kontinua. Vysledny vztah, nazyvany Stokesiiv vzorec, ale jednoduchy je:

F = 6zRnu .1 (8.A.2)

Pritom R je polomér kulicky a v vzdjemna rychlost kuli¢ky a tekutiny.

Kdy plati Stokestiv vzorec

Je treba si uvédomit, Ze vztah (8.A.2) plati opravdu jen pro malé rychlosti. Jak malé musi byt, se
poznd z hodnoty tzv. Reynoldsova cisla, s nim se také seznamime v kapitole 11. Zde si zatim
,V predstihu” uvedeme, Ze jde o bezrozmérné Cislo dané vztahem

Re = R-(p/n)v . ¥ (8.A.3)

Uvadi se, Ze odpor prosttedi je popsan Stokesovym vzorcem, pokud
Re <1.1%8 (8.A.4)
Pro vodu (n = 1073 Pa-s, ¢ = 10° kg/m3) vychazi Re ~10° R-v /(m?s?), takZe pro kuli¢ku o poloméru

1 mm by rychlost musela byt mensi nez asi 1 mm/s, aby byla splnéna podminka (8.A.4). Pro pohyb
v oleji nebo v medu mohou byt rychlost i polomér vétsi.

PFi vysSich rychlostech uz neni odporova sila pfimo Umérna rychlosti. Zavislost sily na rychlosti je

sloZit&jsi; pro Reynoldsovo &islo vy$si nez asi 10° je sila prakticky Umérnd druhé mocniné rychlosti.'®

132 pg seéteni , kousk sil“ na jednotlivé ¢asti povrchu kulicky.

133 Upfesnéni: i je tzv. dynamickd viskozita. Kromé ni se pouZivd jesté veli¢ina zvand kinematickd viskozita.
Ta se znaci v a je definovana vztahem v = /p, kde p je hustota tekutiny. (Tak kdyZ na tyto veli¢iny narazite
v tabulkdch nebo na webu, abyste védéli, oc jde.)

134 pro¢ je jednotkou dynamické viskozity ,pascal krat sekunda” pozndme v kap. 11.

135 Tyto hodnoty tady neuvadime proto, Ze byste se je méli u¢it nazpamét. Pokud je budete potfebovat, tak si je
zapamatujete, jinak jsou k dispozici v tabulkach. (Ten med tedy v SS tabulkach neni, ale jeho vlastnosti jdou
dohledat na webu; ostatné jako skoro viechno. @ ) Jde o to, abychom tém informacim, co Ize dohledat,
rozuméli a uméli s nimi pracovat. (Coz je ale asi poznamka tak samoziejma, Ze je skoro zbytecna...)

136 Nékdy se pro silu danou timto vztahem pouZiva nazev Stokesova sila.

137 p je hustota tekutiny.

138 pfi jeho odvozovani se pouziva silngjsi podminka: Re < 1. Na druhou stranu se uvédi, Ze StokesUv vzorec
(8.A.2) Ize uzit, pokud je Reynoldsovo Cislo fadu jednotek (tedy feknéme do Re < 10), vztah uz pak ale plati
s urcitou chybou.

139 pro velké hodnoty Reynoldsova ¢isla (napf. Re > 10°) mGzZe byt ale zévislost zase sloZit&jsi, viz konec tohoto
dodatku; témto detaildm se tady ale nebudeme pf¥ilis vénovat.
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Odporova sila pfri vyssich rychlostech

Pro odporovou silu pfi vyssich rychlostech je podstatné nikoli tfeni vrstev tekutiny, ale, zjednodusené

feceno, ,to jak tekutina narazi do télesa“. Princip odvozeni odporové sily v tomto pfipadé pochazi uz
od Newtona.

Uvazujme napfiklad vitr vanouci rychlosti v a desku o plose S,
ktera je kolma k rychlosti vétru, viz obrazek.

Vzduch musi desku obtékat!?°, takZe jeho rychlost pFed deskou
k.141 >

Pt

musi vypadat zhruba tak, jak naznacuje obraze

Daleko pred deskou mél vzduch néjakou hybnost ve sméru

pGvodni rychlosti U, u desky uZ hybnost vtomto sméru

nema.*? Hybnost se ale nemohla ztratit, vzduch ji musel

nécemu predat. Jediné, cemu ji mohl predat, je deska. A hybnost pfedavana desce se pravé projevuje

jako sila, kterou vitr na desku plsobi.'*?

Takze kvalitativné tomu rozumime, tak ted to jen néjak zformulovat matematicky a odvodit vztah pro
velikost sily.

Uvazujme vzduch, ktery ,narazi” na desku za dobu At. Je to vzduch

144

ve valecku'* s podstavou S, jehozZ vyska je v At. Objem valecku je

AV = S-vAt, hmotnost vzduchu v ném je tedy

<

S
F,

Am = pAV = pvAtS , (8.A.5) Am

kde o je hustota vzduchu. Hybnost vzduchu ve valecku (ve sméru

osy X, viz obrazek) je tedy — "
Ap, = Amv = pv°AtS . (8.A.6) VAL

r

Pravé tento vzduch narazi za dobu At do stény a predd ji tedy '
hybnost Ap,.** Kdyz zménu hybnosti (8.A.6) vydélime dobou At,
ziskdme silu plsobici na desku:

Ap 2
F =—%X=pv°S . 8.A.7
x = At P ( )

140 Ndzorné Feceno, musi se ji ,vyhnout”. (Nem(Ze protékat skrz ni.)

141 poznamenejme, Ze obrazek to ukazuje jen kvalitativné, nejde o pfesny tvar proudnic ziskany néjakym
vypoctem. Navic vibec neukazujeme, jak vzduch proudi dal, kolem okraji a zadni strany desky.

142 protoze ho deska v tomto sméru zastavila.
143 vzpomefite, Ze zména hybnosti se rovna impulzu sily. (Viz kapitolu 3, vztah (3.9) a z néj odvozeny vztah (3.11).)

144 valecek to bude v pFipadé, kdyz deska bude kruhova. Kdyby $lo o obdélnikovou desku, bude to kvadr; na
odvozeni to nic neméni.

145 pOZOR! V3imli jste si toho, jak p¥i nasem odvozeni situaci zjednodu$ujeme?

UvaZujeme, Ze vSechen vzduch v uvazovaném viélecku narazi do stény a zcela zastavi svlij pohyb ve sméru osy x.
Tohle je urcité pravda jen priblizné. | u uvazované stény ¢ast vzduchu desku obtece, aniz by ztratila veSkerou
rychlost ve sméru x. (Navic mlze ¢ast vzduchu po obteceni nardzet do desky zezadu.) Pokud pUljde o jina télesa,
neZ je deska, v nékterych pfipadech pijdou obtékat velmi snadno (napfiklad kapkovy profil), nékdy zas mohou
vracet ¢ast vzduchu proti jeho plvodnimu sméru (tfeba polokoule otocend dutou stranou proti vétru, napfiklad
padak). Takze urcité neodvodime presnou hodnotu odporové sily. Ve vysledku bude néjaky koeficient, ktery
bude rlizny pro rGzna télesa; uréovat se dd pomoci méreni napfiklad ve vétrném tunelu.
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To uz je skoro kyzeny vysledny vzorec — jen do néj jeSté musime zapracovat koeficient, ktery vystihne,
7e odporova sila zavisi na tvaru obtékaného télesa.'* Z&4sti z historickych divodi se tento koeficient

pise ve tvaru %C . Vysledny Newtoniiv vzorec pro odporovou silu ma pak tvar

F= %Cpsz . (8.A.8)

Jak uz bylo feceno, g je hustota vzduchu (resp. obecné tekutiny, kterd se pohybuje k télesu nebo v niz
se téleso pohybuje), v vzajemna rychlost tekutiny a télesa, S plocha prirezu télesa kolmého na
rychlost. Bezrozmérny koeficient C se nazyvd koeficient odporu.*’ Jeho hodnota se zjistuje

experimentalné. Pro pFedstavu: pfiblizné hodnoty koeficientu odporu vybranych téles jsou: 14

Téleso c

dlouha plocha deska 2,0
polokoule, otevienou stranou

. , 1,4
proti vétru (padak)
plochd deska 1,2
koule 0,47
Boeing 787 0,024

Ovsem pozor! Hodnoty C zde uvadime jako konstanty, ale ve skutecnosti je to sloZitéjsi. Zaviseji totiz
na Reynoldsové &isle Re.* Napfiklad pro kouli tuto zavislost ukazuje graf:

C

10° 10? 10? 10° 10* 10° 1w0® Re

Vidime, Ze hodnota C je konstantni jen v urcitém rozmezi Re, a i to jen pfiblizné. Pro malé hodnoty Re

150

C roste®, pak je asi do Re = 10° pfechodna oblast, poté je C pFiblizné konstantni. Pro Re = 2-10° ale

najednou vyrazné poklesne. Je vidét, Ze obtékani téles je docela slozita zaleZitost...

146 Ostatné i pro desku byla nase Gvaha o tom, kolik vzduchu ,narazi“ na desku a jak moc se ve sméru osy x
zastavi, jen pfiblizn3a, viz predchozi poznamku pod ¢arou.

147 Anglicky drag coefficient; proto byva v anglickych zdrojich (tfeba na anglické Wikipedii) znaéen Ca.

148 &tiina Udajl je podle https://en.wikipedia.org/wiki/Drag_coefficient, (Hodnoty v tabulce jsou zaokrouhleny na dvé
platné cifry. Napfiklad pro dlouhou plochou desku se jako presnéjsi hodnota uvadi 1,98.)

Udaje z réiznych zdrojd se mohou drobné lisit. Napfiklad podle uvedené stranky Wikipedie je koeficient pro
plochou desku 1,17; podle stranky NASA https://www.grc.nasa.gov/www/k-12/rocket/shaped.html je 1,25. Hodnoty
pro fadu rliznych objekt( uvadi https://www.engineeringtoolbox.com/drag-coefficient-d 627.html (extrémné
nizkou hodnotu zde najdeme pro delfina: 0,0036, kam se na néj hrabe Boeing...); hodnoty pro mnoho typa

a znacek automobill stranka Wikipedie https://en.wikipedia.org/wiki/Automobile drag coefficient.

149 pro dany tvar a rozméry télesa (a dané prostiedi) tedy na rychlosti, viz napf. (8.A.3).
150 Chov4 se jako C = 24/Re, co? odpovida tomu, Ze sila neni tmérna 2, ale v.
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Dodatek 8.B: Reseni diferencialnich rovnic metodou separace proménnych

Ukazeme si jednoduchou a uZite¢nou metodu, jak fesit jeden typ diferencidlnich rovnic prvniho fadu.®>!
Jde o rovnice typu

L~ e - (88.)
X

Zde x je nezdvisle proménna, y zavisle proménna®?, f(x) je néjakd znamd funkce x, g (y) néjaka
znama funkce y.*>3

Nazev metody — separace proménnych — napovidd, jak rovnici (8.B.1) fesit: opravdu separujeme
nezdvisle a zavisle proménnou, tedy x a y. VSechny cleny, kde se vyskytuje y, pfevedeme na levou
stranu rovnice a vsechny &leny, kde je x, na pravou stranu®®*. A to véetné jejich diferencial( dx a
dy:155

dy _ 1

Y~ 0s0) / s
;dy = f(x)dx (8.B.2)
gy

A ted uz jen na obé strany prikreslime ,integritka“ (tedy symboly integralu):

;dy = Jf(x)dx . (8.B.3)
g(y)

Integrdly vypoéteme a mame v podstaté hotovo. A7 na to, Ze na levé strané mame néjakou funkci y a
nikoli samotné y. Ale to se zvladne. Kdy? si neurcité integrdly v (8.B.3) oznacime jako funkce

Ldy = G(»), Jf(x)dx = F(x), (8.8.4)
g(y)
dostane (8.B.3) tvar

G(y) = F(x) . (8.B.5)

Samotné y ziskame pomoci inverzni funkce k funkci G(y), tu oznacujeme G *(y). Z (8.B.5) tedy vyjde

151 yyuzili jsme ji v €asti 8.2 této kapitoly a ve fyzice se s jejim uZitim setkate jest& mnohokrat.
152 74visi na x, pfitom ovéem funkci y(x) na zadatku nezname, je to Fedeni dané diferencialni rovnice, které
chceme najit.

153 Napftiklad pro rovnici % =x"y jef(x)=x% g (v) =y. Prikladem rovnice typu (8.B.1) je také rovnice (8.26),
x

dv o . . . - y y - y
tedy m d* =—kv_, kterou jsme Fedili v této kapitole. V ni byl oviem nezavisle proménnou ¢as t, zavisle proménnou
t

(s . . S s u dv
byla x-ova slozka rychlosti vy. (Navic, striktné vzato, tvar (8.B.1) ziska aZ upravou na d* =—(k/m)v,.)
t
154 Méné formalnim jazykem bychom mohli Fici, Ze je ,pfetdhneme” na levou stranu rovnice. (Ne oviem
tazenim lanem ©), ale podle pravidel pro préaci s rovnicemi.)

155 7de by se na nds mohli matematici zlobit, e trhame symbol Z—y pro derivaci; ¢asto zdUrazniuji, Ze jde o
X

nedélitelny symbol. Ovsem jako ndvod, jak metodu separace proménnych uplatnit, resp. jak si dany postup
pamatovat, se toto ,roztrzeni” da pouzit. (Vysledny vztah pro feseni je ptfitom podloZen presnou matematickou
vétou; tu zde neuvadime a odkdZzeme zajemce na prednasku nebo ucebnice matematické analyzy.) Dale
ukazeme, jak Ize toto ,odtrZeni” dx a dy alespon pfiblizné chapat nazorné.
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y=G"(F(x)). (8.8.6)

Vysledek (8.B.6) je vhodné je§té trochu upravit resp. zobecnit.!®® Neurdité integrdly (8.B.4) jsou
uréeny az na konstantu. Pokud funkce G(y) a F(x) bereme jako ,pevné” (tedy nikoli uréené az na
konstantu), musime misto (8.B.5) psat

G(y) = F(x)+C, (8.8.7)
kde C je libovolna konstanta.'>” Po aplikaci inverzni funkce je kone&ny tvar fe$eni dané diferencidlni
rovnice

y =G (F(x)+C) . (8.B.8)
Priklad:
UkaZzme si uvedeny postup na rovnici
d
Do _xy. (8.B.9)
dx

V oznaceni pouZitém v (8.B.1) je f{x) = - x, g(y) =y. Separace proménnych da

dy _ Lax
dx y
Q = —xdx
y
d_y = —dex . (8.B.10)
y

Integrély na levé a pravé strané daji*®

JQ = 1n|y
Yy

() =Jﬂ = In|y
y

2
, —dex = —x—+C,
2

¢ili funkce (8.B.4) jsou
2

X
, F(x)=-—|xdx = —=—,
(x) Jxx

Pro jednoduchost budeme uvaZovat jen y>0. Inverzni funkci k G(y)=In(y) je exponenciela:
G(z) = exp(z) = ez Obecny vztah (8.B.8) tedy da vysledek

2
X
g c -

y = exp(—x2/2+C) —e?2 =¢e

M‘*N
N‘*N

Il
M
Q

(8.B.11)

156 Také je vhodné uvédomit si dvé drobnosti: Jednak (byt je to asi zfejmé) oznadeni G* zde opravdu znamen3
inverzni funkci, neni to tedy 1/G (!). A za druhé predpokladame, Ze inverzni funkce k funkci G(y) existuje. PFi
reSeni konkrétni diferencialni rovnice uvidime, jak to s inverzni funkci je, zda se tfeba nebudeme muset omezit
jen na néjaky interval hodnot (podobné, jako kdyz urcujeme inverzni funkci tfeba k sin(x)) apod.

Ostatné, kdybychom méli o spravnosti ziskaného feseni néjaké pochyby, vidy si mizeme ovéfit, zda danou
diferencialni rovnici splfiuje.

157 Nemusime zvIa$t psat dvé konstanty, kaZdou na jednu stranu rovnice, tedy G(y)+Ci = F(x)+C2. Upravou
bychom totiz dostali G(y) = F(x)+C>—C1, a rozdil dvou libovolnych konstant C>—C1 je libovolna konstanta, tu
oznacime jako C.

158 Pro integral na levé strané rovnice nepfipisujeme integra&ni konstantu, viz ptedchozi pozndmku.
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Zde jsme e oznatili jako C. Protoze C je libovolnd konstanta, je C také libovolna konstanta.
Z odvozeni plyne C >0, ale mizeme se presvédcit, Ze (8.B.11) je feSenim (8.B.9) i pro C zaporné.

Matematicka analyza nds pouci, Ze teSeni diferencidlni rovnice prvniho fadu obsahuje jednu
nezavislou konstantu, tu jsme v feseni opravdu dostali. Jak uz vime, jeji hodnotu uréime z pocatecni

2
X

podminky y(xo) = yo. Napfiklad pokud by podminka byla y(0) = 5, bylo by feSeni konkrétné y =5 e

PFi praktickém Feseni diferencidlni rovnice ¢asto explicite nevypisujeme symboly funkci F(x) a G(y),
ale napfr. do (8.B.10) hned pripisujeme feSeni prislusnych integrall:

2
ln|y| = Jd_y = —dex =X .ic
y 2

a vdaném pfipadé obé strany prosté ,odlogaritmujeme” (tedy zaplsobime na obé strany
exponencialou) a ziskame vysledek

Pro¢ metoda separace proménnych funguje

Na konkrétnim pfikladu (i vySe v kapitole) vidime, Ze metoda separace proménnych funguje. Ale

X161

prece jen: cely navod pulsobi trochu ,kucharkovité“®! a cely postup muze plsobit trochu tajemné,

takZe se mQzeme ptat: Proboha, jak to, Ze néco takového vibec funguje?

Pojdme si na uvedeny postup posvitit trochu bliZe, bez ndroku na exaktnost.®? PGjde ndm o to,
abychom do fungovani dané metody trochu nazorné vidéli.

oy " Wy . d Gy x . N o o
Pom(ize nam uvédomit si, Ze derivace funkce D se pfiblizné rovna podilu pfirtstkd Ay a Ax:

dx

[ T (8.8.12)
dx Ax

Rovnici (8.B.1), tedy Z—y = f(x)g(y), proto miZeme pFepsat jako
x

% ~ f(x)g(y) ™ (8.B.13)

V tomto vztahu uz mizeme obé strany bez problém{ vynésobit Ax (a vydélit g(y)); dostaneme tak

159 Ovéfte si dosazenim, Ze jsme dostali opravdu spravné Feeni rovnice (8.B.9).
160 Odstranit z n&j absolutni hodnotu znamend uvaZovat bud'y kladné nebo zédporné, z vysledku vidime, Ze y(x)
neméni znaménko.

161 Misto pokynu ve stylu Magdaleny Dobromily Rettigové ,vraZ do toho deset vajec” zde mdme pokyny typu
»prikreslete integritka“...

162 Ty nechdme matematické analyze.
163 pFesné je to samoziejmé v limité Ax — 0, ale pro dostateén& malé Ax je chyba velmi mala.

164 Misto symbolu ,,x“ pro ptibliznou rovnost uz budeme déle psat jen rovnitko, vime, Ze vztahy budou platit
s néjakou chybou, volbou dostate¢né malého Ax ale mGzeme chybu libovolné zmensit.
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A L roar (8.8.13)
g(y)

Jestlize vyjdeme zbodu xo, vnémz y mda hodnotu Yo, ry
mlzeme ,kousky” na levé a pravé strané (8.B.13) scitat; 2
pfitom Ax jsou pfirdstky nezdvisle proménné a Ay
odpovidajici prirlistky zavisle proménné, viz obrazek.

S¢itanim ,kouskd“” v (8.B.13) dostaneme

Vi

n Ay n yO -
==Y f(x)Ax, (8.8.14)
; g(y) Zo:

Dalsi krok uZ je asi zfejmy: Budeme zmenSovat délky —_—

intervalll Ax;; pfitom se budou zmensovat i délky intervall Xo Xi Xing
Ayi. Sumy pfitom pfejdou v integraly,'® takZe z (8.B.14) vyjde

—dy Jf(x)dx . (8.B.15)

yo
Vysledné 3 pfitom odpovida hodnoté nezévisle proménné X , je tedy y = y(X). Vztah (8.B.15) davd
vysledek (tedy feseni diferencidlni rovnice) ve formé uréitych integrald.’®” MdZeme odtud ale snadno

dostat i reseni vychazejici z neurcitych integral(. Jestlize neurdité integrdly oznacime tak, jak jsme to

udélali v (8.B.4), tedy Iﬁdy =G(y), If(x)dx = F(x), budou urcité integrély v (8.B.15)

Ly = 696, J F)dx = F()-F(x,) -

Yo
Z (8.B.15) tedy vyjde
C-G)=F(X)-F(x)) = G)=FX) + G(y)-F(x), (8.8.16)
C

a to u? je fakticky vztah (8.B.7).1%8 TakZe na3 nazorny postup opravdu dospél k vysledku, ktery na nas
vySe ,vypadl jako recept z kucharky”.

165 S¢itame pres viechny ,kousky”, takZe n je rovno poctu , kouskd” minus 1 (protoze za¢indme od i = 0).
Konkrétné ale pocet n nebudeme v nasi Uvaze potiebovat.

Délky intervalll Ax; mohou byt stejné, jak je to na obrazku, délky interval( Ay; obecné konstantni nejsou.
Funkce y(x), kterou ukazuje graf v obrdzku, je feSeni rovnice s pocate¢ni podminkou y(xo) = yo. To, Ze dané
reseni jesté nezndme, nevadi, pro nasledujici Uvahu nebudeme konkrétni zavislost y = y(x) potfebovat.

166 pFitom je jedno, Ze v sumé na levé strané jsou délky intervald Ay; rizné, délky viech intervald jdou k nule,
takze vysledkem bude opét integral.

167 To nevadi, nékdy se metoda separace proménnych také takto pouZiva; dava pfitom rovnou Fedeni spliujici
pocatecni podminku y(xo) = yo.
168 \/ (8.B.16) je vidét, jak konstanta C souvisi s po¢ateénimi podminkami.
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| obecné feseni si miZzeme ovérit'®®

Porad jesté pochybujete, zda vztah (8.B.8), k némuz jsme dospéli, je urcité spravnym fesenim vychozi
rovnice (8.B.1)?7°

Abychom se o tom presvédcili, staci ovéfit, Ze po dosazeni vysledku (8.B.8), tedy y = G (F(x) + C) ,

do (8.B.1), tedy do % = f(x)g(y), je tato diferencialni rovnice splnéna.
x

Jednodussi bude pracovat misto s (8.B.8) s ekvivalentnim vztahem (8.B.7), tedy s G(y)=F(x)+C.

Vyznadime v ném, Ze y zavisi na x, a budeme jej derivovat podle x:

G(y(x)) = F(x)+C /;; . (8.B.17)

Kdyz provedeme naznacenou derivaci, dostaneme z levé strany (s vyuZitim (8.B.4))

d dG(y) dy 1 dy
—G = = 8.8.18
dx (y(x)) dy dx g(y)dx ( )
a z pravé strany
i(F(X)JFC) - ) _ f(x) (8.B.19)
x dx
Dosazeni do (8.B.17) da
d d 1 dy
—G = —(F C —_—— = . 8.B.20
5 O0W) = S (F+C) =~ = 1) (8820

A to uZ je (po vynasobeni g(x)) pravé rovnice (8.B.1). Vidime tedy, Ze (8.B.17) nasi diferencidlni rovnici
opravdu splriuje. TakZe vztah y(x)= G_I(F(x)+ C) , ktery je s(8.B.17) ekvivalentni, zfejmé

diferencialni rovnici rovnéz spliuje — a je tedy jejim fesenim.

A na zavér pro ty, kdo pofad nejsou presvédéeni:1’?

Vezméte si y:G_l(F(x)+C) a ,natvrdo” ho dosadte do levé strany rovnice %:f(x)g(y).
x

Pfi derivovani di(Gl(F(X)-FC)) budete potfebovat vétu o derivaci inverzni funkce — a kdyz to

x
udélate (avyuZijete toho, Ze dG(y)= 1 a dF (x)

dy  g(») dx
S(x)g(y)-

= f(x) ), uvidite, Ze opravdu dostanete

169 Tohle u? je spi$ doplnéni pro zdjemce; ostatné, pFislu$nou teorii budete mit exaktné&ji v matematické
analyze.

170 pak jste v dobré spolenosti — pochybovat je ve védé dule?ité! (Kdyby Galileo nepochyboval o tom, Ze Zemé
je nehybnad, neodstartoval by dalsi vyvoj fyziky a astronomie.) Mit ndzornou predstavu, jak se k feseni rovnice
dostat, je fajn, ale je vhodné se také ubezpecit, Ze vysledek opravdu ,sedi”.

171 Mate pravdu, kdy? se fekne ,zfejmé”, tak ono to nékdy pusobi trochu podezfele. © A nékomu to miiZe byt
zfejmé vic a nékomu méné. Takze je |épe, mit vSe dotazeno zcela explicite.
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Dodatek 8.C: Pohyb v pfipadé, kdy plisobi odporova sila umérna
druhé mocniné rychlosti a soucasné konstantni sila (napf. gravitacni) *

Uvazujme situaci zndzornénou na obrdzku vpravo: Téleso pada v odporujicim prostfedi,

dolt ho tdhne gravitaéni, resp. tihova sila,’? proti pohybu ptsobi smérem vzhiru T
odporova sila. Prakticky tomu odpovida tfeba pfipad parasutisty, ktery vyskocil z letadla -
a dosud neoteviel paddk.'’ k,
m
Tihova sila je ﬁg =mg (m je hmotnost padajiciho télesa), odporové sila ma velikost 7
F, =kv® a mifi vzhdru.” Osu x orientujeme smérem dold, takie F. =mg—kv . mij
Pohybova rovnice padajiciho télesa (resp. jeji x-ova slozka) tedy je
v X
m—= = mg—kvx2 . (8.Cc.1)
dt
Po vydéleni m, oznaceni k/m = b a Gpravé dostaneme rovnici
dv ) )
~=g-bv’ =blg/b-v ). (8.C.2)
=g (g/b-v})
Pro dalsi vypocet oznac¢ime g/b = U12 ; pohybovad rovnice pak bude mit tvar
dv, ) 5
o= b(v1 -V, ) =b(v,+v,)(y-v,), (8.C.3)
t

kde

k g mg 1
b=—, v, = /— === (@k==CSp). 8.C4
" 1 b i ( > p) ( )

Rovnici (8.C.3) feSime metodou separace proménnych, misto vy uz budeme psat pro strucnost jen v:

dv z
= |bdt = bt+C . 8.C.5
J(vl+v)(vl—v) J ! H ( )

PFi vypoctu integrélu na levé strané provedeme rozklad na parcidlni zlomky'’®. Po UGpravé pak (8.C.5)
ziska tvar

J dv +J dv :2v1(bt+é):2(v]bt+é) e (8.C.6)
vtv ) u-v

172 ptj pokusu na Zemi je pfesné&j$i mluvit o tihové sile, podstatné bude, Ze jde o konstantni silu pGsobici svisle
dol.

173 NeuvaZujeme pfitom, Ze by parasutista ménil tvar téla, aktivné pfi padu ,plaval” smérem do strany apod.
Také predpokldddme, Ze nefouka vitr a ve vzduchu nejsou Zzadné stoupavé ani klesavé proudy. Navic budeme

174 Pro odporovou silu bereme Newton(v vzorec (8.24), F, = %CSpvz, hodnotu C v ném bereme jako

konstantni, takze k=%CSp je také konstanta.

1 1 1 1
5 Upravime ————— = —| ————+-——|; ovéFte si, Ze tohle plati.
P (U1+U)(U1_U) 201[(U1+U) (UI_U)J P

176 Doufam, e na nejriznéjsi ,vinkovani“ neznamych konstant u? jste si zvykli (©): C byla libovolna konstanta,
takze Ulé je také libovolna konstanta, oznaéili jsme ji C. (Dvojku jsme nechali vytknutou, uvidime pro¢.)
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Levou stranu zintegrujeme a upravime:

dv dv dv dv v+uv
J +J = J —J =Infv+y|-Injv-v| = ‘ (8.C.7)
v,+v v,—U v+, v-v, v-v,
a po dosazeni do (8.C.6) a odlogaritmovani dostaneme
vty _ 62(v1bt+5) 177 (8.C.8)
v-v,

Dalsi vypocet musime rozdélit na dva pfipady podle znaménka zlomku na levé strané rovnice. Zvlast

ey

vyfesSime pfipad, kdy pad zacind z rychlosti v < v, (tfeba z nulové rychlosti), a zvlast, kdyZ je v > v, .
Pad zacinajici z malé rychlosti

Tento pripad odpovida situaci, kdy tfeba z natazené ruky pustime kouli nebo pirko, nebo z letadla
vyskodi paradutista a dosud neoteviel padak.1’®

vty
v-y,

b+ = (vl—v)-ez(vlec)  Odtud v-(ez(vlmc)nLlj _ Ul‘(eZ(vleC) _lj' sili

+ +
_ vt _nrtv g (8.C.8) pak dostaneme
v-v, V-V

Vtomto pfipadé v<uv, , takie

ez(uleC) 1 (nib1+C) B ~(vb1+C)
V=0V———>—=10-" = — . (8.C.9)
! e2(v1bt+C)+1 1 e(vlbt+C)+e—(v1bt+C)

Zlomek na pravé strané mGZeme jednoduse vyjadfit pomoci funkce hyperbolicky tangens’®:
v = v,-tgh(v,bt+C). (8.C.10)
Jaky je vyznam konstant ve vztahu (8.C.10)?

Podivejme se nejprve na konstantu vy, kterou nasobime funkci hyperbolicky tangens. Pomize ndm

podivat se, jak se tgh chovd, kdyZ jeji argument roste do nekone¢na. Plati lim (tgh(x))=1. **°
X—>00

Pro t — o se tedy rychlost v blizi hodnoté v;. Odtud vidime, Ze:

11 je mezni rychlost, k niZ se rychlost padajiciho télesa blizi s rostoucim ¢asem.

177 Konstantu C budeme uréovat z po&ateéni podminky (konkrétné z pocateéni rychlosti). Vinkou ji zde zna&ime,

abychom ji odlisili od konstanty C ve vztahu F, = %CS,DUZ. Inu, pismenek je malo...

178 Quha! Tohle s letadlem vlastné neni pravda! Letadlo leti vodorovné znaénou rychlosti, takZe parasutista
nepada od zacatku svisle dol(, ale pohybuje se po balistické kfivce, a to by bylo sloZitéjsi. Nas vypocet odpovida
situaci, kdy by parasutista vyskocil z balénu nebo vzducholodi.

e)( _ —X

x + efx

179 Tato funkce se oznauje symbolem thg. Je definovana jako tgh(x) = Podobné se definuji (viz poznamku

ex —Xx

—e ) a hyperbolicky kosinus ( cosh(x) = ¢ te

v Dodatku D) funkce hyperbolicky sinus (sinh(x) =
plati tgh(x) = sinh(x)/cosh(x).

); vidime, ze

180 Mazeme to vidét z definice thg a chovani funkci ¢* a ™ pro x — .
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Konstantu é, jak vime, urcujeme z pocdatecnich podminek. Nejjednodussi ptipad nastane, kdyz
v(0)=0. Pak totiZ bude C = 0.2 ysledek (8.C.10) ma v tomto pfipadé jednoduchy tvar:

v =v,-tgh(v, bt). (8.C.11)

A co soucin konstant v, b vargumentu funkce tgh v (8.C.11)? Ten ndm odpovi na otdzku,

jak rychle se rychlost télesa pfiblizuje mezni rychlosti. Je vhodné zavést oznaceni

ozn. |
v,b = —. (8.C.12)
T

Pak totiz ziskd vztah pro rychlost télesa vysledny prehledny tvar

v =v,-tgh(t/7), (8.C.13)
kde (viz (8.C.4) a (8.C.12)):

Ul:\/g:/%' s | L_m_uv (8.C.14)
b k v,b gb gk g

Funkce hyperbolicky tangens je k dispozici i na lepsich kapesnich kalkulac¢kach, takze si mlZeme
ovéfit, jak rychle se rychlost pfiblizuje mezni rychlosti. Podrobnéji to ukazuje graf funkce tgh.

t/t tgh(t/7) =

1 0,762

2 0,964

3 0,995
Vidime, Ze pro t=t1 dosahuje rychlost asi 76 %
mezni rychlosti, pro t =371 se uz od mezni rychlosti

li$i jen asi o pGl procenta. Cas 7 tedy predstavuje
charakteristicky €as pfibliZzovani k mezni rychlosti.

Draha urazena pfi padu:

).182

UraZenou drahu, tedy souradnici x, ziskdme integraci rychlosti (8.C.13

sinh(t/7)
cosh(t/7)

Vv F 183

x = [vdt =v, [ tgh(t/7)dt = UIJ dt = v,7In(cosh(t/7))+%, . (8.C.15)

181 protoze tgh(x) =0.

d .
182 p¥j integraci pouzijeme substituci y = cosh(t/7) a vyuZijeme toho, ze d—cosh(y) =sinh(y) . Pokud byste chtéli
drahu v obecnéjsim pripadé, nez je nulova pocéatecni rychlost, zintegrujte si prislusny vztah (8.C.10) laskavé sami...

183 DvoFék, L.: Jak provokovat, kdyZ dostanete Glohu o padu Zelezné a dievéné koule Il. Rozhledy matematicko-
fyzikalni, roc. 96 (2021), €. 3, s. 59-68.
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Pad zacinajici z velké rychlosti

| tento pripad odpovida realistické situaci pfi padu parasutisty: jednak muze ve fazi padu se zavienym
padakem prejit z pozice, v niz kladl mensi odpor, roztazenim rukou a nohou do pozice, v niz pfi stejné

rychlosti klade odpor vétsi. A samozirejmé, kdyzZ otevie padak, odpor vzduchu vyrazné vzroste. Zde

184

nebudeme pocitat presné redlny déj pfi otvirani padaku,'* ale idealizovany ptipad, kdy pocatecni

rychlost je vyssi nez mezni a koeficient odporu prostiedi zlistava konstantni.

Ze vztahu (8.C.8) dostaneme pro v > v;:

v+vu 2(v,bt+C
DY AHmbed) (8.C.16)
V-1,

2(v,bt+C ve .
(v ), a po dalich Upravéch: 1%

a odtud podobné, jako jsme postupovali vyse, v+ v, = (U— U1) e
ez(vlbz+é) +1 e(vlbt+é) N e—(vlbt+é)

= U = v =v- ~) 186
v= vl 2(U1bt+é) Ul (Ulb[+é) —(Ulb[+c~‘) Ul COtgh(vl bt +C) ‘ (8'C'17)
e -1 e —e

Konstanta C uZ oviem nemiize byt nula, to by v éase t =0 byla rychlost nekone¢nd. Hodnotu této
konstanty uréime z pocatecni podminky. Pro ¢as t=0 plyne z (8.C.17) v, EU(O):vl-cotgh(é),
odtud

C = argeotgh (v, /v,) (8.C.18)

kde argcotgh je inverzni funkce k funkci cotgh.
Stejné jako vy3e oznatime v, b = 1/7 , takZe vysledny vztah pro rychlost je

v = v;-cotgh(t/7+C) . (8.C.19)

11 a T jsou opét dany vztahy (8.C.14) a maji stejny vyznam jako vySe: mezni rychlost a charakteristicky
¢as priblizovani k mezni rychlosti — jen se ted rychlost k té mezni priblizuje shora.

UraZenou drahu (tj. soufadnici x) opét spocteme integraci: 1%’
x=v, j cotgh(t/z+C)dt = - = v, rIn(sinh(t/7 +C))+%, (8.C.20)

Konstantu xo uréime (jak jinak) z po¢atecnich podminek.

184 RedlIné je otvirdni padaku postupné, aby doslo k plynulému zbrzdéni rychlosti, viz napf.
https://cs.wikipedia.org/wiki/Para%C5%Alutismus#Otev%C5%99en%C3%AD pad%C3%Alku. My budeme
pocitat idealizovany pfipad.

185 Ted uz mazeme postupovat rychleji, opravdu je vie analogické, jako v pfipadé v < v,.

18 Funkce cotgh je hyperbolicky kotangents, plati cotgh(x) = 1/tgh(x). Pro x — oo je jeji limita 1, z (8.C.17) tedy
plyne, Ze v1 je opét mezni rychlost.
187 ptidame oblibené kligé: ,Laskavy ¢tenaf si jisté danou integraci rad provede sam...“. ©
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Dodatek 8.D: Komplexni exponenciala aneb co je e'’

Exponencialni funkci e Ize definovat i pro komplexni x. Speciadlné pro ryze imaginarni x plati'®

e = cosp+ising . (8.D.1)

Jde o komplexni jedni¢ku, viz obrazek. Ze vzorec opravdu , funguje” 4
se mUzZeme presvédcit na dvou jednoduchych prikladech: e RN

1) Ze stfedni $koly asi znate Moivreovu vétu'®®

(cosp+ising)" = cos(ng) +isin(ng). F .

Pomoci Eulerova vzorce (8.D.1) je jeji odvozeni (a zapamatovani) |
jednoduché: ’

(cosp+ising)" = (e"" )n =e'?" = cos(np) +isin(ng).

. i
2) Kdyz derivujeme ¢'? podle ¢, dostaneme y =ie"? =i~(cosgo +isin go) =icos@—sing.
2
Pfesné totéZ dostaneme derivovanim pravé strany (8.D.1).

Uvedme jesté par uziteénych vztahl ukazujicich, jak s komplexnimi &isly v exponentech pracovat.'®®

Exponencidla komplexniho éisla z=a +bi je
e = ™ = .l = ¢f -(cosb+isinbd) .
Cislo komplexné sdruzené k (8.D.1) je

e’ = cosp—ising (8.D.2)

Se¢tenim a odettenim (8.D.1) a (8.D.2) ziskdme e'? +e™'? =2cos@ a €'’ —e ' = 2ising . Odtud
vidime, Ze sinus a kosinus mlZeme vyjadrit jako
el+e’? e’ —e'?

cCosQ = — sing = ———— .1

188 Tento vztah se nazyva Euler(iv vzorec. (Oviem, mimo komplexni analyzu jsou po Eulerovi pojmenovany i
dalsi vzorce.)

189 pokud ne, nic se nedéje, je to prosté vztah pro n-tou mocninu komplexni jednicky.

190 v z4sadé pracujeme stejné jako s redlnou exponencialou.

191 Stoji za zminku, Ze podobnymi vztahy jsou definovany hyperbolicky kosinus a hyperbolicky sinus:

X —X X —X

cosh x :i, sinh x = € ~€ | jejich uplatnéni jsme vidéli uz v Dodatku C.
2
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Dodatek 8.E: Faze buzenych kmitl — alternativni odvozeni

Ve vztahu (8.87) pro fazi buzenych kmitd muize nékomu vadit, Ze pro 2=, je ve jmenovateli
nula.® UkaZme si proto alternativni odvozeni, kde ve vysledném vztahu nebude 24dné déleni nulou.

Vyjdeme ze vztahu (8.82) pro komplexni amplitudu kmitu:

A=4|€”. (8.E.1)
@ je faze kmitl (vzhledem k budici sile). Komplexni amplituda A je dana vztahem (8.81):
4o § , (8.E.2)

w0l -0 +i25Q

realna amplituda |A| vztahem (8.84), tedy

4| = 5 . (8.E.3)
J(@2-0) + 45°0°
Vztah (8.1.E) prepiSeme do tvaru
A .
u: e'?. (8.E.4)
A
Pfitom e’”":cos(—(p)+isin(—(p):cOS(p—isin(p. Po dosazeni (8.E.2) a (8.E.3) do (8.E.4)
dostavame
oy — QO +i26Q .
= CcoS@—isinge (8.E.5)
J(@2-Q7) + 45°Q°
Odtud okamzité!
Q7 ) -20Q
cosp = - 0)02 - — , sing = —— — . (8.E.6)
J@2-02) + 45°Q J(@2-Q2) + 45°Q

Vidime, Ze:
e pro Q=0 je cosp=1 a sing=0, takie p=0,
. : y 7T
e pro Q=aw, je cosp=0 a sinp=-1, takze P=—>

e pro )— o je cosp—>—1 a singp—0 (apfitom sinp<0), takie p > -7 .

Vysledné hodnoty faze ¢ pfitom z (8.E.6) vychdzeji tytéz, jako ze vztahu (8.87), takZe ddvaji tytéz
grafy zavislosti faze na Q, jako jsou uvedeny v hlavnim textu kapitoly.

192 Toto se ukdzalo na jedné z pfedndasek — a piestoze Ize Fici, Ze mGZeme vzit limitu zleva a zprava a vidime, Ze
pro tento pripad zfejmé bude platit (p:—;r/Z, ptece jen u nékoho mohou pretrvavat pochybnosti.

193 protoZe se museji rovnat redlné &asti levé a pravé strany (8.E.5) a také jejich ryze imaginarni ¢asti.
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Dodatek 8.F: Keplerova uloha pro E>0: pohyb po hyperbole

V textu kapitoly vySe jsme ze vztahu (8.112), tedy

x2(1—82)+2p$x+y2 =p°, (8.F.1)
odvodili, Ze pro £ <0 jde o elipsu (Cili Ze pro E<O0 je trajektorii obihajici planety nebo sondy elipsa) a
pro £ =0 (cCili v pfipadé E=0) jde o parabolu. Zbyva vysetfit pohyb, kdyz E>0; v tomto ptipadé je
£>0.1

Upravou (8.F.1) dostaneme?*®
ngz ngz pz
x*(e-1)-2pex+ —yP=—p*+ = . (8.F.2)
( )2 21 7 Pre 1 o1

:(gz_l)(x_%f

2

Vysledny vztah jesté vydélime faktorem , abychom na pravé strané méli 1. Dostaneme

g -1
2
(¢°-1) pe \ £-1,
2 X— 2 - > y = 1 ’
p g -1 p
¢ili po Upravé
2
£
(X_ zp 1} 2
e Y 1. (8.F.3)
p p
(e2-1) |
Podobné jako vyse v pfipadé elipsy oznacime
p p pe
= a' = b’ =e . (8.F.4)
g -1 \/52_1 g -1
Vztah (8.F.3) pak prejde na tvar
_ o) 2
(x=e) y* _ 1, (8.F.5)

coz je rovnice hyperboly. a a b jsou jeji velka a mala poloosa,
e je excentricita.’®® Po¢atek soufadnic, kde je silové centrum,
je v ohnisku hyperboly.

Proti vysledné rovnici (8.F.5) mlze ovSsem pozorny Ctenaf

_
=

namitat, Ze hyperbola touto rovnici popsana ma dvé vétve. A
jedna z nich (na obrazku znacend cervené teckované) zjevné
neodpovidad pohybu hmotného bodu pritahovanému silovym
centrem M. ¥ Jak se do (8.F.5) takovito nefyzikaIni

trajektorie dostala?

19 pfipomerime, Ze g:\/ZELZ/(GZM2m3)+1 , viz (8.109).
2 2
195 yztah (8.F.1) ndsobime —1 a k obéma strandm pfi¢teme ¢&len pz_g
& -1
19/ p¥ipadé hyperboly plati e = a* + b*; miZeme si to ovéFit z (8.F.4).

197 Silové centrum (tfeba Slunce) planety, komety &i kosmické sondy pfitahuje; Eervena trajektorie se oviem od
centra odklani — to by byla trajektorie v pfipadé odpuzovani.
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V rovnici v poldrnim tvaru (8.111),

p=r(l+ecosp), (8.F.6)
tato vétev nebyla.®® Ovéem pfi nasledné uUpravé pfi odvozovani vztahu (8.112) jsme rovnici
p—& X =r umocnili na druhou ().

Vysledna rovnice (p—gx)z =r? je ovéem splnéna i pro p—&x = —r. To po dosazeni X=rcosQ
da p=r(8cosg0—1) , Cili r:% . A to je pravé ona nefyzikalni (na obrdazku teckovanad)
£COSQ—

vétev hyperboly.

Ovsem:

O nefyzikalni vétev jde v pfipadé pfitahovani. Pokud silové centrum hmotny bod odpuzuje, pak pro

p

. Trajektorii pohybu takového hmotného bodu je
gcosp—1

trajektorii bodu vyjde pravé vztah r=

pak druhd vétev hyperboly, odklanéjici se od silového centra. Tak je tomu treba v pripadé
Rutherfordova pokusu, kdy kladné nabita jadra zlata odpuzuji (kladné nabité) &astice alfa.'*®

1% Kdyz budeme do vztahu r=p/(1+¢&cos¢) dosazovat ¢ od nuly do hodnoty, kdy 1+&cosgp =0, dostaneme

vidy jen body z levé vétve hyperboly, v obrazku vyse znacené modre. (Cast této vétve pod osou x dostaneme,
kdyZ ¢ puUjde od nuly do zapornych hodnot.)

199 B|iZe se s touto situaci sezndmime ve druhém roéniku v pfedmétu Teoretickd mechanika.
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