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4 Soustava hmotnych bodu Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2016-2025
4.1 Uvod

Soustava hmotnych bodd

Pomérné dlouho jsme se vénovali kinematice a dynamice jednoho hmotného bodu. Na svété oviem
neni jen jeden hmotny bod...

Prejdéme tedy k vice hmotnym bodim. Soustava hmotnych bodi je samoziejmé zase jen abstrakci,
tedy modelem toho, co existuje v pfirodé. Ovsem modelem o néco bliZzSim realité. Soustavou
hmotnych bodd pro nas muizZe byt tfeba Slunce a planety sluneéni soustavy, dvé zavazi spojena
pruzinou nebo provazem?, nebo tfeba véechny molekuly v kusu kamene nebo kfidy (pokud se na né
divame klasicky, nikoli jako na kvantové objekty).

Poget hmotnych bod(l v soustavé tedy mize byt 2, 3, osm nebo tfeba 10%. Budeme ho oznacovat
symbolem N, jednotlivé hmotné body budeme Ccislovat indexem i (nebo j,k , atd.). Veli¢iny

charakterizujici hmotné body budou tytéz, jaké uz zname:

— ® ]

<X

polohy:

rychlosti:

<
Il
N

=1

zrychleni: @,

I
Il
XN

hmotnosti: m;

—_—

Budeme-li psat soufadnice vektordi pomoci indexu x, y, z, bude napf. 7. = (xi, Vis zl.). Pokud bychom

souradnice psali pomoci indext 1, 2, 3, bude ale potfeba odlisit indexy, které Cisluji souradnice od
index(, které Cisluji hmotné body. V tom pripadé budeme index oznacujici bod davat do zavorky,

T = (’%’)1’ WOPERIOK ) 5
4.1 Hybnost, moment hybnosti a energie soustavy hmotnych bodt

Hybnost i-tého hmotného bodu je p. = mlUl Celkova hybnost soustavy hmotnych bodu je dana

souctem hybnosti jednotlivych bodu:

—

P:ﬁl+ﬁ2+"'+ﬁN:

M=

Il
—_

B, - (4.1)

Samoziejmé, Ze hybnost soustavy hmotnych bodl miZzeme vyjadfit také jako

N
P=m,+m,0, + - +m,0, = Zmivi .
i=1

! Coz ma praktické uplatnéni: dvé zavazi spojena provazem se uzivala jako vrhaci zbrafi pro lov zvéfe, je zndma
pod nazvem bolaso.

2 Aby véechny indexy nebyly vpravo dole od pismene, mohli bychom psét i ;Ei) = (xﬁi), X9, xg")), z kontextu bude

vzdy jasné, oc jde. Budeme se snaZzit nezahltit tento text premirou index(, ale obecné se jejich pouzivani
nevyhneme.
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Moment hybnosti i-tého hmotného bodu je ZI =7.xp, , celkovy moment hybnosti soustavy

hmotnych bodu je sou¢tem

N
L:L1+ 2+...+LNZZL._ (42)

Samoziejmé plati,ze L =7 xp, + -+ +7y XDy = Z?xp’i = fo mU;)

—_
—_

Celkové P a L tedy dostdvame prostym souctem; fikame, Ze hybnost i moment hybnosti jsou
aditivni veli¢iny.3
Podobné je tomu v pripadé kinetické energie. Kinetickd energie i-tého bodu je %ml.vl.2

celkova kineticka energie pak

N
T=3m v’ +3m, v, + - +5m, Z%m Vi (4.3)
i=1

O néco slozZitéjsi je to s potencialni energii. Potencialni energie i-tého hmotného bodu se sklada z vice
v s ’ . vevs . v . E . 7. 7 .

¢asti: energie bodu ve vnéjsim poli, oznacme ji V;” *a z energii vzajemné interakce tohoto bodu
s ostatnimi body soustavy®. Potencidlni energii vzajemného plsobeni i-tého a j-tého hmotného bodu

oznacime Vl] Celkova potencialni energie i-tého hmotného bodu ve vnéjsim silovém poli a v poli

vSech ostatnich hmotnych bodi je V; :Vl.E +ZVU 6. Pfi vypoctu celkové potencidlni energie ale
=
J#i
musime dat pozor, abychom energii vzajemné interakce bodl nezapocditali dvakrat. Spravnou
hodnotu da vzorec’

N
z (4.4)

J#i

N | =
™M=

Il
—
~~.

N
V=> Vf+

i=1

- —

3 pokud je takto definujeme, tedy pokud plati vztahy (4.1) a (4.2), maji rozumné vlastnosti pfi popisu fyzikalnich
déjl. Napfriklad kousek hozené kfidy ma hybnost m . Pokud by se za letu rozlomil na dva kousky o

hmotnostech m, a m, (pfiemZ m =m, +m,), je rozumné pfedpokladat, Ze celkovd hybnost (ted uz soustavy
dvou kouskd) zlistala stejnd, tedy 5 = m, U +m, U . (MiZeme Fici ,odkud by se najednou né&jaka dodatecna
hybnost vzala. Nebo kam by se ztratila?“) Dalsi aspekty toho, Ze se takto definovana celkova hybnost a moment
hybnosti ,,chovaji rozumné“, pozname v dalSich ¢astech této kapitoly.

4 JE“jako externi. PFikladem muZe byt energie tfeba kamene ve vnéjsim gravitaénim poli Zemé.

> Tteba kdyby mezi zavaZi¢ky byly nataZzeny pruzinky. Daldim piikladem by mohla byt interakce mezi
molekulami (pokud je uvaZzujeme jako klasické kulicky) — mezimolekularnimi silami se molekuly pfitahuji, pokud
se vzdali a naopak odpuzuji, pokud jsou u sebe pfilis blizko. Jesté jinym prikladem muzZe byt soustava Zemé-
Meésic, ty se gravitacné pfitahuji, Cemuz odpovida pfislusna potencialni energie -GM , M, /r -

6 Tim, Ze v souttu je Jj #1i,jedanoto, ze vném neni ¢len V., ktery by odpovidal energii plGsobeni bodu
samotného na sebe. (Zadné takovéto plsobeni opravdu v mechanice nezndme, bod sam sebe nikam ,nestrka“
a neurychluje.)

7 Rozmyslete si sami, Ze plati; napiste si potencidlni energii tieba v pfipadé dvou hmotnych bod( spojenych
pruZinou, které jsou v homogennim gravitacnim poli.
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4.2 Hmotny stred

vwvew

v vev

musime mezi hmotnym stfedem a tézistém rozliSovat.

Jak dojit k pojmu hmotny stred

Definici hmotného stfedu bychom mohli prosté uvést; pojdme vsak radéji tento pojem ,vybudovat”.
Zacneme jednorozmérnym pfipadem.

Pro dva hmotné body stejné hmotnosti, které jsou na ose x, je jasné, Ze jejich stred resp. ,,hmotny

stfed” bude uprostfed mezi nimi. Jsou-li x; a x, soufadnice danych m S m
Y +x : o : o—>
bodd, bude tedy soufadnice stfedu jejich pramérem, tj. x, =——2. 0  x; X x, X

Pokud ovsem bude napfiklad prvni bod hmotnéjsi nez druhy, mél by zfejmé bod, jemuz budeme fikat
hmotny stred, blize k tomuto prvnimu bodu. Toto vystihne tzv. vdZeny

primér soufadnic danych bodu: m, s m,
m, X, +m,Xx, = o—t ~—>
=11 272 X
Xs : 0 x; xg X,
m,+m,

ten se chovd pravé tak, jak potfebujeme. 8
Vysledek mlZeme ptirozené zobecnit na tfirozmérny pfipad. Pro polohové vektory dostavame

- mr+m,r m
7= Thh (4.5) y 1
m,+m,

MuZeme si ovéfit, Ze tento vzorec dava ve specialnich pripadech
rozumné vysledky.®

Zobecnit tento vztah na libovolné velky pocet hmotnych bodl uz

neni problém:

S M L my Ty

(4.6)

_ _i=l
m+m, +...+m N
1 2 cee N z

A pravé toto uz je definice hmotného stfedu soustavy hmotnych boda.

8 Viyzkousejte si, Ze pro m, = m, dostaneme predchozi pfipad; naopak pro m, > m, bude prakticky Xg =X, apod.
° Opét, je-li jedna z hmotnosti mnohem vétsi neZ druhd, bude hmotny stfed prakticky splyvat s hmotné&j$im
bodem. (Napfiklad hmotny stfed soustavy Zemé a druZice prakticky splyva s hmotnym stfredem Zemé.)

Navic Ize ukazat, Ze hmotny stred vzdy lezi na pfimce spojujici dané dva body. Zkuste si toto dokazat sami.

(Napovéda: Pfepiste vztah pro polohu hmotného stfedu na tvar 7, = 7+L(7 -7) )
N 1 m1+m 2 1
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Poznamenejme, Ze vztah (4.6) plati i v pfipadé, kdy nejde jen o hmotné body — napfiklad pokud by
hmotnostmi m, a m, byly dva velké kameny blizko sebe.'®Jak je to moiné? Opravdu nemusime
sCitat pres vSechny molekuly tvofici dané kameny?

Opravdu ne. Jestlize je v prvnim , kamenu”, tj. v prvni skupiné bodf,

feknéme K hmotnych bodl a ve druhé N —K bodl, mizZeme
vztah (4.6) rozepsat jako

!

S

K N

Zmi”i+ Z m;
_ i K
N

7= =K1 (4.7)

2
Zm"+ > om,

i=l1 i=K+1

K
PFitom hmotny stied prvni skupiny hmotnych bodl je 7 = =——. Odtud m;r. =mg, Ty, , kde

=1

X =1
l_

Zmi

K N
mg, = Zmi je celkova hmotnost prvniho kamene. Podobné pro druhy kamen je Z m;r, =mg, ¥, .
i=1 i=K+1
Ze (4.7) tedy dostavame
- My F. +mg T
rS — S1°81 52782 , (4.8)

mg,+myg,

tedy stejny vztah jako pro hmotny stfed dvou hmotnych bodd. Mame tedy recept, jak spocist hmotny
stfed dvou tfeba i dosti velkych téles, napfiklad tyci. Staci do vztahu (4.8) dosazovat na pravé strané
polohy hmotnych stfed( danych téles, a samoziejmé jejich hmotnosti.

Ze vztahu (4.6) pro hmotny stfed plyne jeden okamizity dusledek, ktery v nasledujicich ¢astech
kapitoly nékolikrat vyuZijeme. Vynasobime-li (4.6) jmenovatelem vyrazu na pravé strané, dostaneme

N N
Zml?,- = (Zmljfs =m¥7,, (4.9)

kde

N
m=>m, (4.10)

je celkova hmotnost soustavy hmotnych bodd.

10 Nebo tfeba Zemé a Mésic.
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Hmotny stied a tézisté

Vsichni asi zndme zpUsob, jak v praxi urcit tézZisté néjakého télesa. Téleso zavésime a od bodu zavésu
vedeme pfimku svisle dol.?* Pak jej zavésime za jiny bod a opét vedeme pfimku kolmo dold. Obé
pfimky se protnou v jednom bodé — a to je praveé tézisté. Pokud bychom téleso zavésili v jakémbkoli
jiném bodé, vedla by svislice vidy do tézisté.

Zamysleli jste se nékdy nad tim, jak je moZné, Ze se ty svislice vidy protnou ve stejném bodé&?*? Jisté,

v vey

je to proto, Ze tézisté vzdy leZi pod bodem zavésu. Ale proc tam lezi?

Vychylime-li zavéSené téleso z rovnovahy, plsobi na néj momentsily, T .

ktery se jej snaZi do rovnovahy vratit. Spoétéme tento moment. L]

Predpokladame, Ze téleso je v homogennim gravitacnim poli. Na i-ty
i

hmotny bod pusobisila F; =m,; g . (g je gravitaéni zrychleni.)

—

Moment sily na i-ty hmotny bod je tedy M, = ?xﬁ’; =;7;><(ml.§).

1
Celkovy moment sily na soustavu hmotnych bod( je sou¢tem:
. N N . N
M =M, =Y FxF =Y Fx(mg) (4.11)

Vyraz na pravé strané mdZeme upravit®* :

N N N

S i(n@) = Smix = Smi = (ni)<E = ix(mg)
' i=1 i=1

Kombinaci (4.11) a (4.12) pak dostavame vysledek

M = %x(mg’) . (4.13)

To znamena, Ze

celkovy moment sil plsobici na soustavu hmotnych bodd v homogennim gravitacnim
poli je stejny, jako by celkovda hmotnost soustavy byla soustfedéna v jediném bodé —
v hmotném stfedu soustavy.

vvew

Pravé proto tento bod — hmotny stfed — oznacujeme také jako tézisté. Moment gravitacnich sil je
stejny, jako by celkové gravitaéni (resp. tihova®®) sila pusobila pravé v tézisti.

11 T¥eba pomoci olovnice. Dobfe se to dél4, pokud je téleso ploché, napfiklad kdyzZ jde o vystiizeny kus kartonu.
Na né&j mlzZeme svislici rovnou nakreslit.

2 pokud by k tomu nebyl Zadny fyzikalni ddvod, nemuselo by to tak byt. Dokonce i v p¥ipadé tfirozmérného
télesa zavéseného ve dvou rGznych bodech si miZzeme predstavit, Ze by svislice byly mimobéZzky a neprotnuly
se vlbec. Tak jakym ,zazrakem” se stane, Ze se realné opravdu protnou?

13 Téleso pFitom budeme brat jako soustavu hmotnych bodd.

14 vyuzivdme toho, Ze: 1) u ndsobeni skaldrem je jedno, jestli se ndsobi prvni nebo druhy vektor ve
vektorovém soucinu, tedy Ze je g x (k[;) =kixh,daleie 2) g je stejné pro viechny body a 3) plati (4.9).
5 Na tomto misté nerozlidujeme gravita¢ni a tihovou silu. Blize o tomto rozlidenf viz kapitolu o neinerciélnich
soustavach.
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Nyni uz je jasné, proc je hmotny stfed vidy pod bodem zdvésu a
tedy proc se svislé pfimky vedené z bodu zavésu protinaji pravé
v tomto jednom bodé. Pokud je hmotny stfed S vychylen do
strany, plUsobi na soustavu nenulovy moment sily a ten ji vraci do
rovnovahy. Jediné v pfipadé, kdy je hmotny stfed presné pod

bodem zavésu, je moment nulovy a soustava resp. téleso je

F=mg v F=mg

V rovnovaze.

vvev v wvew

Ze vztahu (4.13) plyne jesté jedna vlastnost téziSté: Pokud téleso zavésime pravé v tézisti, pak
moment sil na téleso plsobicich bude nulovy. Jde ndm totiz o moment sil vi¢i bodu zavésu, to
znamen3, Ze polohové vektory musi zacinat pravé v bodé zdvésu — jinymi slovy, Ze do bodu zavésu

poloZime pocatek soustavy soufadnic. To znamena, Ze bude 7, =0.'°Z (4.13) pak okamiZité plyne
M=0.

Téleso zavésené v tézisti mlZeme kolem bodu zavésu libovolné natocit a moment
gravitaénich sil na téleso pusobicich” bude stdle nulovy. Tuto vlastnost bychom mohli

v vev

vzit jako definici tézisté.

Hmotny stred, tézisté a potencialni energie

Skutecénost, Ze hmotny stred leZi vzdy pod bodem zavésu, Ize odvodit i z potencialni energie. Celkova
potencialni energie soustavy hmotnych bod( v homogennim gravita¢nim poli je (viz (4.4))

i=1

N N
V=Zml.gzi = (Zmizijg = (mzs)g =mgzg B (4.14)
= ~

tedy stejnd, jako kdyby celkova hmotnost m soustavy byla soustfedéna v téZ7isti.2°

evvs

v veyv

(4.14) vidime, Ze je to v pfipadé, kdyzZ je tézisté co nejniz. A to je pravé v pfipadé, kdy je pod bodem
zavésu.

VVvewv, v

Kdy hmotny stifed neni tézisté

Odvodili jsme, Ze v homogennim gravitacnim poli hmotny stfed a tézisté jsou totozné. Ovsem pozor,
v nehomogennim gravitacnim poli tomu tak obecné neni! Pfikladem muze byt homogenni tyc. Jeji
hmotny stfed je evidentné v jejim stfedu. OvSem kdyby ty¢ byla dlouha

P |

0
*
S rd

tfeba 15 tisic kilometr( a podepreli jsme ji v jejim hmotném stfedu, kus
od zemékoule, jak ukazuje obrazek, evidentné nebude v rovnovaze. Cast
bliz$i k Zemi bude pfitahovdna vyrazné vice nez ¢ast vzdalenéjsi. V tomto
pfipadé dokonce ani neni prilis rozumné tézisté definovat — jeho poloha

by zavisela na tom, jak ty¢ natocime.

16 Rozmyslete si, Ze tomu tak je. Vektorem 7y v tomto pfipadé fakticky uréujeme polohu hmotného stfedu vici

hmotnému stfedu.

7\ homogennim gravitaénim poli. (Pro¢ to zd(irazfiujeme, uvidime za chvili.)

18 pfi Upravé jsme pouzili vztah (4.9), konkrétné jeho z-ovou slozku.

19 Jde o znamy vztah mgh , kde vyska /4 je rovna svislé soufadnici hmotného stfedu Zg -
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N
Celkovd hybnost soustavy hmotnych bodl je dana vztahem (4.1), tedy P = Zﬁl Podivejme se,
i=1
jak se tato hybnost méni s ¢asem.?° Na zjisténi, jak se n&jaka veli¢ina méni s ¢asem, pfitom mame

vhodny matematicky nastroj — derivaci podle ¢asu:

- ﬁ,‘ d
P =7 = (4.15)
i dt
Pravou stranu upravime?!
_’ N N dn. N
= Z P | =YPi=%F. (4.16)
dt i1 -1 ar o
Sila FZ na i-ty hmotny bod se pfitom sklada jednak ze sily F;.E, kterou na 7 2 }‘7’
- 1 -
hmotny bod plsobi vné&jsi silové pole?? 2 a jednak ze sil F};, jimiz na dany '¢
bod plisobi ostatni hmotné body.?* Pro pfipad tii bod(l to ukazuje obrazek. F., F_;E F,
1 3
MuzZeme tedy psat
N o =
F_F - FE F;
F =FF +ZF,.]. 2 (4.17) -
2
Po dosazeni (4.17) do (4.16) dostavame
dP N _ N | _ N _ N _ N N _
DI LD WA B Y85 3 ol an
dt =1 im1 = =1 =1 =1
J# = J#i
FE

Prvni ¢len na pravé strané je souctem vSech vnéjsich sil plsobicich na soustavu — je to tedy

evs s

celkova vnéjsi sila plisobici na soustavu a celkem prirozené jsme ji oznacili jako FE s

20 0 fadé velitin se mGzZeme leccos zajimavého dozvédét, kdyz zkoumame, jak se méni & neméni s asem.
21 yyuZijeme pfitom druhého Newtonova zdkona: pro kazdy hmotny bod plati @ = ﬁl .
dt
2 To ,,E“ v symbolu F:E znamena ,externi“, ale neni to zddnd pevné dand symbolika, spiSe jen nase dohoda,
které se budeme v této kapitole drzet. Chcete-li, pouzivejte vlastni znaceni; podstatné je odlisit sily, které na

soustavu plsobi ,zvenku” od sil mezi jednotlivymi body. (Vnéjsi piisobeni by nemuselo nutné byt silové pole,
mohli bychom do nékterych bod0 , prastit” tfeba rukou nebo kule¢nikovym tagem.)

23V pFipadé, kdy bychom do vzduchu vyhodili tfeba nékolik zavaZi pospojovanych gumic¢kami (nebo vyse
zminéné bolaso), mizZe byt vnéjsim polem gravitacni pole Zemé. V pfipadé soustavy Zemé-Mésic by vnéjsim
polem bylo gravita¢ni pole Slunce.

24 Rikdme jim vnitini sily. V pripadé nabitych kuli¢ek to mohou byt elektrostatické sily, jimiz se kuli¢ky pritahuji
nebo odpuzuji. Pokud plijde o zavazi spojena gumickami &i pruZinkami, pdjde o sily pruznosti téch pruzin ¢i gumicek.
2V souttu piseme j # i, abychom vylou¢ili €len F;l. , ktery by znamenal silu, jiz hmotny bod pUsobi sdm na
sebe. (Zadnou takovou silou na sebe hmotny bod samoziejmé nepiisobi.)

26 Napfiklad v ptipadé kamene v gravitaénim poli Zemé (kdyz jednotlivé molekuly bereme jako hmotné body), je
FE gravitacni sila, kterou Zemé pfitahuje kamen.
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N
Jak je tomu s druhym ¢lenem, z
i-1

2
Fl.j ? Pro zacatek je vhodné podivat se na co F /
21

1M1=

nejjednodussi pfipad, tedy na soustavu pouhych dvou hmotnych bodd. V tom pfipadé F:_.\/
soucty vypadaji takto: 1

- —»

Ej Fy,+ F,

I
—_

Mo
3T MN

—

Pro sily mezi hmotnymi body ale plati princip akce a reakce: F,, =—F|,. To znameng, Ze

>

i=l1

— —»

E] F,+F, =0. (4.19)

~.
* MN

Je-li hmotnych bod( vétsi polet?’, pak se v sou¢tu vynuluji nejen sily mezi body 1 a 2, ale i ve viech
N N

ostatnich dvojicich. To znamena, Ze pro libovolny pocet bodl plati ZZF;I =0. Ze vztahu (4.18)
i=l j=1
J#i

tedy dostavame

ar _ gz (4.20)

neboli:

Casova zména hybnosti soustavy hmotnych bodi
je rovna celkové vnéjsi sile plsobici na soustavu.

Tento vysledek je zndm pod nazvem prvni véta impulsova.? 2°

Zakon zachovani hybnosti

Dulezity disledek dostaneme v pripadé, kdy zadné vnéjsi sily na soustavu hmotnych bodU neplsobi.
Takova soustava se oznacuje jako izolovana soustava.

Z (4.20) plyne pro Ff=0:

aF

i P =konst. (4.21)

Hybnost izolované soustavy hmotnych bodl je konstantni.

Odvodili jsme zakon zachovani hybnosti.

27 T¥i, &tyFi nebo tfeba 10%.

28 pro¢ ,,impulsova“? Jiz vyée jsme uvedli, Ze hybnost se dfive oznagovala terminem ,impuls”.

PouZiva se téZ nazev véta o hybnosti soustavy hmotnych bodu.

2 podle novéjsiho pravopisného Gzu miizeme psat také se ,,.z“: ,prvni véta impulzova“. (Podle Internetové
jazykové prirucky Ustavu pro jazyk éesky jsou tvary ,,impuls“a ,,impulz“ stylové rovnocenné.)
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Zakon zachovani hybnosti jsme zde odvodili z druhého Newtonova zdkona a z tfetiho Newtonova
zakona, tedy principu akce a reakce. Obecné ale fyzikové povaZuji zakon zachovani hybnosti za velice
fundamentalni princip, za néco, co je mnohem obecnéjsi a zdkladnéjsi, nez tfeba Newtonovy
zékony.® Zikon zachovéni hybnosti je opravdu principem, ktery plati i daleko za hranicemi klasické

mechaniky.3! A patfi k vécem ,na jejichZ platnost fyzici pFisahaji“.?

Na souvislost principu akce a reakce bychom se mohli podivat i z druhé strany. To znamena, vzit
zakon zachovani hybnosti za néco, co je platné a potvrzované experimenty, a z néj pak vyvodit
princip akce a reakce jako disledek.3

Mala odbocka pro ty, kdo maji radi formalnéjsi dukazy

Vyse jsme skutecnost, Ze se vnitini sily mezi hmotnymi body soustavy celkové vyrusi, odvodili pro
jednu dvojici bod( a pak jsme uvafZili, Ze se takto vyrusi pro vsechny dvojice. To je sice korektni
Uvaha, matematictéji zaméreni ¢tenari by vSak mozna dali prednost formalnéjsSimu odvozeni, které
by celkové vynulovani vnitfnich sil odvodilo nardz. Prosim, tady je:

N N
Vyraz ZZF” prepiseme jako soucet dvou stejnych c¢lenl a druhy z ¢lend budeme upravovat:

i=1 j=1
i

N N

22 =
i=l j=1 i=l j=
i J#

N | =
.MZ
M=
et
+
N | =
YM/
M/
M=
-
|
| —
M/

Il
—_

~~.
ol
£

i 7 (4.22)

I
o | —
M=
e
ml_
M=

Il
—
<=
~.

I
—

~~.
wi

~~.
B

30 ve druhém roéniku se v Teoretické mechanice zminime o tom, jak zakony zachovéani souviseji se symetriemi
prostoru a ¢asu. Konkrétné zakon zachovani hybnosti souvisi se symetrii viéi posunuti. Tedy, jednoduse (vagné
a zjednodus$ené) receno, s tim, Ze ,fyzika je stejnd na vSech mistech, tady, o deset metr( dal, o milién
svételnych let jinde”. Prozatim se ale takto hlubokym souvislostem vénovat nebudeme, radéji se naucime
zakon zachovani hybnosti pouzivat.

31 T¥eba ve specialni teorii relativity nebo ve fyzice mikrosvéta.

32 Tedy, ne Ze by nékde byly tajné katakomby, kam by fyzikové za noci a za svitu voskovic opravdu chodili
pfisahat na zakony zachovani. Bylo by to pékné, romantické a asi by se o tom dal napsat néjaky fantasy roman
nebo cela série (tento napad davam laskavym ¢tenarlim se spisovatelskymi ambicemi nezistné k dispozici),

ale neni tomu tak.

O platnosti zakon( zachovani nas presvéddéuje cely dosavadni vyvoj fyziky (byt tfeba v obecné relativité se musi
s pojmem celkova energie zachazet velmi opatrné). A napriklad Wolfgang Pauli na zakladé svého presvédceni o
tom, Ze zachovani energie a hybnosti musi platit i pti beta-rozpadu predpovédél v roce 1931 neutrino. Tedy
Castici, kterou v té dobé vibec nebylo mozZné detekovat.

Prohlasit, Ze v reakci se urcité vyskytuje néjakd dalsi Castice, i kdyz ji nikdo nevidi a nedetekuje —to je hodné
silné a odvazné tvrzeni! A hodné silnd predpovéd vychazejici ze zakonl zachovani. Jak to dopadlo, vime:
neutrino bylo experimentdlné objeveno o Ctvrt stoleti pozdéji. Pravé takovéto momenty vyvoje fyziky v nas
utvrzuji presvédceni, Ze zakony zachovani jsou nééim opravdu zakladnim, na co se mizeme spolehnout.

33 T¥eba sporem: Kdyby pro néjaké dva hmotné body neplatilo, Ze [_7;1 = _ﬁn' byl by ve vztahu (4.18) nenulovy
prispévek ]_521 + FIZ a celkova hybnost soustavy téchto dvou bodu by se s casem ménila. Kdyby tomu tak bylo,

asi by se zjednodusila kosmonautika: kosmické sondy a lodi by nemusely mit raketové motory. Stacilo by, aby
na sebe v kabiné plsobily dané dva hmotné body, a celou raketu by to urychlovalo!

Pfipominalo by to starou historku Barona Prasila, ktery podle svych slov kdysi zapadal do baziny, ale vytahl se
z ni ven tak, Ze se tahal nahoru za vlastni cop. Podle vSeho, co vime, ale tohle v pfirodé nefunguje...

9
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Upravy se na prvni pohled mohou zdat sloZité, ale daji se zvladnout. Pro pFehlednost byl druhy &len zvyraznén
barvou. Pfi prvni Upravé (tmavozlutého clenu) pouzivame princip akce a reakce. Druha Uprava (od zeleného ke svétle
modrému ¢&lenu) spocivd v zdméné index(: i — k, j — [. TFeti GUprava (od svétle modrého k fialovému ¢lenu) je

opét zdménou index k — j, [ — i.3* Posledni Uprava (od fialového k tmavocervenému €lenu) spociva v pfehozeni

poradi sumaci. To mGZeme udélat, protoze fakticky sc¢itame pres vSechny mozné kombinace indexd (vyluéujeme jen
ty, kde se oba indexy rovnaji). A nakonec vidime, Ze prvni a druhy ¢len jsou stejné, jen s opacnym znaménkem...

| tento formalni dikaz tedy ukazuje, Ze celkovy soucet vSech vnitfnich sil v soustavé (s libovolnym
poctem bod() je nula.

Celkova hybnost a pohyb hmotného stredu

Zajimavy vysledek dostaneme derivaci vztahu (4.9) podle Casu:

N d
Zmi’_’; = mry / -
: dt

Dostaneme
N 4R dr,
Z m— = —= = muy
P t dt
.
m;U; = p;

Na levé strané je soucet hybnosti vSech bod(, tedy celkovd hybnost ]_5, viz (4.1). Je tedy

P =mi,. (4.23)

Celkova hybnost soustavy hmotnych bodi se rovna
celkové hmotnosti soustavy krat rychlost hmotného stredu.

d ~ .
Po dosazeni do prvni véty impulsové (4.20) pak dostaneme z(m US) = F* cili
t

dvs _ FE (4.24)
dt

MUGZeme Fici, Ze pro pohyb hmotného stfedu soustavy hmotnych bodu plati druhy Newtondv zakon.3
dv,
dt

Pokud je soustava izolovana, tedy Ff= 0, je =0 = U, =konst., tj. jeji hmotny stied se

v_ v

pohybuje rovhomérné primocare.

3% Obé tyto Upravy jsme ve skute¢nosti mohli délat naraz, tedy zaménit indexy i a j: i «» j . Bylo by to rychlejsi a
pro nékoho snad i prehlednéjsi. Protoze ale tyto upravy délame poprvé, délame je po malych krocich. (AZ si na
to zvyknete, budete je délat bez problému plynule a klidné i z hlavy.)

35 )Je tedy jasné, pro¢ druhy Newton(v zakon mliZeme pouzivat tfeba pro vypocet pohyby vrzeného kamene
nebo pohybu Zemé kolem Slunce. Fakticky jej miZeme vyuZit i pro urceni pohybu tfeba tyce nebo kladiva pod
plUsobenim vnéjsich sil: hmotny stfed kladiva hozeného v homogennim gravita¢nim poli se bude pohybovat po
parabole.
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Zména hybnosti soustavy a impuls sily
Z prvni véty impulsové miZeme odvodit jesté jeden dusledek tykajici se zmény celkové hybnosti
soustavy. Odvodit jej mUZeme stejné, jako jsme to v kapitole 3.1 délali pro jeden hmotny bod.

Prvni vétu impulsovou, tedy vztah (4.20) budeme integrovat podle casu:

P _ ge j dt (4.25)
dr !

oo
— 1, — —
Integraci levé strany dostaneme JCEI_P dt = [p(t)} ko P(t,)—P(t,), takZe z (4.25) vyjde
t )
fo
I
P(t,)-P(ty) = [ F*(t)dt . (4.26)
f
Formalné jde o stejny vysledek jako v pripadé jednoho hmotného bodu: celkovd zména hybnosti se
rovna impulsu pasobici sily.3¢
Je-li rozdil ¢ash At=t¢, —t, maly, sila se na intervalu <t0,tk> pfili§ nezméni a pfriblizné plati

b
IFE(t) dt ~ F¥ At . Oznatime-li zménu hybnosti jako AP = ﬁ(tk)—ﬁ(to) , dostaneme ze (4.26):

)

AP ~ FEAt ¥ (4.27)

Poznamenejme, Ze tento vysledek bychom mohli ziskat pfimo z prvni véty impulsové, pokud bychom

C . . dP AP . 3 . - "
v ni derivaci aproximovali jako: d_ ~ —, tedy ¢asovou zménu brali jako podil malych konec¢nych
t
prirtstk(. Takto zapsana prvni véta impulsova by méla tvar
AP -
— ~ Ff 3 (4.28)
At

Odsud uz vyndsobenim At dostdvame okamzité (4.27).%

36\ tomto pfipadé celkové vnéjsi sily, tedy souctu viech vnéjsich sil pdsobicich na soustavu.

37 )ak je vyznageno symbolem =, jde o vztah pfiblizny, jeho pfesnost viak vzriista, kdyz zmensujeme At. Zcela
piesny by byl v limité Az — 0. Nékdy se pro tento pfipad zapisuje pomoci diferencialii jako dP = F*dt.
Mluvime pfitom o ,infinitesimdlnich zménach”; volnéji freceno, chdpeme tyto zmény jako ,nekonecné malé“.
Pro podrobné&jii a presnéji diskusi diferenciald a souvisejici problematiky odkazujeme na predméty Uvod do
matematickych metod fyziky, Matematické metody fyziky a samoziejmé na matematickou analyzu.

38 \/ tomto tvaru bychom ji mohli prezentovat zajemctim z Fad stfedoskolakd, ktefi je$té neznaji derivace. Pokud

bychom na pravé strané brali F* jako primérnou silu v daném ¢asovém intervalu, byl by vztah dokonce
presny — viz vySe vztah (3.11) na konci kapitoly 3.1.

3% poznamenejme jesté, Ze (4.27) se ndm bude hodit na konci této kapitoly pfi ,prakticky stfedoskolském“
odvozeni vztah( pro pohyb rakety.
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4.4 Druha véta impulsova
Druha véta impulsova se tykd momentu hybnosti, resp. toho, jak se méni s casem. Derivaci momentu

hybnosti podle ¢asu,
N
- - = d
L = . X —
Z b dt
dostaneme
dL Nod,. NdF . . dp.
oS Zmxp) = | Dixp, +7x L (4.29)
dt i=1 dt i=1 dt — dt
—— = ——
5 " F

Prvni ¢len v zavorce na pravé strané (vyznaceny modre) je ale vektorovym soucinem rovnobéznych

vektor(; je proto roven nule: 5ix(mi5i):0. V druhém clenu (vyznacen zelené) zase vyuzijeme

Pi _ F; Z (4.29) tedy dostavame

druhy Newton(v zakon —+
dt
dl_: N _ N - N -
— =) FxF =) ix|Ff+ ) F, (4.30)
dt ] =1 =
j?:l
Zde jsme jiz dosadili za silu F: ze vztahu (4.17). Pravou stranu (4.30) dale upravime:
(4.31)

dt i=1 %’_J i=1 Jj=
ME ” WE
Prvni ¢len na pravé strané (oznaceny tmavozelené) je souétem momentl vnéjsich sil plsobicich na
jednotlivé body soustavy. Je to tedy celkovy moment vnéjsich sil:
N N
Fo= Y ExES (4.32)

i=1

M= M,
i=1
Druhy &len na pravé strané (4.31) (vyznaceny hnédé) je celkovy moment vnitfnich sil soustavy.*
Nejprve si jej pro jednoduchost opét vyjadfime jen pro soustavu dvou

hmotnych bod(. Pfi Upravé pak vyuZijeme princip akce a reakce:

2 2
Z’?XF;'J' =nxk,+nx F), =
i=l j=1 =
i -F, (4.33)

= (ﬁ_’é)XFU

Vidime, Ze pokud vyuZijeme jen princip akce a reakce nedostdvame automaticky nulu.

40 ZFejmé uZ, v analogii s odvozenim prvni véty impulsové, oéekdvéame, Ze da nulu.

12
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Kdy by moment vnitfnich sil mohl byt nenulovy? Napfiklad v situaci, kterou
ukazuje obrazek vpravo. To znamena v pripadé, kdy by sily nebyly centrdlni.

Takovéto sily ovdem mezi hmotnymi body v pfirodé nenachdzime.*

K odvozeni toho, Ze celkovy moment vnitfnich sil da nulu, tedy pouZijeme

fakt, Ze sily mezi hmotnymi body jsou centrdlni. To znamen3, Ze

—

FI2~(’_’;_’3)'42 tj. Ez :k(ﬁ_%) (4.34)

i1}

Diky tomu je vektorovy soucin vektorl ve (4.33) nulovy, (ﬁ—?;)x 1, =0. Podobné se vyrusi

M=
M=

FXF;J. =0. Ze (4.31) pak

momenty sil pro vSechny dvojice bodU, takZe pro libovolné N plati :

Il
—_
<

ol

plyne

= M" (4.35)

Cili

Casova zména momentu hybnosti soustavy hmotnych bodd
je rovna celkovému momentu vnéjsich sil plisobici na soustavu.

A pravé toto je druha véta impulsova.®

Zakon zachovani momentu hybnosti

Pro izolovanou soustavu jiz jednoduse dostaneme jako dlsledek druhé véty impulsové dalsi zakon

zachovani. Pro M* =0 dostaneme z (4.35)

dL

ZZ -0 T _
Jt L =konst. (4.36)

Moment hybnosti izolované soustavy hmotnych bodu je konstantni.

To znamend, Ze plati zakon zachovani momentu hybnosti.

41 Takové sily by pasobily opravdu divné. Napfiklad ,,¢inka, tj. dva hmotné body spojené ty¢kou, mezi nimiz by
pUsobily necentralni sily, by se sama od sebe roztocila, a roztacela by se stale rychleji. To by bylo pékné pro
perpetuum mobile (mit takovouto ¢inku v auté misto motoru, usetfite za benzin), ale pfiroda nam, podle vseho
co vime, takovyto levny pohon nenabizi.

42 Znakem ~ zde zna&ime, Ze vektory jsou Umérné, tj. maji stejny smér. V geometrickém znaéeni bychom mohli

psat Flz H (rl_rz)'
43 V&imnéte si podobnosti mezi prvni a druhou vé&tou impulsovou.
V prvni vété impulsové jde o casovou zménu celkové hybnosti soustavy a o celkovou vnéjsi silu.

Ve druhé vété impulsové jde o ¢asovou zménu celkového momentu hybnosti soustavy a o celkovy moment
vnéjsich sil.
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Opét odbocka pro milovniky formalnich dukazu

N N
Pojdme opét odvodit, Ze ZZ?;XF;] =0 i formalnéjsim postupem. V ddkazu znovu rozdélime
i=1 j: '
]i

N N _ LA Lo XY R LA Loy B
DRI 30 SIED 3 30 PN 30 3 LIS 3 SR
pe 23 A 2393 —= 2O A 254
J#l J#l J#l i J#l J#l
T A . P A 437
= EZZ@XEJ_EZZ”/XFM = EZZUXFU_EZZ xF, = (437)
i=l j=1 j=1i=l i=l j=1 i=l j=1
i i=j i i
A ~
= EZZ(FI_F/)XFI/ =0 protoze (17[—17/)||F:/

Upravu jsme jiz provedli o néco rychleji nez vy3e v pFipadé (4.22); rovnou jsme zaménili indexy i a j
(pti pfechodu od modre zvyraznéného Clenu k zelené zvyraznénému). Dlkaz jsme tedy provedli pro
libovolny pocet hmotnych bodd.

Shrneme-li odvozeni prvni a druhé véty impulsové, vidime, Ze jsme (kromé definice hybnosti a
momentu hybnosti) v obou pfipadech vyuzili:

e Druhy Newton(v zdkon
e Princip akce a reakce

Pro odvozeni druhé véty impulsové toto nestacilo a potiebovali jsme navic:
e Centralnost sil

Je dobré uvédomit si, Ze pfi odvozovani impulsovych vét jsme nikde nepotiebovali predpokladat, Ze
sily jsou konzervativni! To znamena, Ze platnost prvni a druhé véty impulsové nezdvisi na tom, zda
sily jsou nebo nejsou konzervativni. Totéz plati pro zdkony zachovani hybnosti a momentu hybnosti
izolované soustavy.*

V dalSich ¢astech této kapitoly se podivame na aplikace zejména prvni véty impulsové a zakona

vrv

zachovani hybnosti. Druhou vétu impulsovou pak vyuZijeme v pFisti kapitole, kde pljde o tuhé téleso.

4 To je rozdil oproti zakonu zachovani mechanické energie — ten plati, jen kdyz viechny sily jsou konzervativni.
Naopak zdkon zachovani hybnosti a zakon zachovani momentu hybnosti plati, i kdyz silami uvnitf soustavy jsou
treba treci sily.
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4.5 Srazky

Srazkami zde minime nikoli dést &i snih, ale kolize dvou nebo vice téles.*” Srazky obecné délime na
pruzné a nepruzné. V mechanice ¢asto vysetfujeme idealizované pripady, tedy srazky

e idealné pruiné

e idedlné nepruzné.
Pfikladem idedlné pruzné srazky micku tfeba s podlahou by byl odraz, kdy micek, ktery pustime
z vysky tfeba 1 metr, vyskoci po odrazu do vysky zase presné 1 metr — a opakované bude skdkat do
stale stejné vysky.*® P¥ikladem idedlné nepruzné srazky by byl pFipad, kdy se mic¢ek viibec neodrazi.*’

Skutecéné srazky jsou vétsinou mezi témito idedlnimi extrémy. ldealné pruznou srazku v makrosvété
zfejmé neumime udélat viibec.®® IdedIné nepruZnou srazku realizovat lze — nastava tfeba v pfipadé,
kdy se letici stfela zaryje do né&jakého objektu a zlstane v ném zarazena.®

Z uvedenych prikladu je jasné vidét, Ze:

7

e pfiidedlné pruzné sraZce se zachovava hybnost a mechanickd energie %

e pfiidedlné nepruiné srazce se zachovava pouze hybnost.>?
V pripadé srazek obvykle plati, Ze nezname detaily sil plsobicich béhem srazky mezi télesy. O srazice a
jejim vysledku presto mlzZeme leccos fici diky zakontim zachovani. UkaZzeme si to na dvou pfikladech.

V obou pujde o srazku dvou téles. Navic, pro jednoduchost, v obou pripadech pljde o jednorozmérny
pohyb.

Centralni idedlné pruzna srazka

Zkoumejme idealné pruznou srazku dvou kouli, které se pohybu;ji 1 .
ve sméru osy x°? a narazi do sebe centrdlné — to znamen3, Ze i po } G,

odrazu se budou pohybovat rovnobéiné s osou x °3. Hmotnosti

. v . sy v Voo 1 1
kouli zna¢ime m, a m, Rychlosti kouli pfed srazkou oznacujeme v, a v,.>*

4>V nasem pfipadé pdjde o mala télesa, kterd budeme pokladdat za hmotné body. Nebudeme tedy popisovat
slozitéjsi pripady, kdy se tfeba mi¢ po necentralni srazce s kopackou fotbalisty roztoci a ziska ,fales”.

46\ tomto pfikladu jsme zanedbali odpor vzduchu; nebo si pfedstavte, Ze tento pokus déldme ve vakuu.

47 ... a se zvukem typu ,,plop” zlistane rozplacnuty na podlaze.

48 |dedlné pruzné srazky oviem nastavaji v mikrosvété, pf¥i srazkach elementérnich &astic. (Detaily a pfipadna
upfesnéni tohoto tvrzeni nechme pro tuto chvili ¢asticovym fyzikiim.)

49 Méné ,militaristické” pfiklady: Letici vidli¢ka, kterd se zabodne do brambory. (CoZ zni stéle jesté trochu
nebezpecné.) Micek oblepeny suchym zipem hozeny na druhy takovy micek nebo terc rovnéz polepeny suchym
zipem. Nebo situace, kdy nékomu skocite na zada a chytnete se, abyste se neodrazili. Dalsi priklady si jisté
laskavy kreativni ¢tenar vymysli sdm...

50 Fakticky takto (zachovanim hybnosti a mechanické energie) definujeme idedlné pruznou srazku.

51 Mechanickd energie se oviem nezachovava ani pfi obecné srazce; idedlné nepruznou srazku definujeme tak,
Ze se pfi ni srazejici se télesa spoji a ani trochu se neodrazi, zdstanou pfi sobé.

52 Nebo proti sméru osy x, pfesné&ji bychom tedy mohli fici, Ze jde o pohyb rovnobézné s osou x.

3 Tedy Ze se neodrazi néjak ikmo.

4 Index ,I“ nahofe u symbolu rychlosti znamend ,inicialni“, tj. vyjadfuje, Ze jde o rychlosti pfed srazkou.
Poznamenejme, Ze spravnéjsi by bylo psat Ule a UIZx , v zdjmu jednoduchosti vSak zde index ,x“ vynechdvame.
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. v Moee v - , sv v/ F F 55 F ’”\. m2 F
Rychlosti (pfesnéji: slozky rychlosti) kouli po srézce oznatime v, a v, . v v,

ProtozZe jde o idedlné pruznou srazku, plati pfi ni jak zakon zachovani X

hybnosti, tak zdkon zachovadni mechanické energie.’® At uz se b&hem srazky déje cokoli, je tedy
hybnost po srdzce rovna hybnosti pred srazkou,

I 1 F F
muv,+ m,v, = mv,+ m,v, , (4.38)

a mechanickd energie po srazce se rovna mechanické energii pfed srazkou®’,
1 1)? 1 I)\2 1 F\? 1 F\?
Eml(vl) + 5m2(v2) = Eml(v 1) + Emz(vz) . (4.39)

8

Zname situaci pfed srazkou, tedy rychlosti vl1 a vIZ.5 , chceme spocitat situaci po srazce, tedy

neznamé rychlosti vF1 a UFZ. Chceme-li urcit dvé neznamé, potfebujeme dvé rovnice. Ty ale mame,
jsou to rovnice (4.38) a (4.39).

Jedinym problémem je, Ze v rovnici (4.39) jsou nezndmé ve druhych mocnindch. Pro feSeni bude
vyhodné prepsat si (4.38) a (4.39) tak, Ze na jednu stranu dame vSechny ¢leny vztahujici se k prvnimu

télesu a na druhou stranu €leny patfici k druhému télesu. Hmotnosti jiZz mGZeme vytknout®.

Dostaneme

m, (UI1 —vFl) —m, (vl2 - v} ) (4.40)

m( (08) () ) = = (@4) (%)) (4.41)

a vydélime-li rovnici (4.41) rovnici (4.40), vyjde velmi jednoduchy vztah

v +vf = v+ ol (4.42)
Rovnice (4.38) a (4.42) uz tvofi soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych. Chceme-li,
muzZeme je prepsat do trochu prehlednéjsiho tvaru, z néhoz pljdou neznamé snadnéji vypocitat:

F F _ I I
m1v1+m2v2 = m1v1+ I’l’12U2
(4.43)
F I I
v, — U, = —U, + v,

% Index ,,F“ zde znamend ,finalni“, tj. vyjadfuje, Ze jde o rychlosti po sraZce. Opét by bylo spravné;jsi psat yle a
Usz , ale to uz by tu bylo trochu ,,pfeindexovano®, takze index ,.x“ vynechavame.

Ovsem pozor: Je tieba si uvédomit, Ze viechny rychlosti, které se zde vyskytuiji, jsou x-ové slozky rychlosti a jako
takové mohou byt kladné i zaporné, podle toho, zda se koule pohybuje doprava, ve sméru osy x, nebo doleva, proti
sméru osy x. (Jindy, pokud nepiSeme u rychlosti indexy x, y atd., jde o velikosti rychlosti — zde na chvili tuto konvenci
opoustime. Pokud vam to déla problémy, pfipiste si do vSech vztah( k rychlostem jesté symbol ,x“.)

6 Znamen3 to, Ze soustavu obou téles bereme jako izolovanou soustavu.

7 Do mechanické energie zapocitdvame jen kinetickou energii. ProtoZe soustavu sraZejicich se téles bereme
jako izolovanou, neni zde 7adnd potencialni energie ve vnéjsich polich. (Zadna vnéjsi pole nejsou, resp. jejich
pUsobeni béhem srazky bereme za zanedbatelné.) Pokud se tyka vnittnich sil mezi nasimi body (resp. télesy),
uvazujeme, Ze pusobi jen béhem srazky, tedy typicky velmi kratce. Pfed srazkou a po srazce nepusobi nebo je
jejich plsobeni zanedbatelné. (Dvé srazejici se kuleénikové koule se samoziejmé také vzajemné pfitahuji
gravitacni silou, ale ta je oproti silam plsobicim pfi srazce tak malg, Ze ji neuvaZzujeme.)

8 A samozfejmé& hmotnosti obou téles, m, am,,ty zUstavaji stejné pred srazkou a po srazce. (Neuvazujeme,
Ze by se Cast materialu z prvniho télesa prenesla na druhé.)

59 A rovnici (4.39) samozfejmé vyndsobime dvéma.

16



K prednasce NFUF101 Mechanika
4. Soustava hmotnych bodu
4.5 Srazky

prozatimni uc¢ebni text, verze 0
Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2016-2020

Odtud uZ dostaneme®° vysledek®!

F m,—m,

v =
m, +m,
2m

v, =—"1v
m, +m,

2m
+ —2!

m, —m
+ 2 1 I

m, + m,
(4.44)

vZ
m, +m,

Podivejme se na nékteré specidlni pfipady. Budeme pfi nich vétSinou uvaZovat, Ze druhé téleso na

v s .r . 1
zacdtku stoji, tj. v, =0.

1. Velmi lehké téleso narazi do tézkého By v =0
I 62
Je-liv, =0 a m, < m,, plyne z (4.44) m, m,>>m,
Fo_my—m, ; 1_(m1/m2) 1 I
v, =—"1—2v, =—FLv x® -V,
m, +m, 1+(m,/m,)
(4.45)
P 2m 2(m/m,) | 0
UZ = —-VU 1 = - 1% 1~
m, +m, 1+(m,/m,)

To znamen3, Ze tézsi téleso se prakticky ani nepohne, zatimco lehéi téleso se odrazi do opacného
sméru a po odrazu se pohybuje stejné velkou rychlosti jako pfed srazkou. Prikladem muze byt odraz
mice od stény nebo odraz pingpongového micku od stolu.®

2. Tézké téleso narazi do mnohem lehéiho V=0

I
v
{ 9—’ @
Je-li v', =0 a m, > m,, pak ze (4.44) dostavame P
1
Fo_m—m n _
v, =—3v, =

1—(m2/m1) oo~ D!
m,+m, 1+ (m,/m,)

1 1
(4.46)
2m 2
UFZ = —1 UI = !

— = V=20
m, +m, ! 1+ (m,/m,) ! !

Prvni téleso tedy prakticky ani nezpomali.®* Zajimavé je, jak se po sraZce chova druhé téleso. Bude se
pohybovat dvakrat rychleji, nez téleso, které do néj narazilo! Kdyz treba fotbalista kopne do stojiciho
mice, odkopne ho rychleji, neZ se pohybovala noha fotbalisty.5

60 T¥eba s¢itaci metodou: Druhou rovnici vynasobime m, a obé rovnice seCteme...

61 vdimnéte si, Ze druhy fadek se lisi od prvniho jen zdménou indexd 1 a 2. To je logické — nikdo ndm pfece
nemUze predepsat, kterou srazejici se kouli oznacit jednickou a kterou dvojkou.

62 p¥i Gpravé zanedbavame podil (m1/mz) oproti 1, protoZe je (m1/mz) <.
63 Samozfejmé za pfedpokladu, Zze zanedbdme ,ztraty energie, tj. zmé&nu mechanické energie na jiné formy
energie.

64 pokud té&zky kamion narazi na mouchu, opravdu ho to pfili§ nezpomali. | kdyz v tomto pFipadé redIné asi
nepUjde o ideadlné pruznou srazku. Ale podobné tomu bude, pokud nakladak narazi na pingpongovy micek a
v analogickych pfipadech.

85 Podobné, kdyZ do tenisového mi¢ku narazi raketa nebo do golfového micku golfova hal. Pokud neni
hmotnost micku zanedbatelnd, nebude samozfejmé rychlost dvojnasobna, ve vztahu (4.46) vidime i hodnotu
pred zanedbanim.
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3. Obé télesa jsou stejné tézka

Je-li m; =m,, pak (4.44) dava®®

vh ="

1 = 2
(4.47)

v, =vY

;v v . v v . s oV v v . 1
To znamena, Ze télesa si prosté vyméni rychlosti. Pokud druhé téleso pred srazkou stélo, v, =0,

pak se prvni téleso po srdice zcela zastavi a pohybuje se pouze druhé I -0
téleso. Tento pokus si miZeme zkusit tfeba se dvéma stejnymi e — o
mincemi klouzajicimi po hladkém stole. Podobné si pfedavaji rychlost
kuli¢ky srazejici se v ,,Newtonové houpaéce”.®” Kazda kuli¢ka predava
svou rychlost dalsi kuli¢ce, az nakonec odskoci ta posledni.

Pruzné srazky mohou v nékterych pfipadech vést k na prvni pohled pfekvapivym disledkim. Jeden
takovy popisSeme v Dodatku 4.A.

Balistické kyvadlo

<<<gees  Balistické kyvadlo slouZi k uréeni rychlosti stfely. Stfela o hmotnosti m letici
neznamou rychlosti v se zaryje do kvadru o hmotnosti M, ktery visi na zavésu.

Kvadr se zarytou stfelou samoziejmé vykyvne do strany a tim také trochu do
vysky. PFi maximalnim rozkyvu se dostane do vysky h nad svou pUvodni
polohu; viz obrazek vpravo dole.

m I | Ze znamych hmotnosti, znamé délky zavésu I a vysky h, do niz kvadr vykyvne,
Ize spocitat plvodni rychlost strely.

# M
Na prvni pohled se mlze zdat, Ze to je velmi jednoduché. Strela méla
pred srazkou kinetickou energii %mvz. Poté, co kvadr se zarytou

stfelou vykyvne do vysky h, zvysi se jeho potenciadlni energie o M+m
(M +m)gh .%® Takze staci napsat, Ze se kineticka energie pfeménila |

3 B 4
na potencidlni, %mvz=(M+m)gh , a odtud uZ plyne I_h

v = ‘/M tm 2gh . Jednoduché, Ze? JenZe uplné Spatné.
m

m,—m 2m m-—m 2m
L 29! + 2 v, = v+ v, =0,
m,+m, m, +m, m+m m+m

8 Podrobné&;jsi vypocet: vt =

F 2m, | m,—m, | 2m m—-m |
v, = v, + v, = v, + v, =v-
m,+m, m,+m, m+m m+m

57 Hracka prodévana v prodejndch se suvenyry a jim podobnych. (Pokud ji ndhodou neznate pod timto ndzvem,
zeptejte se Googlu, na dotaz ,,Newtonova houpacka“” vrati pres 14 tisic odkazli a samoziejmé spoustu fotografii.

68 Kinetickou energii v okamZiku maximalni vychylky Zddnou nema, protoze je v tomto okamziku v klidu.
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Pokud bychom vy3e uvedeny vztah poufZili k vypo&tu rychlosti stfely pfi redlném pokusu®, dostali
bychom nerealisticky malou rychlost — nap¥iklad méné neZ deset metri za sekundu.” Kde je chyba?

Chyba byla spoléhat na zakon zachovani mechanické energie. KdyzZ se strela zavrtava do kvadru, drti a
deformuje material uvnitf, tento material i stfela samotnd se ohfivaji — a na to se spotfebuje znacné
mnozstvi energie. Tato srazka je tedy idedlné nepruznd a mechanicka energie se pfi ni nezachovdvd.

Jak tedy problém vyresit?

s : P e
| pfiidedlné nepruzné srazce se zachovava hybnost. |
Hybnost stiely pfed srazkou je mU , hybnost kvadru i
se zarytou stfelou po srazce je (M +m)V ; pfitom 1% i
je rychlost kvadru se strelou po srazce. Situaci tésné !
po srazce ukazuje obrazek vpravo. Plati tedy m E
= 1 = e
ek prere > O Bl
mv = (M+m)V, . M+m
z ¢eho?
— m
V = v . (4.48)
M+m

Po srdice uz muZeme pouzit zdkon zachovani mechanické energie’, tedy pfeménu kinetické energie

e na potencidlni:

L(M+m)V?= (M +m)gh

Odsud plyne V* = 2gh a po dosazeni (4.48)

2
2 vars
v° =2gh, Cili
M+m ( +mj

p=MEm Hoh (4.49)

m

Ve skute¢ném pokusu se vyska, do niz kyvadlo vykyvne, pocita z toho, o kolik vykyvne do strany.
Tento vypocet a dalsi komentare k balistickému kyvadlu najdete v Dodatku 4.B.

69 Napftiklad pti méFeni rychlosti broku ze vzduchovky, co? je ¢asto provadény demonstraéni experiment.

70 Takové sttele by utekl Usain Bolt a nejen on. Také by takova stiela dostielila jen par metrd, nez by dopadla
na zem.

1 pfi vykyvnuti kvddru uz nepfedpoklddame 74dné ztraty mechanické energie.
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4.6 Problém dvou téles

UvaZzujme dvé télesa, kterd na sebe plsobi pritaZlivymi silami — naptiklad dvé slozky dvojhvézdy nebo
systém Zemé — Mésic.”? Télesa zde budeme brat jako hmotné body: bod 1 m

1p Lo

pfitom pfitahuje bod 2 silou £, sdm je bodem 2 pfitahovén silou
F,, =—F,,. Zadné dal3i sily zde neplisobi. Specidlné to znamend, Ze zde
nejsou zadné vnéjsi sily pdsobici na soustavu ,zvenku®.”

Nasim cilem je vyfesit, jak se obé télesa (resp. hmotné body) pohybuji.
Tato uloha je znama pod nazvem problém dvou téles.

V této kapitole problém dvou téles nevyresime do konce, ale zjednodusime. Presnéji feceno,
rozloZime ho, resp. pfevedeme ho na dva jednodussi problémy.”*

Pohyb kazdého z danych hmotnych bodu je dan druhym Newtonovym zakonem:

d’r -
m 21 = by,
dt
(4.50)
m dz?z = F
278 21
Toto tedy jsou pohybové rovnice nasi soustavy hmotnych bodd.”
Jak tyto rovnice fesit? Po chvili ivah by nas mohlo napadnout je secist. Dostaneme
d’r, d’t, = =
m—>2t+m,—2=F,+ F,, =0 (4.51)
dt’ dt’ —
42 - - 12
ﬁ(mlrl"rmzrz)

Na pravé strané dostdavame nulu diky platnosti principu akce a reakce. Leva strana ndm po Upravé
pfipomind ¢ast vztahu (4.5) pro polohu hmotného stfedu. Zavedeme tedy m,

vektor R oznacujici polohu hmotného stiedu:

- mF+m,7
R=—}1——2= (4.52)
m1+m2

Ze (4.51) pak plyne®

~0 (4.53)

2 Mohlo by jit taky o jiz vy$e zminéné bolaso, dvé zavaZi spojend gumovym lankem apod. Obecné by sily mohly
byt i odpudivé, napfiklad v pfipadé dvou nabitych téles stejného znaménka; my zde ale vétSinou budeme
hovofrit o dvou télesech, ktera se pfitahuji.

73V terminologii, kterou jsme dfive zavedli, to znamen3, Ze soustava je izolovand.

74 Pro ptipad téles pfitahujicich se podle Newtonova gravitaéniho zakona ho pak dofesime v jedné

z nasledujicich kapitol.

75> Jsou to dvé vektorové rovnice, tedy celkem 3est rovnic pro $est soufadnic popisujicich polohu obou bodu.
d’R

®Ze (4.52) je m,7, +m,7, :(ml+m2)§,takie (4.51) je (mlerz)7 0.
t
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To znamen3, Ze hmotny stied soustavy se pohybuje rovhomérné pfimocare. Vidime to jiz ze vztahu

(4.53) 77; také mGzeme (4.53) dvakrat integrovat podle ¢asu a dostaneme ﬁ(z) =U,t + EO 78

Popravdé receno, timto vysledkem nemusime byt nijak zvlast prekvapeni. Jiz vySe jsme odvodili, ze

—

dv -
pro pohyb hmotného stfedu soustavy hmotnych bod0 plati rovnice (4.24), tedy mTS = F*&.
t

V nasem pfipadé jsou vnéjsi sily nulové, Ff=0 , takZe rychlost hmotného stfedu musi byt konstantni.

Vime tedy, jak se pohybuje hmotny stfed soustavy. Ale jak se pohybuji jednotlivé body? Nebo
alespon, jak se pohybuji body v(ici sobé navzajem?

Zatim jsme rovnice (4.50) scitali; zkusme je nyni odedist. Ale jesté predtim je vydélime prislusnymi
hmotnostmi, tedy budeme odecitat rovnice

v 1 =
=—F
dt’ m, 12
2—
d ’;2 — Lle
dt m,

Dostaneme (odectenim prvni rovnice od druhé):

d’v, d*F 1 = 1 = 1 1 )=
d? - ’;1 = —F -—FHh, = (_"‘_] Fy (4.54)
t dt m2 m, m2 m,
2 — —
ﬁ(rz—ﬁ)

Ted' se jiz nabizi oznatit rozdil vektord 7, —7; zvIastnim symbolem:

—

F =57 (4.55)
Jak ukazuje i obrazek, vektor 7 spojuje body 1 a 2. Pravé Easovy vyvoj
vektoru 7, tj. ¥ =F(t), uréuje, jak se oba body vzijemné& pohybuiji.
(Napfriklad, jak kolem sebe obihaji slozky dvojhvézdy nebo jak Mésic obiha
kolem Zemé.)

Prava strana rovnice (4.54) naznacuje, Ze by bylo vhodné zavést jesté jednu veli¢inu. Byva
oznacovana jako , definuje se vztahem

1 1 1
—_ = —4— (4.56)
Hooomom,
7 1 =
a nazyva se redukovana hmotnost. Rovnici (4.54) ted' jde zapsat jako W = ;le, tedy

d’r
dt*

P = F,. (4.57)

77 Na levé strané (4.53) je zrychleni hmotného stfedu; vidime, Ze je nulové.

%y, a EO jsou konstanty, které uréime z poc¢ateénich podminek.
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Rovnice (4.57) formalné vypada jako druhy Newtonlv zdkon popisujici pohyb hmotného bodu
o hmotnosti ¢ pod vlivem sily ﬁzr Vidime, Ze jsme problém dvou téles prevedli, resp. rozdélili na

dva problémy:
1) na problém pohybu hmotného stfedu (ten byl jednoduse fesitelny) a

2) na problém pohybu (fiktivniho) bodu o hmotnosti x v silovém poli sily le-

Celd situace mozna bude o néco ndazornéjsi, kdyZz pljde o dva body, které se pfitahuji gravitacné
podle Newtonova gravitacniho zakona:

- mm, ¥
B =-c2 2L (4.58)
r r
- . . . 1 1 m +m,
Z definice redukované hmotnosti (4.56) totiz plyne — = —+— = , Cili
ml m2 ml m2
m, m
U= 12 (4.59)
m, +m,

Oznacime-li navic soucet hmotnosti obou bodu
M =m +m,,

je mym, = M p . Silu (4.58), kterou se body pfitahuji, tedy mizeme pfepsat na tvar

- Mu v
F,=-G—— (4.60)
ror
a rovnici (4.57) pro pohyb fiktivniho hmotného bodu na tvar
d’r Mu 7
n - -G Lo (4.61)
dt reor
To opravdu odpovida pohybu hmotného bodu o hmotnosti x pfitahovaného
nehybnym silovym centrem o hmotnosti M . VyfeSime-li tedy tento problém > le
— problém pohybu hmotného bodu v poli centralni sily (kdy silové centrum r 1

je nehybné) — budeme mit vyreSen i problém dvou téles.

A jak z pohybu hmotného stiedu a z ¢asového vyvoje vektoru ¥ uréime pohyb obou bodl 1 a 2?
Snadno. Vztahy (4.52) a (4.55) prosté vezmeme jako soustavu dvou rovnic pro neznamé polohové

b bd 79 .. v v ’ . 80
vektory 7; a 7,.”" Jejich feSenim je
m

2 — 7 (4.62)
7I’l1 + m2 ml + m2

7% Chceme-li mit nezndmé na levych stranach, pfepiseme rovnice jako m7 +m,7, =(m+m,R ay—F=7.
80 Aneb, jak se obvykle pise: ,&tenaf snadno nahlédne, Ze...“. Zde ale opravdu fe$eni nechdvame na laskavém
¢tenafi, uz proto, abychom nevnucovali konkrétni zplsob, jak Fesit soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. ©
Ostatné, i étenar, kterého nahle posedla naprosta lenost a nechut fesit soustavu dvou rovnic, se mlze
dosazenim presvédcit, ze (4.62) feSenim opravdu jsou.
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Nase odvozeni tykajici se pohybu rakety zatneme Uvahou a myslenkovymi pokusy. Jsme-li v klidu®!
a chceme se zacit pohybovat, jak to délame?

Stojime-li na zemi, tak se prosté odstr¢ime nohou od zemé. Pokud plaveme v bazénu, , odstrkavame
se” rukama a nohama od vody. Ale co kdyZ bychom se vznaseli v kosmickém prostoru a neméli se od
¢eho odstreit?8?

Ztejmé jedinou mozZnosti je , odstréit se” od néceho, co mame u sebe, prosté to odhodit. Kdybychom
méli u sebe pytel brambor, odhazovali bychom jednotlivé brambory, stale jednim smérem. A vidy by
nas to trochu ,,odstouchlo” do opaéného sméru, postupné bychom ziskavali rychlost.

Na presné stejném principu funguje raketovy pohon. Raketa ovSsem neodhazuje brambory, ale
vytokové plyny z raketovych motor(i. Pomoci nasi ,, bramborové analogie” vSak budeme moci lehce
spocitat napriklad tah raketovych motor(, tedy silu, jakou motory urychluji raketu. Zakladni odvozeni
pritom muZe byt na zcela stfedoskolské Urovni, bez derivaci a integrald.

Nejjednodussi odvozeni
UvaZujme raketu, ktera je v ¢ase ¢ =0 v klidu, tedy ma rychlost v = 0. Za kratky ¢asovy interval At
jeji raketové motory spali palivo o hmotnosti Am a vyvrhnou je dozadu rychlosti v, .%* Raketa tim

ziska rychlost Av . V nasich Uvahach budeme potiebovat jesté hmotnost rakety, ozna&ime ji jako M .84
Situace v ¢ase 0 a v Case At ukazuje obrazek.

t=0 t=At
v, Av
L~ = — >
Am Am
v=0

Na soustavu raketa + vytokové plyny nepUlsobi zadné vnéjsi sily, takZe se musi zachovavat celkova
hybnost. Na za¢atku je hybnost nulova®. Na konci, v ¢ase t = At, je hybnost (ve sméru doprava na

obrazku) M Av—Am v, . Zakon zachovani hybnosti tedy dava

0=MAv-Amv, , (4.63)
Cili
MAv = Amv, . (4.64)

81 Samozfejmé, klid je jen relativni. Pfi nasich Gvahach ndm proto pujde o klid nebo pohyb viéi néjaké zvolené
inercialni soustavé. (Pro Uvodni Gvahy si myslete tfeba soustavu spojenou s povrchem Zemé.)

82 pfedstavte si, Ze se tfeba vznasite uvniti Mezindrodni kosmické stanice, nebo se vznasite ve skafandru pobliz
této stanice. V pozemskych podminkach si mizZete predstavit, Ze jste na ledové plose z tak hladkého a tvrdého
ledu, Ze se od néj nejde odrazit, zaseknout do néj brusli ani nic podobného.

83 v, je tedy rychlost vytokovych plynd vidi raketé. (Jinymi slovy, jejich relativni rychlost vici raketé. Proto
jsme u této rychlosti uzili symbol 7. Jde ale jen o nasSe interni oznaceni, napf. ve skriptech doc. Havranka
Klasickd mechanika I se pro rychlost vytokovych plyn( uziva symbol u .)

8 presnéji Fe€eno, M bude hmotnost rakety v ¢ase ¢ = Af. (Hmotnost rakety s ¢asem klesd, pravé o vyvriené
vytokové plyny.)

8 Raketa i ¢ast paliva pozdéji vyvrieného ve formé vytokovych plynd jsou v klidu.
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Vydélime-li vztah (4.64) intervalem Af,

MAv = Amv, / L , (4.65)
At
dostaneme
mAY _Am v, . (4.66)
At At

Pomér AA—? je ale zrychleni rakety. To znamen3, Ze vysledek (4.66) mizZeme psat jako

Am
Ma=—wv,. (4.67)
At
Tento vztah md stejny tvar jako druhy Newton(lv zdkon. Clen na pravé strané tedy miZeme
interpretovat jako silu, kterd urychluje raketu, tedy jako tah raketového motoru:

_Am (4.68)

raket.motoru At r

Vidime, Ze tah raketového motoru je tim vétsi, ¢im vice paliva se za sekundu spali a vyvrhne tryskami
motord a také tim vétsi, &im vétsi je vytokova rychlost plyna.8

Obecnéjsi odvozeni: Mescerského rovnice

evs s

Jak tomu je, kdyzZ se raketa jiz pohybuje a navic na ni plisobi néjaka vnéjsi sila?

To, Ze se raketa ji? pohybuje néjakou rychlosti, na vysledku, ktery jsme odvodili, nic neméni.?’

(Potvrdi ndm to i nasledujici odvozeni.) Jak ale zapocitat plsobici vnéjsi silu? Bud'ji k sile raketového
motoru jednoduse pficteme®, nebo celé odvozeni provedeme podrobnéji.

Predpokladejme, Ze v néjakém Case ¢ se raketa hmotnosti M is ,kouskem paliva“ o hmotnosti Am
(které nasledné spali a vyvrhne) pohybuje rychlosti U .%° Na raketu plsobi také vné&jsi sila F .V ase
,0 kousek” vétdim, tj. v &ase ¢+ At se rychlost rakety zménila o AU, tedy na U + AU ; vytokové

plyny maji rychlost U + U, .*° Situaci v obou ¢asech ukazuje obrazek.

t t+At

—

= v +0. +A
H D Iy vtu, Iy vtAv
Am F AmH—

Pro odvozeni vyuZijeme toho, Ze zména hybnosti rovnd se impulsu pusobici sily, viz (4.27).

8 Am je mnoistvi paliva spaleného a vyvrieného za dobu At, takZe Am je rychlost spalovani paliva
At
(v jednotkach kg/s ).

87 vidy totiZ situaci mGZeme popsat v inercidlnim systému, v ném? raketa v ¢ase ¢ pravé stoji; zrychleni rakety
a tah raketového motoru tedy budou stale dany vztahy (4.67) a (4.68).

8 A z fyzikdlniho ndzoru” usoudime, Ze ,takhle to uréité bude spravné”.

8 Vztahy uz budeme zapisovat ve vektorové formé.

% Pfipomerime, Ze vytokové plyny maji rychlost ¥, viici raketé. Jejich rychlost v systému, v némi situaci

popisujeme, tedy dostaneme sloZenim rychlosti ¢, a rychlostirakety v .
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Celkovd hybnost v Case t je MU +Am0U ; hybnost v Case t+Af je M(5+A5)+Am(17+17,).

Zména hybnosti je tedy
AP = M(T+AD)+Am(T+0,)— (M T +AmT) = M AD + Am®, (4.69)

Tato zména se rovna impulsu sily F At :

M AD +AmD. = F At % (4.70)
odkud po vydéleni At dostaneme®?
AU Am_ =
= —A—mv, L F (4.71)
t t

Prvni ¢len na pravé strané zjevné predstavuje tah raketového motoru:

= Am _,

Fraket.motoru At

Sila, kterou motor plsobi na raketu, ma prirozené opacny smér nez je rychlost vytokovych plyn( vici
raketé.

Vztahy (4.71) a (4.72) jesté upravime; budeme v nich uvadét zménu hmotnosti rakety AM .°3 Tato
zména hmotnosti je AM =—Am . % Silu raketového motoru tedy mulZeme napsat jako
- AM

U .95

raket.motoru At r

Navic jesté prejdeme k limité Azt —> 0, tedy od podild typu AA—U k derivacim c;_v apod. Rovnice
t t

(4.71) pro pohyb rakety pak ziska tvar

v M B (4.73)
dt dt

V tomto tvaru je znama jako Mescerského rovnice.

Vnéjsi sila F' mlzZe byt naptiklad gravitacni sila, kterou musi raketa prekonat, aby se vznesla.

Tah raketového motoru je co do velikosti roven

v, . Aby byl tah raketového motoru dostate¢né

velky, musi motor spotiebovat hodné paliva — viz nasledujici priklad.

91 7de uZ pro struénost nepiseme symbol ~ zdUrazfiujici, Ze rovnost je jen pfiblizna. Nakonec totiZ budeme

limitovat At — 0 a z pfibliznych rovnosti se stanou pfesné.

92 Tedy, po vydéleni dostaneme MA_U+A_mD’r = F , pak je$té musime pievést jeden &len na pravou stranu —
At

ale takto jednoduché Upravy uz v tomto textu postupné prestaneme explicite uvadeét.

3 Je AM =M (t+ At)— M (t). Pfitom M (¢) je hmotnost rakety v Case ¢, véetné paliva, které ma v tuto chvili
v sobé.
% Kdyz raketa vyvrhne vytokové plyny o hmotnosti Am, jeji hmotnost se o tuto hodnotu zmensi.

% Stéle samozfejmé plati, Ze sila plisobi v opacném sméru, nez kam mifi ¢, ; je to proto, Ze AM <0.
At
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Priklad 1: raketovy batoh

Pfedstavte si, jak by bylo krdsné, mit na zddech maly batoh, v ném raketovy motor®® a moci si
volné poletovat, jak se ndm zlibi. Takovéto zafizeni bylo skuteéné vyvinuto.” Pro¢ se tedy uz
béZné nepouziva?

Spoctéme si, jakou by musel mit takovy raketovy batoh spotfebu paliva. Rychlost vytokovych
plynt u chemickych raketovych motort je nékolik km/s.% Pocitejme tedy pro na$ raketovy batoh
tfeba s rychlosti 3 km/s. Kolik musi spotiebovat paliva, aby nas zvedl? Reknéme, 7e i s batohem
mame hmotnost 100 kg.> Raketovy motor musi tedy vyvinout tah minimélné 1000 N, aby nas
uzvedl|. Z vyse uvedeného vztahu (4.68) nebo dalsich pro tah motoru je tedy jasné, Ze musi byt
AA—m-3000 m/s > 1000 N = 1000 kg-m/s*, tj. AA—m > % kg/s. To znamena, Ze za 3 sekundy

t t

musi motor spalit 1 kg paliva, za 30 sekund 10 kg paliva... Zkratka, dlouho si s takovym batohem
nezalétame.

Tento priklad ndm pomahd pochopit, pro¢ rakety musi spotfebovavat tak enormni mnozZstvi
paliva. Omezena rychlost vytokovych plynli se musi kompenzovat tim, Ze jich za sekundu vytéka
znacné mnozstvi.

Pfiklad 2: fotonova raketa

Tah raketového motoru je Umérny rychlosti vytokovych plyn(, resp. rychlosti ¢ehokoli, co motor
vymr$tuje z rakety. Pro¢ tedy nevyuzit nejvyssi znamou rychlost v pfirodé — rychlost svétla —
a misto vytokovych plyni nevymrstovat prosté fotony? To je ve zkratce princip (zatim
hypotetické) fotonové rakety.

Co? o to, rychlost ,vymritovanych fotond“ je velka, asi 3-108 m/s. Ovéem musime vymrstovat
dostatecnou hmotnost. Kdybychom chtéli tah jen 1000 N, jako v pfipadé vysSe diskutovaného

raketového batohu, muselo by byt Am > %.10’5 kg/s. To neni mnoho, jen néco pres tfi
At

miligramy za sekundu!'® Problém je v tom, Ze by muselo jit o 3 miligramy fotond. A této
hmotnosti podle Einsteinova vztahu E = mc” odpovida energie asi 3-10'). Tato energie je
pfitom potfeba za sekundu; potiebny vykon by tedy byl 3-101* W = 300 GW. To je vykon t¥i set
temelinskych jadernych blok(.% UZ je ndm tedy jasné, pro¢ kdy? si tieba i velmi silnou baterkou
posvitime pod nohy, nds to pozorovatelné nenadzvedava...

% MozZna radéji dva, s tryskami trochu déle od téla, abychom si neseZehli kalhoty. ©
% Na internetu najdete odkazy na ,raketovy batoh” pfipadné ,jetpack”. (Oviem pozor, pod ndzvem jetpack

najdete i konstrukci, v niz nejsou raketové motory, ale motory vrtulové, to je néco jiného, spis takovy ,prerostly

dron”, ten by nelétal mimo atmosféru; skutecny raketovy batoh s raketovym motorem ano.)

% Na internetu Ize najit informace, Ze u velkych raketovych motord typu Saturn V je to aZ pfes 4 km/s; u raket
na pevna paliva jsou pry vytokové rychlosti do 2,5 km/s.

% Omlouvém se $tihlej$im jedincim, ale jde jen o fadovy odhad. (Ur¢ité nevaiite i s batohem 10 kg, to by $lo o
raketovy batoh pro néjakého domaciho mazlicka.) Kdo jste hubenéjsi, miZete zkratka do batohu natankovat vic

paliva...
100 Také uz se chystéte, Ze si doma postavite fotonovy raketovy batoh?
101 Ach jo. Tak ten fotonovy raketovy batoh stavét nebudeme... (Pfedstavte si ten Géet za elektfinu! ©)
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Ciolkovského rovnice

Pokud se laik doc¢te, Ze rychlost vytokovych plyn( z raketovych motori je jen 4 km/s, mUze se podivit,
jak muze raketa dosdahnout prvni kosmické rychlosti (asi 8 km/s) a rychlosti vyssich, které jsou
potfebné pro lety k Mésici a k planetdm.°> Odpovéd je vlastné jasnd uz z vy$e uvedenych vztahl —
Mescéerského rovnice urcuje zrychleni, a kdyz bude zrychleny pohyb trvat dostate¢né dlouho, muze
byt vysledna rychlost i velmi vysoka. Pojdme se vSak na cely problém podivat podrobnéji.

UvaZujme raketu o pocate¢ni hmotnosti M, kterd se na pocdtku (v néjakém case ¢,) pohybuje
rychlosti v,. Na raketu pfitom nepusobi zadna vnéjsi sila, ' =0. Ze vztahu (4.70) pro zménu

hybnosti, M AU + Amv, = F At, tedy plyne M AD =—Am U, a odtud dale®
MAU=AMD, . (4.74)

Dé&je-li se pohyb rakety ve sméru osy x, je U = (v,0,0) a U, =(-v,,0,0), takZe pro x-ovou slozku
rychlosti rakety je
MAv=-AMwv, . (4.75)

Odtud plyne, Ze prirGstek rychlosti rakety pfi malé zméné hmotnosti AM je

AM
Av=-v, — . (4.76)
M
Leti-li raketa déle, je nutné vSechny prispévky secist, a to v limité , nekoneéné malych prispévk(“.

Podobné, jako uzZ jsme to délali dfive u jinych velicin, vede takovy soucet k ur¢itému integralu:

Uy My
.[dv = -, Jde = —v,[lnM]AAZ =—v,(InM,-InM,) . (4.77)
Uy MO

v
V=0
0

Po snadné uUpraveé pak dostaneme vysledek

M,
UV, —Vy= U, In— . (4.78)
k

znamy jako Ciolkovského rovnice.
Zde v, je koncova rychlost a M, koncova hmotnost rakety. Je vidét, Ze raketa mize dosdhnout
rychlosti i nékolikandsobné prevysujici rychlost vytokovych plynd v, - ovSem tento pomér se musi

»,dohnat” faktorem In (MO/Mk)' A pravé kvali tomu musi pfi startu naprostou vétSinu hmotnosti

rakety tvofit palivo.%

102 Takovéto dotazy lze najit na internetu.

103 protoze AM =—Am.

194 Ma-li byt v, —v, dvakrat vétsinez v, , musibyt M /M, = e’ =7,4 .V praxi se samozfejmé pouZzivaji
vicestupriové rakety, ovSem pfri startu ze Zemé zase pUsobi gravitacni sila... - do téchto aspekt kosmickych let(
ovsem v nasem textu uz nepUjdeme.
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Shrnuti
Celkové velic¢iny pro soustavu hmotnych bodu:

Celkova hybnost: P= D+ D,+ Py =

M=
]
I
=
3
S

e

Celkovy moment hybnosti: L =L +L,+ -+ +

~

Zhl

I
M=
~

I
le
S

I
M=
le
X
S
_
p—

Il
—_
Il
—
Il
—

Celkova kineticka energie: T =Lm v’ +im,v,> + - +Imyv,> = Imy,

i=l1

N N N
1
Celkova potencialni energie: V = E V;E—i-EE E
i=1

I’
LR

1

~~.
il

L. - mrv +mF,+...+m,T, =
Hmotny stfed: rp = ———22 NN — ]1/
m1+m2+...+mN Z

N
Tézisté: v homogennim gravitacnim poli je: M = Tg X ( g) , V=mgzs, kde m:Zmi
i=1

dP = _
Prvni véta impulsova: 7 = F* Zakon zachovani hybnosti (pro izol. soustavu): P = konst.
t
PRV . dz T E . . . . T
Druhd véta impulsova: 7 =M Zakon zachovani momentu hybnosti (pro izol.s.): L = konst.
t

Srazky:
IdedIné pruzné: Zachovava se hybnost a mechanicka energie. (Pfiklad: centréini pruzna srazka dvou kouli.)

IdedIné nepruzné: Obé télesa se spoji, zachovava se jen hybnost. (Pfiklad: balistické kyvadlo)

Problém dvou téles:

mn +m2r2

Pfevede se na dva problémy: pohyb hmotného stfedu R= (je rovnomérny pFimocary)

m,+m,
a vzajemny pohyb obou bodl, 7 = % —7; ten je stejny jako pohyb bodu s redukovanou

hmotnosti 1 = m, m,/(m,+m,) v poli nehybného silového centra.

Pohyb rakety:

Mcjl—v = CZ—M@ +F (Mescerského rovnice), tah raketového motoru je | —
t t

U, —Uy= U, In—%  (Ciolkovského rovnice)
k
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Dodatek 4.A: Dva micky na sobé se odrazeji od zemé

Nasledujici experiment byva k vidéni v nékterych science centrech, ale mizeme ho udélat i doma na
stole. Potfebujeme dva micky, jeden tézsi, treba ,hopik”, a jeden lehci, napfiklad pingpongovy
micek.1% Leh&i mi¢ek dédme nad té78i a oba micky pustime, tak aby padaly na
pevnou vodorovnou prekazku, tfeba pravé na stll. Po odrazu vidime, Ze horni

micek odskoé&i do vyrazné vétsi vysky, nez ze které padal.'% Jak je to mozné? m,

Popis srazky si rozdélime na dvé casti. Pfedpokladejme, Ze nejprve dopadne na oo
stll dolni midek, odrazi se a pak teprve do né&j shora narazi horni micek.%’

Po odrazu dolniho micku od stolu tedy situace vypada tak, jak ukazuje obrazek
vlevo. Dolni miéek se pohybuje nahoru stejnou rychlosti, jakou dopadl na st(il%,
Na néj shora dopada horni micek. Ze vztah(l (4.44) pro idealné pruznou srazku

dostaneme pro rychlost horniho mi¢ku po odrazu 1%

2m m, —m 2m m, —m 3m, —m
v, = —L1 v+ 2—1y = — v+ 2—L(v)=—"—"2 (4.A.1)
m,+m, m,+m, m,+m, m,+m, m,+m,
Pro m, > m, pak dostavame vyslednou rychlost horniho micku
v, =3v. (4.A.2)

To znamena, Ze horni micek (ten lehci) je nakonec ,vymrstén“ nahoru rychlosti az
tfikrat vy$si, neZ byla rychlost jeho dopadu.'® 1! T¥ikrat vy3si po&ateéni rychlost
pfi vrhu svislém vzhiru pfitom znamena devétkrdt vétsi vysku, do které vyleti.

UJE
Redlné samoziejmé odrazy nejsou ideadlné pruiné, horni micek nema @
" « oy " - PIIIIIIIIIIT
zanedbatelné malou hmotnost apod. — ovSsem i tak mUze vyletét znacné vysoko.
A my ted uz chdpeme, proc.

105 Je vhodné, kdy? je prvni micek vyrazné tézsi nez druhy.

106 v science centrech mivaji migky resp. koule na vodici ty&ce, kterd zajistuje, Ze jsou prakticky pfesné nad
sebou. Horni koule pak leckdy vyleti aZ ke stropu. Pokud pokus provedeme s micky polozenymi na sobég, ne
vidy se povede — nékdy je horni micek pfilis vychylen a odskodi spi$ do strany. Ale pokud jsou mi¢ky dost
ptfesné nad sebou, opravdu ten horni vyskoci vysoko.

107 predstavujeme si tedy, Ze mezi dolnim a hornim mi¢kem je mald mezera. U redinych téles samozfejmé
budou detaily srazky slozitéjsi, srazejicimi se micky nebo koulemi se bude Sifit deformacni vina atd. Nam zde ale
jde o co nejjednodussi model celého déje — a rozlozZeni srazky na dvé dil¢i srazky jako takovy jednoduchy model
dobre funguje.

108 Sra7ku micku se stolem bereme jako dokonale pruznou.

109 Kladny smér osy bereme smérem vzhdru, proto je po&ateéni slozka rychlosti horniho mi¢ku (micku 2)
zapornd, v’ = —v

110 podivejte se na situaci z pozice dolniho mi¢ku: ten horni proti nému leti rychlosti 2 . ProtoZe je velmi lehky,
odrazi se od spodniho mice a po odrazu se vicéi nému bude vzdalovat zase rychlosti 2. (Je to, jako by se srazil
se sténou.) A protoze dolni mi¢ se pohybuje nahoru rychlosti v vicéi stolu, je rychlost horniho micku vici stolu
v+2v=3v.

111 pokud hmotnost horniho micku neni zcela zanedbatelnd, je samoziejmé jeho vyslednd rychlost o néco nizsi,
dostaneme ji z (4.A.1). Naptiklad pro pomér hmotnosti 1:10 je vysledna rychlost UFZ ~2,6v.
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Dodatek 4.B: Jesté k balistickému kyvadlu

PFi skutecném pokusu s balistickym kyvadlem je obvykle vyska, o niZ kyvadlo stoupne, pfili§ mala
a tézko by se méfila. Méfime proto posun kyvadla ve vodorovném <<
sméru, na obrdzku je oznacen jako x. V pravouhlém trojuhelniku
vyznaceném na obrazku plati Pythagorova véta

P=(1-h) +x*.

Pt¥i dalsi Upravé vyuZijeme toho, ze h < [:

P=(1-h) +x* =1 =2lh+h* +x* = > =21h+x°

2
X

Odtud 4 =~ 2— Po dosazeni do (4.49) dostavame nakonec pro rychlost stiely vysledek

p=Mtm % 112 (4.B.1)

m

Je zajimavé, podivat se, jaka c¢ast plvodni kinetické energie strely zlstdva ve formé mechanické
energie a jaka se , ztrati“ na deformaci kvadru, zahrati materidlu atd.

Zevztahu V = U B plyne, e kinetickd energie kvadru po sraice je

M+m

2
m
v = =mv
M+m j M+m ?

T(M+m)V* = %(M+m)(

Pomér je ovsem obvykle velmi maly, takZe naprosta vétsina plvodni kinetické energie stiely

M+m

se proméni na jiné formy energie neZ mechanickou.*

112 pfi pokusu v poslucharné F1 mé balistické kyvadlo parametry M = 625 g, I = 3,8 m, hmotnost broku je
m = 0,5 g a kyvadlo vykyvne do strany asi o x * 9 cm = 0,09 m. Z (4.B.1) pak vychazi rychlost broku asi 180 m/s .

113 Jde o vztah (4.43) odvozeny ze zdkona zachovani hybnosti pfi srazce.

114 5 trochou nadsazky mGzeme fici, Ze drtiva vétdina plvodni mechanické energie se spotfebuje na drceni
materialu kvadru. Pfi konkrétnim pokusu, jehoz parametry byly uvedeny v pozndmce vyse, se na jiné formy
energie preméni pres 99,9 % plvodni energie! Tedy méné neZ promile plvodni energie se nakonec vyuZije na
zvednuti kvadru o vysku h. Je tedy jasné, proc je vypocet, ktery by vySel z predpokladu , pocatecni kineticka
energie stfely se rovna pfirlstku potencialni energie balistického kyvadla“ tak Spatny (pfimo , drtivé Spatny*“).
Nepocita se ztratami, které jsou v tomto pripadé pres 99,9 %.
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