Bakalarské zkousky (priklady otazek z matematiky)

podzim 2022

1 Spojitost a derivace (3 body)

1. Definujte spojitost funkce v bodé.

2. Necht f je definovana jako
x sin% pro vSechna = # 0,

fz) = {0 pro x = 0.

— Ve kterych bodech je funkce f spojita? Zdivodnéte.

— Spoctéte derivaci funkce f ve vSech bodech, ve kterych existuje. (Zejména zdivodnéte, zda existuje v bodé 0,
piipadné jakou tam méa hodnotu.)

3. Necht a € R a f,g: R — R. Jaké implikace plati mezi nasledujicima dvéma vyroky? Zdtuvodnéte.
P. Funkce f a g jsou spojité v bodé a.
Q. Funkce f + g je spojitd v bodé a.

2 Urcity integral (3 body)

1. Napiste definici horni a dolni Riemannovy sumy, horniho a dolniho Riemannova integralu a Riemannova integrélu.

2. MA4 nasledujici funkce f Riemanniv integral na intervalu [1,2]? Zdavodnéte.

(@) x pro vSechna z € Q
xr) =
—x pro viechna r € R\ Q

3. Spoctéte urcity integral

/ x? cos(2z)dz.
0

3 Matice linearniho zobrazeni (3 body)

Uvazujme linedrni zobrazeni v roviné R?, které zobrazi obdélnik [0,2] x [0, 1] na obdélnik [—2,0] x [—1,0].
1. Urcete maticové vyjadieni tohoto zobrazeni.
2. Urcete vlastni ¢isla tohoto zobrazeni (tj. této matice).

3. Rozhodnéte, zda vektor v = (2,3)7 je vlastnim vektorem tohoto zobrazeni.

4 Zobrazeni na (3 body)

1. Definujte prosté zobrazeni a zobrazeni, které je ,na* (surjektivni).

2. Pro linearni zobrazeni f: R® +— R? plati, Ze pro kazdé tii vektory z,y,z € R? jsou vektory f(z), f(y), f(2) linedrn&
zévislé. Dokazte, Ze zobrazeni f neni ,na“.



5)

Skalarni soucin (3 body)

Uvazujme skalarni sou¢in v R? dany piedpisem:

1.
2.

8

(z,y) = 22191 + T2y2 + T1Y2 + T2y1.

Pro tento skaldrn{ soucin zformulujte pfesnou podobu Cauchyho—Schwarzovy nerovnosti.

Pro tento skaldrni soucin uréete matici projekce na p¥imku generovanou vektorem (1,0)7.

Princip inkluze a exkluze (3 body)

. Zformulujte, co Fika princip inkluze a exkluze.

. Symbolem [n] ozna¢me mnoZzinu {1,2,...,n}.

(a) Kolik existuje funkei f: [n] — [n] takovych, Ze pro kazdé sudé z € [n] plati f(z) # =7
(b) Kolik existuje prostych funkei f: [n] — [n] takovych, Ze pro kazdé sudé x € [n] plati f(z) # x?

Kostra grafu (3 body)

. Definujte pojem kostra grafu.

. Necht G = (V, E) je souvisly graf. Necht ma kazd4 hrana e € E pfifazenu vahu w(e) € R, pfitemz zadné dvé rizné

hrany nemaji stejnou vahu. Necht T' je minimalni kostra grafu G, tj. kostra s nejmensim moZnym sou¢tem vah hran.
Dokazte, ze pro kazdou hranu e grafu G jsou néasledujici dvé tvrzeni ekvivalentni:

(a) Hrana e patii do kostry T.

(b) KaZzda kruznice v grafu G, ktera obsahuje hranu e, obsahuje také aspoii jednu hranu, kterd ma vétsi vahu nez e.

Pravdépodobnost (3 body)

Opakované hazime béznou hraci kostkou (tj. Sestisténnou kostkou o¢islovanou 1, ..., 6). Oznaéime X pofadi hodu, kdy nam
poprvé padla Sestka. Dale oznacime Y pocet Sestek, které padly pii prvnich sto hodech.

1.
2.
3.

Urcéete P(X = 10). Pojmenujte rozdéleni ndhodné veli¢iny X.
Urcete P(Y = 10). Pojmenujte rozdéleni ndhodné veli¢iny Y.

Urcete stfedni hodnoty E(X), E(Y), a E(X +Y).

Logika (3 body)

. Uved'te definice pro predikatovou logiku, kdy formule ¢ plati ve strukture A, kdy ¢ plati v teorii T, a kdy ¢ je (logicky)

platnd.

. Uvazme teorii T = {P(z,x), P(z,y) — P(y,z), P(z,y) = (P(y,z) — P(x,2))} jazyka L = (P) bez rovnosti.

Naleznéte formuli ¢ jazyka L a t¥iprvkovy model A teorie T' takovy, Ze ¢ plati v A a pfitom ¢ neplati v T. Uvedte
zdivodnéni, pro¢ mé ¢ pozadované vlastnosti.

. Naleznéte formuli ¢ jazyka L takovou, ze v plati v T a pFitom ¢ neni logicky platna. Uved'te zdiivodnéni, pro¢ ma 1

poZadované vlastnosti, véetné forméalniho dikazu jeji platnosti v T pomoci néjakého dokazovaciho systému.
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