Bakalarské zkousky (priklady otazek z matematiky)

podzim 2021

Spojité funkce (3 body)

. Definujte, co znamena, Ze funkce f: R — R je spojitd v bodé b € R.

. Pro kazdou z nasledujicich dvou funkci rozhodnéte (a struéné zdiavodnéte), zda je spojita v bodés 0.

_Jxz  proxeQ
file) = {—x pro z € Q.

_JO prox =0
fa(@) = {exp(—l/x) pro = # 0.

. Necht f: R — R je funkce spliwujici 0 < f(z) < 1 pro kazdé x € R. Pfedpokladejme, Ze f je riemannovsky integrovatelna
na intervalu [0, 1], a definujme funkci g: [0, 1] — R predpisem

o(z) = / " f) d.

Je funkce g spojita na intervalu (0,1)? Zdtavodnéte.

Limita posloupnosti (3 body)

. Napiste, jak je definovana limita posloupnosti redlnych ¢isel. (Stadi, kdyZ se omezite na pripad, kdy limita je vlastni.)

. Necht (a,)22, je posloupnost realnych ¢isel, ktera ma vlastni limitu L € R. Definujme posloupnost (b,)5, pFedpisem
by, = an — agn. Je mozné z téchto informaci rozhodnout, zda ma (b,)52, limitu, pfipadné ¢emu se ta limita rovna?

. Definujme posloupnost (¢, )32, nasledujicimi rovnostmi:

C():].

¢ = sin(cp—1) pron > 1.

Rozhodnéte, zda méa posloupnost (¢,)%2, limitu, pfipadné ¢emu se ta limita rovna.

Primitivni funkce (3 body)

. Napiste definici pojmu primitivnd funkce k funkci f na intervalu (a,b).
. O kazdém z néasledujicich vyroki rozhodnéte, zda je pravdivy, a své rozhodnuti stru¢né zduvodnéte.
(a) Jestlize je funkece f neklesajici na intervalu [a, b], tak m4 na intervalu (a,b) primitivni funkci.

(b) Jestlize ma funkce f na intervalu (a,b) primitivni funkci F, a jestlize ma F' lokalni minimum v bodé ¢ € (a,b),
tak plati f(c) = 0.

. Spocitejte

s
/ Vsinx - cos x dx.
/2



4 Linearni zobrazeni (3 body)

1. Definujte pojem jddro Ker(f) linearniho zobrazeni f mezi vektorovymi prostory U a V.
2. Dokazte, ze jadro Ker(f) je podprostorem U.

3. Najdéte bazi jadra linedrnfho zobrazeni, které predstavuje druhou derivaci na prostoru realnych polynomt stupné
nanejvyse 5.

5 Skalarni soucin (3 body)

Na prostoru R? uvazujme standardni a nestandardni skalarni soucin

(z,y) ="y,
<$7y>A = HJTAZ/,
kde

1 1 1
A=(1 2 0
1 0 3
1. Ovétte, Ze (x,y)a tvori skutetné skalarni soucin (staci ovéfit vlastnost (x,x)4 > 0 pro kazdé x # 0).

2. Najdéte linearni zobrazeni f: R3 — R3 takové, aby pro kazdé z,y € R? platilo

(f(@), f(y)) = (z,y)a.

6 Podobnost matic (3 body)

Uvazujme matice

= N W
Sy
I
SO =
W N =
w o O

1. Definujete pojem podobnost matic.
2. Rozhodnéte (a zdivodnéte), zda matice A, B jsou podobné.

3. Dokaizte limn_)oo(iA)” = limn_mo(%B)".

7 Kombinatorické poéitani (3 body)

Kolik 1ze nalézt raznych ¢tvercovych matic fadu 4 nad télesem Zs, které obsahuji 9 nul, ale zddny fadek ani sloupec nemaji
zcela zaplnény nulami?

8 Souvislost graft (3 body)

Pro jednoduchy graf G s alesponn dvéma vrcholy definujte jeho vrcholovou a hranovou souvislost.

Rozhodnéte, zda existuji grafy s nasledujicimi hodnotami vrcholové a hranové souvislosti. Odpovédi zduvodnéte.
1. ky(Gr) = 2,k.(G1) =3,
2. ky(G2) = 3,ke(Ga) = 2,
3. ky(G3) = 2,ke.(G3) = 3 a G5 je kubicky (tj. v8echny jeho vrcholy maji stupen 3).

9 Logika (3 body)

1. Uved'te definici (jednu z navzajem ekvivalentnich definic), kdy je teorie S jednoduchou extenzi teorie T.

2. Naleznéte priklad vyrokovych teorii S, T, T takovych, Ze S je jednoduchou bezespornou extenzi teorie Tj i teorie T5
a T1 UT5 je sporna, anebo zduvodnéte, pro¢ takové teorie neexistuji.

3. Kolik je navzajem neekvivalentnich jednoduchych extenzi S vyrokové teorie T = {p — ¢} nad mnoZinou prvovyroki
P = {p,q,r}, ve kterych neplati ¢ — r, tj. S = q— r?
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