Bakalarské zkousky (priklady otazek z matematiky)

podzim 2019

1 Limity funkci (3 body)

1. Definujte limitu funkce v bodé.
2. Necht f je funkce definované na R.

Uvazujme nasledujici dvé tvrzeni P a Q:

P: limg oo f(z) =0

Q: Posloupnost (a,)52; definovana jako a, = f(n) pro kazdé n € N ma limitu nula.
Rozhodnéte, zda P implikuje Q a zda Q implikuje P, pokud:

(a) f je libovolna funkee,
(b) f je monoténni fukee,
(¢) f je spojita funkce.
Sva tvrzeni nemusite zduvodiovat.
3. Spoctéte limitu
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2 Urcity integral (3 body)

1. Formulujte vétu o substituci pro urcity integral.
2. Spoc¢téte urdity integral
7342
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3. Rozhodnéte, ve kterém z intervala lezi vysledek: (—oo, 0], (0,1/2],(1/2,1], (1, 3], (3, o0]. (Spravné feseni lze nalézt i bez
po¢itani integralu — numerické chyby pfi vypoctu neomlouvaji chybné uréeni intervalu.)

3 Metrické prostory (3 body)

Necht (X, d) je metricky prostor, | X| > 2.
1. Rozhodnéte, zda je (X, d’) metricky prostor pro d’ definovanou jako
d'(z,y) = min(d(x,y),1)
pro vSechna z,y € X. Zduvodnéte své rozhodnuti.

2. Vzdalenost mezi dvéma neprazdnymi podmnozinami A a B metrického prostoru (X, d) definujeme jako

D(A,B) = ae}qr}lfeB d(a,b).

Ukazte, Ze D neni metrika na P(X) \ {0} (kde P(X) oznacuje poten¢ni mnozinu X).



4 Linearni zobrazeni (3 body)

Budte f,g: U — V linearn{ zobrazeni. Rozhodnéte a zdtivodnéte, zda plati:
1. Ker(f) N Ker(g) € Ker(f +g),
2. f(U) +9(U) = (f +9)(U).

5 Cauchyho—Schwarzova nerovnost (3 body)

1. Definujte pojem “norma indukovana skalarnim soucinem”.
2. Zformulujte Cauchyho-Schwarzovu nerovnost.

3. Dokaite, Ze pro linedrné zavislé vektory se obé& strany Cauchyho—Schwarzovy nerovnosti rovnaji.

6 Nahodny graf (3 body)

Mg&jme nahodny graf na vrcholech {1,2,...,100} kde pravdépodobnost vybéru hrany je 1/3 nezavisle pro kazdou hranu.
1. Jaka je pravdépodobnost, Ze podgraf indukovany ndhodné vybranymi ¢tyFmi vrcholy bude izomorfni Cy?

2. Jaka je pravdépodobnost, Ze podgraf indukovany vrcholy {10, 20, 30,40} bude izomorfni Cy, za pfedpokladu, Ze dvojice
vrcholu {10,30} a {20,40} netvofi hranu?

3. Urcete stfedni hodnotu poc¢tu indukovanych podgrafi izomorfnich Cy.

Vysledky neni tieba disledné vyéislovat, komb. ¢isla, faktorialy, mocniny atd. lze ponechat.

7 Binarni relace (3 body)

1. Definujte, co znamena, ze binarni relace f C X x X je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

2. Rozhodnéte, zda ma tyto vlastnosti (uréete které) relace f; C N x N definovana

(a,b) € f1 & a,b jsou soudélna.

3. Rozhodnéte, zda ma tyto vlastnosti (uréete které) relace fo C N x N definovana

(a,b) € fa < a déli b.

8 Kostry grafa (3 body)

Mg&jme graf G na vrcholech {uq,...,u100,v1,...,0s5}, pii¢emz vrcholy wq,...,ui90 indukuji aplny graf, vrcholy vy,...,vs
indukuji cyklus (v tomto pofadi), graf obsahuje hranu w;,v; a Zadné dalsi hrany v grafu G nejsou.

Vaha libovolné hrany w;u; pro 1 < ¢ < j < 100 je 5, vaha hrany v;v; pro j = (¢ mod 5) + 1 je max{é, j} a vdha hrany u;v;
je 10.

1. Definujte pojem “kostra grafu” a “minimalni kostra grafu” (vcetné predpokladii ilohy hled4ni minimalni kostry).
2. Urcete vahu miniméalni kostry grafu G.

3. Urcete pocet vSech koster grafu G a pocet miniméalnich koster grafu G.



Logika (3 body)

. Uved'te definici, co je bezespornd teorie (v predikatové logice).

. Vyjadiete nasledujici tvrzeni jako vyroky o1, @2, @3 nad P = {r, s,t}, kde prvovyroky r, s, t reprezentuji (po fadg), ze
“Radka / Sara / Tom je ve gkole”.

(a) Neni-li Tom ve skole, neni tam ani Sdra.
(b) Radka bez Sdry do Skoly nechodt.

(¢) Neni-li Radka ve Skole, je tam Tom.

. Zjistéte, zda je teorie T = {1, @2, 3} bezesporna pomoci tablo metody, implika¢niho grafu, ¢i rezoluéniho uzavéru.
Tedy nestaci pouze vyzkouset pravdivostni ohodnoceni.
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