Bakalarské zkousky (priklady otazek z matematiky)

léto 2021

1 Derivace (3 body)

1. Necht f: R — R je funkce a r je redlné ¢islo. Napiste definici derivace funkece f v bodé r.

2. Necht f: R — R je funkce, ktera pro kazdé = € R splni 0 < f(z) < z2. Plyne z téchto predpokladii, ze f ma v bodé
2 = 0 derivaci? Plyne z téchto predpokladi, ze f/(0) = 07?

3. Definujme funkci ¢: R — R piedpisem

_ f(sinz)?-[sin ()| pro x #0,
alw) = {0 pro z = 0.

Ma4 funkce ¢ derivaci v bodé 0, a pokud ano, ¢emu se rovna?

2  Primitivni funkce (3 body)

1. Napiste definici pojmu primitivni funkce k funkci f na otevieném intervalu I.
2. Najdéte primitivni funkci k funkci f(x) = 22 Inz na intervalu (0, +00), kde Inz oznacuje p¥irozeny logaritmus.

3. Necht k a ¢ jsou nezaporna celé ¢isla. Uvazme funkci f ¢(7) = 2% (In x)* definovanou na intervalu I = (0, +00). Dokazte,
Ze fr¢ ma na intervalu I primitivni funkei Fj . DokaZte dale, Ze tuto primitivni funkci Fj , lze vyjadiit vzoreckem
pomoci konstant, funkce x, funkce In x a operaci séitani, odéitani, nasobeni, déleni a umociovani.

3 Soustavy linearnich rovnic (3 body)

Uvazujme matici
1 1 2
A=1-1 1 1
0 2 3
1. Rozhodnéte, zda existuje b € R3 takové, Ze soustava Az = b ma pravé jedno redeni.

2. Rozhodnéte, zda existuje k > 1 takové, Ze soustava (A¥)z = b ma alesponi jedno FeSeni pro viechna b € R3.

4 Ortogonalni projekce (3 body)

Bud P € R™*™ matice ortogonalni projekce na podprostor redlného vektorového prostoru.
1. Zjednoduste vyraz P — P? + P3 — P* + ... + (=1)"*1pm,

2. Dokazte, ze pro kazdé x € R™ plati:
|Pa| = 2| & Pa=u.

5 Determinanty matic (3 body)

1. Zformulujte Laplacetiv rozvoj determinantu matice A € R°%? podle druhého sloupce.



2. Rozhodnéte, zda pro ¢tvercové matice téhoz fadu plati
det(A + B) = det(A) + det(B).

Odpovéd zdivodnéte (dokaZte nebo uved'te protiptiklad).

6 Stromy (3 body)

Necht G = (V, E) je graf s neprazdnou mnoZinou hran. Rozhodnéte, které z néasledujicich podminek jsou ekvivalentni tomu,
ze G je strom.

a) G je souvisly a kazdé dvé kostry G jsou si navzajem izomorfni,

b) G nema kruznice, minimalni stupen vrcholu je 1 a |E| > |V] — 2,
¢) G je souvisly a mé alesponi dva vrcholy stupné 1 (tzv. listy),
)

d) G obsahuje nesouvisly podgraf, dokonce kazd4 vlastni podmnozina hran F' C E tvofi nesouvisly graf (V, F') a pfitom
mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje v G tah,

e) v G neexistuje podmnozina W C V vrcholt, ktera by indukovala podgraf s || hranami a pFitom pro kazdou neprazdnou
W C V existuje hrana {u,v} mezi W a doplitkem W ve V.

Své rozhodnuti zduvodnéte.

7 Kombinaé¢ni ¢isla (3 body)

1. Definujte kombina¢ni &slo (binomicky koeficient) a stru¢né popiste Pascaliv trojihelnik.

2. Rozhodnéte, zdali pro kazdé pfirozené n plati mezi nasledujicimi dvéma vyrazy stejné nerovnost a pokud ano, urcete

jakym smérem.
<n) (n + 1> <n + 2> (Qn — 1) (2n>
+ + + et a .
n n n n n

Své rozhodnuti zdivodnéte. (Napovéda: zkuste vyuZzit vztahti mezi dvéma sousednimi ¢isly v Pascalové trojuhelniku.)

8 Stfedni hodnota (3 body)

1. Definujte pojem stfedni hodnota redlné ndhodné veli¢iny na koneéném pravdépodobnostnim prostoru Q.

2. Méjme béznou Sestisténnou kostku se sténami oznacenymi &isly 1,2...,6, pFi¢emz kazdé z ¢isel padne se stejnou
pravdépodobnosti. Urcete stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny definované jako druha mocnina hozeného ¢isla.

3. Pro n € N uvazujme S,, mnoZinu v8ech permutaci mnoZiny {1,2,...,n}. Pevny bod permutace ¢ € S,, je takové
k € {1,2,...,n}, pro které je q(k) = k. UrCete stfedni hodnotu po¢tu pevnych bodi v ndhodné vybrané permutaci
(kazd4& permutace je vybrana se stejnou pravdépodobnosti).

9 Logika (3 body)

1. Uvedte definici, kdy je teorie T jazyka Lp jednoduchou kompletni extenzi teorie S jazyka Lg (v predikatové logice).

2. Necht S = {(Vz)(Vy)(V2)(U(x) NU(y) NU(2)) = (x =yVy=2zVa=z))} je teorie jazyka L = (U) s rovnosti, kde
U je unarni rela¢ni symbol. NapiSte dvé (neekvivalentni) jednoduché kompletni extenze T}, T5 teorie S.

3. Zduvodnéte, pro¢ jsou 17, T» kompletni.
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