PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2022
Studijni programy: MAP, MMFP, MSPN, MITPN, MNVP, MPSP

Varianta A
Reseni tloh peclivé odiivodnéte. VEnujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.
Uloha 1 (25 bodi)
Necht’ a, b € (0, +00). Definujme funkci
a* +b*
2

f(x)=( )X,xeR\{O}.

Spoctéte:

() limy— 100 f(X),
(b) limy—_o f(x),
(C) liInx—)O f(X)

Vysvétlete svéa feSeni.

Uloha 2 (25 bodi)
At M = {(x,y,2) € R®: |x| + |y| <sinz,z € (0, 7)}. Spoltéte

/ (5x + |y|)dx dy dz.
M

Uloha 3 (25 bodi)

Vysettete prubéh (defini¢ni obor, spojitost, symetrie, limity v krajnich bodech, derivaci (vCetné
jednostrannych derivaci a pfipadné limit derivaci v krajnich bodech), monotonii, lokdlni a glo-
balni extrémy, obor hodnot, druhou derivaci, konvexitu, konkavitu, inflexni body, asymptoty
a nacrt grafu) funkce definované predpisem

f(x) =log (5— }x2—4x|).

Uloha 4 (25 bodi)

V prostoru R* se standardnim skaldrnim sou¢inem uvazujme vektory
vi=(1,3,-1,0), v,=(-1,-6,3,1), v3=(0,-2,5,4).

(i) Najdéte ortonormalni bazi linearniho obalu vektord vy, v,, vs.

(i1) Urcete ortogondlni projekci vektoru v3 na linearni obal vektori vy, v,.
(iii) Urcete ortogondlni projekci vektoru v, + 2v, na linearni obal vektori vy, v,.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2022
Studijni programy: MAP, MMFP, MSPN, MITPN, MNVP, MPSP

Varianta B

Reseni tloh peclivé odiivodnéte. VEnujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.

Uloha 1 (25 bodd)
Necht’
'\rcsinzx
e~ 2 — cos(arcsin x)
fx) = . x €(=1,1)\ {0},

x4

xk = ((n + 1) — (n? +2n)k) -(SVk n3k —3p2k — \/pk — 1), n,k € N.

(a) V zavislosti na k € N spoctéte lim,, o, 1 -x,’l‘.

(b) Spoctéte limy—q f(x).

(c) V zavislosti na k € N spoCtéte lim,, o0 f (x,’f).
Vysvétlete sva feSend.

Uloha 2 (25 bodi)
At M = [0, +00)?\ {(0,0)} apro (x,y) € M necht
_ 2 2
S, y)=x"—xy+y + ER
a) UrCete supremum funkce f.

b) Dokazte, ze funkce f nabyvd na mnoZiné M svého minima.
¢) Najdéte minimum funkce f.

Uloha 3 (25 bodd)
Spoctéte

/(1 + [x])vV9 + x2dx

na maximdalnich moZnych intervalech a tyto intervaly urcete.

Uloha 4 (25 bodi)
Uvazujme nésledujici redlnou matici A, (kterd zavisi na redlném parametru p € R) a vektory
b,c € R3.

1 2 -3 1 2 0 2
A=\ -1 =2 4 -1 )4 b= p+3 |.c= 2p
2 4 =5 2 p+7 p+4 2p +7

Pro kazdé p € R
(1) najdéte néjakou bazi jadra matice A,
(i1) najdéte néjakou bédzi obrazu matice A, a
(i11) urCete mnoZziny vSech feSeni soustav linedrnich rovnic A,x =ba A,x = c.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2022
Studijni programy: MAP, MMFP, MSPN, MITPN, MNVP, MPSP

Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (25 bodi)
(a) Pro x > O plati:
max{a,b}Z_% < f(x) < max{a, b}.
Z véty o dvou policistech a lim_, 4 oo 2% =1 plyne, Ze
xEr—‘,r-loo f(x) = max{a, b}.
(b)

e 1
im f(x) = lim f(—y)= lim &
X—>—00 y—>—+oo

e (<;)~V+(;>Y)
2

= min{a, b}.

<l

@ 1
max {1, 3

(c) Ze spojitosti exponenciely a véty o limité sloZené funkce plyne, Ze limy_,o f(x) = e4 =

vab, kde
10 a*+b* "Hospital 2 1
A = lim M FHlosptal o —(loga + logb).
x—0 X 2

Uloha 2 (25 bodi)
VyuzZitim symetrie mnoZiny M dostdvame

/(5x+|y|)dxdydz=/ 5xdxdydz+/ |y|dxdydz=0+/ |y|dxdydz =
M M M M

=4/ ydxdydz,
N

kde N =M Nn{(x,y,z):y >0,x > 0}.
Dile z Fubiniovy véty a ndslednou substituci dostdvdme

T sin Z sinz—y
4/ ydxdydz=4/ ([ ([ ydx) dy) dz =
N 0 0 0
/4 sinZ
:4/ ([ (sinz—y)ydy) dz =
0 0
1 1 ] (1
—y?sinzg — =y? dz:4/ —sin®z ) dz =
2 37 1o o \6

~1
sin z(1 — cos? z)) dz = —%/ (1 — 12) dr =
1

2 1,77 22 2\ 8
=—=|t—=t =-(z+=2)=-=.
3 3], 3\373) 9



Uloha 3 (25 bodi)

Pro vySetfeni defini¢niho oboru si nejd{v pfipomeneme, Ze Dy, = (0, 00). ProtoZe x> —4x <
0 pravé tehdy, kdyz x € (0,4) a

54(x%2—4x)=14+x—-22*>>1>0, xe(0,4)

je urdit€ (0,4) C Dy. Pro x & (0,4) potiebujeme 5 — x% + 4x > 0, coZ d4 navic podminku
x € (=1,5atedy Dy = (—1,5).

Asymptoty neexistuji.

Pro budouci vypocty si f napiSeme jako
_ )log (54 x* —4x), x € (0,4),

fx) = 1og(5—x2+4x)’ x € (—1,5)\ (0, 4).

Podle Ds hned vidime, Ze f neni sudd, lichd, ani periodicka.
Rovnéz je f spojitd na Dy (sloZeni spojitych funkci).

Spocteme jesté
Jim, 76 = iy £ = =
Dale spocitame
2(x =2
/ Z(XTJS’ x €(0,4),
— Jx%2—4x
S =9": 100

—_, e (—-1,00U 4,5).
x2—4x -5 x € U (&5)

QOdtud dostaneme, ze
f'(x) <0 < x€(0,2)U4,5)

fl(x) >0 < x e (—1,00U(2,4).
Tedy f je rostouci na (—1,0) a (2, 4) a klesajici na (0,2) a (4,5). Bod 2 je bodem lokélniho
minima a body 0 a 4 jsou body lokdlniho i globdlntho maxima (globalni minimum neexistuje).
Ze spojitosti a limit v —1 a 5 dostdvame, Ze obor hodnot je

(=00, f(0)] = (—00.log(5)]

(ve skuteCnosti se extrémy i obor hodnot daly uhddnout uz z elementarnich odhadd, co jsme
délali na zacatku).
Dale (s vyuZzitim spojitosti v 0 a 4)

4 4
fLO) = lim f'(x)=F¢ a fi(4)= lim f'(x)=F.

Navic
lim f'(x) =00 a lim f'(x) = —o0.
x—>—1+ x—>5—
Spocitame jeSté druhou derivaci
2(x2—4x+3
- ( gs X € (0’ 4)
fll(x) — (.Xz —4x + 5)
2 (x? —4x +13)
— 5 x e (—1,00U 4,5)
(x2—4x—-5)

Odtud vidime, ze f"(x) =0prox = 1,3 a
f"(x) <0 < xe€(-1,00U(0,1)U(3,4) U 4,5)



f'(x) >0 < xe(1,3).
Dostavame tedy, Ze f je konvexni na (1, 3) (a ze spojitosti na [1, 3]). Ddle, Ze f je konkdvni na
(—1,0), (0,1), (3,4) a (4,5), a diky jednostrannym derivacim v 0 a 4 je f konkavni na (—1, 1]
a [3,5). Inflexni body jsou 1 a 3.

’

- 4
2 i
,

, L

Uloha 4 (25 bodi)
PouZzijeme Gramiiv-Schmidtliv ortogonalizacni proces s pribéznym normovanim.
Vi 1
W1 :—:_(1,3,_190):
Ivall V11
; ( ) (1631)—|—22 1(13 1,0)
W, =Vy — (W1 V)W = (—1,—0,)5, T " 1,9, 1, -
2 2 1 2 1 mm
=(-1,-6,3,1)+2-(1,3,-1,0) = (1,0, 1, 1),
W, 1
Wy = = —(1,0,1,1),
w3
W3 = V3 — (W1 - V3)Wy + (W2 - V3)Wa) =
1 1 9 1
=(0,-2,5,4) - [ ———==(1,3,-1,0) + ———(1,0,1,1 ) =
( : ( \/11«/11( ) ﬁﬁ( )

= (0,-2,5,4) — ((=1,-3,1,0) + (3,0,3,3)) =
= (0,-2,5,4) — (2,-3,4,3) = (=2, 1,1,1),

w5 1
W3 = = —(-2,1,1,1).
Iwill ~ V7
(i) Jedna z ortonormdlnich bazi prostoru generovaného vektory vy, v, v3 je
1 1 1
wi, Wy, w3) = | —(1,3,—-1,0), —(1,0,1,1), —(—2,1,1,1) |.
R ) L0, = )

(i1) Podprostor generovany vektory vy, v, je roven podprostoru generovanému vektory wy, ws.
Ortogondlni projekci vektoru vz na tento podprostor odecitdme od vektoru v; pfi vypoctu
vektoru wj, je rovnd (2, -3, 4, 3).

(iii) Dany vektor v linedrnim obalu vektort vy, v, leZi, jeho ortogondlni projekce je tedy rovna
v + 2V2 = (—1, —9, 5, 2)
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Varianta B — ReSeni

Uloha 1 (25 bodi)
()
(n + 1)k =n%* 4 2kn?* 71 4 k2k — Dn®*2 + P(n),
(n? 4+ 2n)* =n%* 4 2kn?* ' 4 2k(k — Dn?*72 + Q(n),
kde P a Q jsou polynomy stupné mensiho nez 2k — 2. Pak
. ((n + )%k — (n* + 2n)*)

n—o0o n2k_2

N 3k k s v o\ NV T
Oznadime AX = \/n3k —3pn2k a B = {/nk — 1. Vime, 7e miZeme zaménit limitu a odmoc-
ninu a tedy

= k(2k — 1) — 2k(k — 1) = k. (1)

Jim, = gim % =1 @
Dale ) "
- (45)™ = (BH)™
Ay — B, = 3k—1 3k—2 3k—1
(45)™ "+ (4%)™ " Bf + -+ (BF)
n3k _ 3I’l2k _ (n3k _ 3I’l2k + 3I’lk _ 1) B
AT ()T T B (BT
B —3nk + 1
(AT ()T B (BT
Pak z (2) plyne, Ze
Tim (4% - B,’;) n?1 = —% - —%. 3)

Z (1) a (3) tedy plyne, Ze

12k_ 2 2 k
lim ek = g (EDT 02200 (4% - B )™t = -1,

n—o00 n—-oo n2k_2 n—-oo

(b) Pouzijeme Taylorovy polynomy funkci exp(y) a cos y. Pak dostaneme

.2 .4 .2 .4
arcsin” x arcsin™ x 4 arcsin” x arcsin™ x -4
1— + ¥ + o(arcsin® x) — (1 — + + o(arcsin x)) arcsin® x

2 2 24
X) =
f(x) arcsin® x x4
Tedy
1 1 1
I .
i ) =523~ 12

(c) PouZzijeme Heineovu vétu. Z (a) plyne, Ze x,’j — O aexistuje ng € N, Ze pro kazdé n > ny
mdme x* < 0 a tedy specidlné x* # 0. Z (b) pak jiz plyne, Ze

1
nlggo f(x,) = T



Uloha 2 (25 bodi)
(@) Je f(x,0) = x2 + xl—z > x2 pro x > 0, tedy supremum funkce f na mnoZiné M je +oo.
(b) Pro (x, y) € M splitujici x> + y? > 4 je
1 1 1
JEy) z—xy+ )t =S4y + Sy z S 4y 22

Pro (x, y) € M splitujici x* 4+ y* < 1 je

1, ) 1 ) 1
) = = ~ - = z 2
Jx.y) =567+ y) 4+ 5(x—y) +x2+xy+y2_2x2+2y2_
Dile pak f(1,0) = 2. Navic f je spojita a tedy nabyva minima na kompaktni mnoZiné
K={(x,y)eM: i < x2 + y? < 4}. To je pak jiz globdlnim minimem funkce f na mnoZiné

M.

(c)Prox > 0je f(x,0) = x2 + xLZ > 2. Podobné f(0, y) > 2 pro y > 0. VySetfujme tedy
lokdlni extrémy na vnitftku mnoziny M. V takovych bodech musi byt obé parcidlni derivace
nulové:

5 2x+y 0
X — — =
Ty 2

2
x4y X

(x2 + xy + y2)?
Prvni rovnost vyndsobime vyrazem x + 2y a druhou vyrazem 2x + y a takto upravené rovnosti
od sebe odecCteme:

2x =y)(x+2y) = (=x+2y)2x +y) =0
4x% —4y? =0
(x=y)x+y)=0.
Pripad x = —y neprichazi pro (x, y) € M v Gvahu, tedy x = y. Pak ovS§em x — # = 0, tedy

X = </g flx,x) = % < 2 je tedy minimum funkce f na mnoZiné M.

Uloha 3 (25 bodi)
Integral rozdélime na dvé Casti

1 :/(|x|+1)\/9+x2dx:/lex/9+x2dx—|—/\/9+x2dx:11+12.

Pro vypocCet I; vyuZzijeme substituci # = x2 + 1, df = 2x dx pro x > 0 mdme

1 1
11=/x 9+x2dx=§/2x 9+x2dx=§/\/;dt

a pro x < 0 mame analogicky
I = —[x 94 x2dx = —%(9+x2)3.
Celkové tedy
I = —/x 94 x2dx = %sgn(x)(9+x2)g = F(x).



Protoze limi F(x) = £9 dostavame standardnim lepenim, Ze pro
x—0

F(x) -9, x>0,
Gx) =43 F(x)+09, x <0,
0, x=0

plati
I = G(x), xeR.

Pro vypocet I, pouZijeme substituci x = 3sinh#, dx = 3 cosh7 df. Mame

12:/\/9+x2dx
:/3cosht\/9+9sinh21dt =9/cosh21dt =9J.

Pomoci per partes dostdvame

J = sinht cosht — / sinh?¢ dt = sinht cosht — / cosh?t — 1dt

= sinhzcosht +¢ — J.

Tedy
1
J = 5 (sinh? cosht + 1)
a (t = argsinh )
c 9 .
I, = 3 (sinh? cosht + ¢)
9
=53 cosh(argsinh ;) + argsinh f) = H(x), xeR
Celkové
I =G(x)+ H(x), xeR.
Uloha 4 (25 bodi)

Matici (A4,|be) upravime elementdrnimi fadkovymi Gpravami na odstupfiovany tvar.

1 2 -3 1 2 0 2
-1 -2 4 -1 p |p+3 2p ~
2 4 =5 2 p+T7\p+4 2p+7

1 2 -3 1 2 0 2

00 1 0 p+2|p+3 2p+2 |~
00 O p+3|p+4 2p+3

1 2 -3 1 2 0 2

00 1 O p+2|p+3 2p+2 |~
0 0 0 1 1 1




(i) Volné proménné jsou druhd a ¢tvrtd. Bazi jadra matice A, ziskdme napiiklad volbami
(0, 1), (1, 0) hodnot volnych proménnych a dopoctenim bazovych proménnych. Uvedené
volby dévaji bazi

(i) Obraz matice A, md dimenzi 3, tj. rovnd se R3. Jeho bdzi je tedy jakakoliv baze prostoru
R3, napiiklad kanonicka baze.

(111) Dopoctenim partikularniho feSeni (naptiklad volbou O pro hodnoty volnych proménnych)
ziskdme mnoZiny vSech feSeni

1 3p -1 -2
0 0 0 1
I | +K, p |+K, K=LO 0O |.] O
0 0 1 0
1 1 0 0
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