PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2022
Studijni program: FMUPN
Varianta A

Reseni uloh peclivé odtiivodnéte.

Uloha 1 (20 bodd)
Necht’ a, b € (0, +00). Definujme funkci

a* + b*
2

f(x>=( )x,xeR\{O}.

Spoctéte:
(@) limys oo f(x),
(b) limy—s oo f(x),
(C) 1imx—>0 f()C)

Vysvétlete sva feSeni.

Uloha 2 (20 bodt)
At M = {(x,y,2) € R3: |x| + |y| <sinz,z € (0, 7)}. Spoltéte

/ (5x + |y])dxdydz.
M

Uloha 3 (20 bodi)
Podle Bohrova modelu atomu vodiku se elektron pohybuje kolem jadra po kruZnicové trajek-
torii o poloméru r se sttedem v jadru. Hmotnost m, a naboj e elektronu znéte. Urcete:

(a) Proud I, ktery pfedstavuje pohybujici se elektron.

(b) Velikost momentu hybnosti L, ktery je spojen s pohybem elektronu po této kruZnici.

(c) Velikost magnetického momentu w, ktery je spojen s pohybem elektronu po této kruznici
(tzv. orbitdlni mag. moment elektronu).

(d) Na zédkladé predchoziho vypoctu ovéite, ze velikost gyromagnetického poméru |y| je 5%

2me "

Uloha 4 (20 bodi)

Ocelovou kulicku (o hmotnosti m a hustoté ¢) poloZzime do viskézni kapaliny o hustoté
ok < o tak, aby byla celd ponofena pod hladinou. V case 7y = 0 kuli¢ku pustime. JestliZe je
velikost odporové sily F, ptisobici proti sméru pohybu kulicky pfimo imérna velikosti rychlosti
kulicky, urcete:

(a) Termindlni (maximdaln{) rychlost kuli¢ky v,,.
(b) Casovy priibéh velikosti rychlosti kulicky v(z).
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Uloha 1 (20 bodi)
(a) Pro x > O plati:
max{a,b}Z_% < f(x) < max{a, b}.
Z véty o dvou policistech a limy_, 4 oo 2% =1 plyne, Ze

xEr—ir-loo f(x) = max{a, b}.

(b)

e 1
lim /() 7St f(-y) = lim - @
X—>—00 —>+00 —>T00 y Y\ v

’ ’ ((5) +(h) )

2

@ 1

———— = minia, b}.
max (1.1 @.b;

(c) Ze spojitosti exponenciely a véty o limité sloZené funkce plyne, Ze lim,_,o f(x) = e4 =

vab, kde
10 a>+b* "Hospital 2 1
A = lim M Hotel o —(loga + logb).
x—0 X 2

Uloha 2 (20 bodi)
Vyuzitim symetrie mnoziny M dostdvame

/(5x+|y|)dxdydz=/ Sxdxdydz—l—/ |y|dxdydz=0—|—/ |y|dxdydz =
M M M M

=4/ ydxdydz,
N

kde N =M N{(x,y,z):y>0,x >0}
Dale z Fubiniovy véty a ndslednou substituci dostdvame

T sinZ sinz—y
4/ ydxdydz:4/ ([ (/ ydx) dy) dz =
N 0 0 0
/4 sinZ
:4/ ([ (sinz—y)ydy) dz =
0 0
1 1 ] (1
—y?sing — =y? dz=4/ —sin’z ) dz =
2 37 Jy=o o \6

-1
sinz(1 — cos? z)) dz = —%/ (1 — 12) dr =
1

2 1,770 22 2\ 8
=—=|t—=t =-(z+=Z)=-.
3 3], 3\373) 9

Uloha 3 (20 bodd)



(a) Vyjdeme z definice proudu, za ndboj dosadime ndboj elektronu e a za cas jednu periodu T

jeho obéhu kolem jadra:
q e ev

ST
kde v je rychlost elektronu na kruhové trajektorii. Tuto rychlost ur¢ime z dvahy, Ze roli
dostredivé sily pii tomto pohybu hraje coulombovska sila mezi elektronem a kladné nabitym
Jadrem vodiku:

e? v? k
k—2 =m,— = v=e ,
r r Ml
kde k = ﬁ. Dosazenim do prvniho vztahu ziskdme:
e? k
I = — .
2nr \ mer

(b) Velikost momentu hybnosti ur¢ime jako

> k
|L| = rmev = rmee = e\ rm.k.

Ml

(c) V Bohrové pojeti atomu vytvafi pohybujici se elektron kruhovou proudovou smycku vyme-
zujici plochu S, jejiz magneticky moment p (presnéji jeho velikost) je dan jako

|11|=IS:—e2 k nrzzle2 k_r
2rr \ mer 2 My

(d) Velikost gyromagnetického poméru |y | je rovna:

1.2 [k
2 2 e e
v |i| ermk  2me

Uloha 4 (20 bodii)

Nez se pustime do feSeni jednotlivych Casti, provedeme tivahy o silach piisobicich na kulic¢ku.
Na pocatku pohybu je odporova sila 130 nulova, na kuli¢ku tedy ptisobi pouze tithova sila
ﬁG a vztlakova sila qu, jejichz vyslednice mifi — s ohledem na zadané hustoty — svisle dold.
S rostouci rychlosti kulicky smérem dolu roste piimo imérné také velikost odporové sily F,.
Pro aktudlni zrychleni kulicky je tedy podstatné vyslednice vSech tif sil — napiSeme pro né tedy
pohybovou rovnici (2. Newtoniv zakon):

mi = Fg + F, + F,.
Jde o jednorozmérny problém, proto s ohledem na sméry jednotlivych sil piejdeme do skaldrniho
zapisu:

ma = Fg — F, — F,.

Nyni dosadime za velikosti jednotlivych sil — vztahy pro tthovou a vztlakovou silu jsou trividlni,
velikost odporové sily vyjadiime jako F, = Kv, kde K je kladnd konstanta. Dostdvdme:

ma = mg — Vorg — Kv,
kde V je objem kulicky a a jeji zrychleni.



(a) UrcCeme nyni termindlni rychlost v,,. Pokud ji kulicka dosdhne, je jeji zrychleni nulové
a plati:

(m —Vok)g

—x

(b) Déle nalezneme Casovy prubéeh velikosti rychlosti. Zrychleni nyni vyjadiime jako ¢aso-
vou derivaci rychlosti (‘3—’;), ¢imz ziskavdme obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu
s konstantnimi koeficienty ve tvaru

d K -V
v K _(m=Vog

0=(mn—"Vor)g — Kvm = vm =

dt ' m m
Nejdiive vyfesime pridruzenou homogenni rovnici, kterd ma tvar:
dvv K
@ mt T
Jeji feSeni budeme hledat ve tvaru vpo, (1) = voe®’, které dosadime:
avee® + Evoe‘” = o= —5.
m m

Dale nalezneme alespon jedno partikuldrni feSeni pivodni nehomogenni rovnice. Zfejmé je

nejjednodussi volit takové feSeni vy, ve kterém rychlost nezédvisi na Case, ¢imZ z rovnice
vypadava Casova derivace a fesi ji vyraz
1
Upart = ?(m - VQk)g
Celkové reSeni je potom
_k, 1
v(t) = Vhom + Upart = Vo€ ™ + E(m - VQk)g
ProtoZe %(m — Vokx)g = vy, miZeme vysledek prepsat jako
_K
V(1) = voe M’ + vy,
Vztah mezi vy a v, ur¢ime z pocatecni podminky v(0) = 0:
0=v9+ Uy = Vg = —VUp.

Findlni feSeni m4 tedy podobu:

v(t) = vy (1 — exp (—%t)) .
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