PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2019

Studijni program: Matematika
Studijni obory: MA, MMIT, MMFT, MSTR, MNVM, MPMSE

Varianta A

Reseni tloh pedlivé odiivodnéte. Vénujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.

Uloha 1 (25 bodi)

Necht’ {x,} a {y,} jsou posloupnosti spliujici:

Xp =y _log(n + k),

k=1

yn = log (ikk).
k=1

Spoctéte lim 2z,
n—o0 Jn

Vysvétlete své feSeni.

Uloha 2 (25 bodi)
AC M = {(x,y): x>+ y2 <1,y > (x — 1)?}. Spoltéte

f (x +2y)dxdy.
M

Uloha 3 (25 bodi)

Vysetfete pribeh funkce f (defini¢ni obor, sudost, lichost, periodi¢nost, limity v krajnich
bodech, spojitost, derivace (vCetné jednostrannych), monotonii, lokdln{ a globélni extrémy, obor
hodnot, konvexitu, konkavitu, inflexni body, asymptoty, obrazek) pro

f(x) = log(|x* — 1| +2).

Uloha 4 (25 bodi)
V prostoru R* se standardnim skaldrnim sou¢inem uvaZujme vektory
vi=(2,1,0,-1), v, =(-3,—-1,1,5), v;3=1(0,4,2,10).

(i) Najdéte ortonormdlni bazi linearniho obalu vektorti vy, v,, V3.
(i1) Urcete ortogondlni projekci vektoru v; na linedrni obal vektorti vy, v,.
(iii) Urcete ortogondlni projekci vektoru 2v; + 3v, na linedrni obal vektort vy, vj.
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Varianta A — ReSeni

Uloha 1 (25 bodd)

Necht’
a, =nlogn,
b, = nlog(2n),
cn = log(n"),
d, = log(n"t).
Pak
0 an S n — bn’
0<c, <y, <d,.
Tedy
a, x, b,
dn ~ Vn ~ Cn
. dap n
Iim — = lim =1,
n—00 dn n—oopn + 1
. by, . log2+logn
Iim —=Ilm —— =1
n—>00 ¢, n—00 logn

Pouzijeme vétu o dvou straZznicich a obdrzime lim i—" = 1.

n—o0 Jn
Uloha 2 (25 bodt)
Snadno zjistime, Ze pro (x, y) € M jex € [0,1]ay < +/1 — x2. Z Fubiniovy véty dostadvame
1 —J1—x2
/ (x +2y)dxdy = < (x +2y) dy) dx = / [xy + yz]Jy);(xl_l; dx
(x 1)2 0
:/ (x\/l—xz—i—(l—xz)—x(x—l)2 (x —1)4> dx
0
1
:/ (x 1 —x2—x*43x3 5x2—|—3x) dx
0
1 1 3 5 3.1
N SN V5 S - BT S W ST
{3( R
1 N 3 5 N 343
3 5 4 3 2 60
Uloha 3 (25 bodi)

Dy =R, spojitdna Dy, f je sudd, nenf lichd ani periodickd

lim =+
x—to00



_2x 00, —
£ = { S o e

3—x2’
Je(=1) = =£1, L) = 1,

2
f//(x) — {%7 X € (_OO, _1) U (19 OO)
BG=x2)2° X € (—1, 1)
f roste na [—1,0] a [1, 00), klesd na (—oo,—1] a [0, 1]. V bodé 0 ma lokdlni maximum, v
bodech =+ 1 ma lokélni i globalni minimum, globdlni maximum neexistuje. Déle f je konkavni na
(—o0,—1],[—1,1] a[l, oo), nemd inflexni body, asymptoty v £ o0 neexistuji, Hy = [log(2), co).

Uloha 4 (25 bodi)
Pouzijeme Gramiv-Schmidtliv ortogonalizacni proces s pribéznym normovanim.
V1 1
w; = = —(2,1,0,—-1)
lvill 6
W, = Vo — (V- W)Wy = (=3 115)+121(210 1)
2 2 2 1 1 9 s Lo «/6 \/6 s Lo Y
=(-3,-1,1,5) + (4,2,0,—-2) = (1, 1, 1,3)
w, 1
w, = =—(1,1,1,3)
Iwall V12

Wy = V3 — (V3 - W)W + (V3 - W2)W2)
6 1 36 1
=(0,4,2,10)—-{ ———(2,1,0,—-1) + ——(1,1,1,3
( (v R N i)
— (0,4,2,10) — (=2, —1,0,1) + (3,3,3,9))
—(0,4,2,10) — (1,2,3,10) = (1,2, —1,0)

w5 1
W3 = = —(-1,2,-1,0)
CARNG
(i) Jedna z ortonormalnich bazi prostoru generovaného vektory vy, v, v3 je
1 1 1
Wi, Wy, w3) = | —=(2,1,0,-1), —(1,1,1,3), —=(—1,2,—1,0) | .
R ) (11, )

(i) Podprostor generovany vektory vy, v, je roven podprostoru generovanému vektory
w1, W,. Ortogondlni projekci vektoru v3 na tento podprostor odecitdme od vektoru v3
pii vypoctu vektoru wj, je rovna (1,2, 3, 10).

(iii) Dany vektor v linedrnim obalu vektord vy, v, lezi, jeho ortogondlni projekce je tedy
rovna 2vy + 3v, = (=5, -1, 3, 13).
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Varianta B
Reseni tloh pedlivé odiivodnéte. Vénujte pozornost ovéfeni predpokladii pouZitych matema-
tickych vét.
Uloha 1 (25 bodi)
(a) Spoctéte

. 3 27’[2 — 3
lim \/ _—
n—00 2n2

cos?(x) — 1 + 2x2

x—0 x4

) 3/2n%2 -3 1 4
lim —cos—|n" |,
n—00 2n? n

kde [x] znaci dolni celou Cast Cisla x.

(b) Spoctéte

(c) Spoctéte

Uloha 2 (25 bodi)
Spoctéte
/e3x arctan(e™ + 1) dx.
Uloha 3 (25 bodi)
At £(0,0) =0apro (x,y) # (0,0)
. )
__sinxsin”y

a) UrcCete defini¢ni obor funkce f.
b) Je funkce f spojitd na svém defini¢nim oboru?
¢) Ma funkce f totdlni diferencial v bodé (0, 0)?

Uloha 4 (25 bodi)
UvaZzujme nasledujici redlnou matici 4,, kde p je redlny parametr.
1 31 2
2 43 3
=1 34 0
-1 10 p—1

V zavislosti na p
(1) urcete hodnost matice A4,
(ii) najdéte vSechna feSeni homogenni soustavy rovnic A,x = 0 a
(111) spocitejte determinant matice A,.
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Varianta B — ReSeni

Uloha 1 (25 bodi)
(a) PouZijeme vétu o zdméné odmocniny a limity

2 —3
" — 1.

. 3/2n% —3 3/ ..
lim = lim
n—>00 2n2 n—oo 2n2

(b) Spocéteme Tayloriv rozvoj funkce cos® v bodé 0:

3 7
cos®(x) =1— Exz + §x4 +o(x*, x—0.
Tedy
cos3(x) — 1 + 3x2 7 4 7
fim ") AR (USNICIC 20 N
x—>0 )C4 x—>0 8 )C4 8

(c) PouzZijeme Heineovu vétu pro x,, = % — 0, % # 0 pron € N a obdrzime
— 3x2 — cos(x)
2

lim (3 2n2_3—cosl>n4= lim V!
x4 ’

n—>00 2n2 n x—0

pokud limita vpravo existuje. Z (b) vyplyva, ze

/1 —3x2— cos(x)

fim Y=
1 —2x%2—cos3(x 1
= lirr}) Z ) lin}) 5 =
x— X x— 3 3
( 1 — Exz) + cos(x) y/1 — 5x2 + cos?(x)
71 7

T 83 24
Tedy existuje ny € N takové, Ze pro kazdé n > n plati

2n? n
Pak ovSem
2n2 -3 1
|:(3 n——cos—) n4i| =—1
2n2 n

pro vSechna n > ng a hledana limita se tedy rovnd —1.

Uloha 2 (25 bodd)



Pouzijeme substituci t = e* a ddle integraci per partes, ¢imZ obdrzime
/z2 tan(z + 1) dz e tan(z + 1) 1/ e dt
arctan = — arctan - — - =
3 3 @ +1)2+1

/3 1 1 2t +2 1 2
=—arctan(t +1)— = [ -2)dt -z | 7—F——Fdt — = | —————df
3arcan(-l—) 3/( ) 3[t2—|—21+2 3/(t+1)2—|—1

? > 2 1 ) 2
3 arctan(t + 1) — r3 + §t ~3 log(t” + 2t +2) — 3 arctan(t + 1), t € R.

Tedy ptivodni integral je roven (aZ na konstantu)

o

3x er e* 1 2

—arctan(e® + 1) — — + — —log(e** 4+ 2e* +2) — Zarctan(e* + 1), x € R.
3 6 3 3 3

Uloha 3 (25 bodi)

a) Dy = R?, protoze x> + y2 = 0, pravé kdyz (x, y) = (0, 0).

b) Ziejmé f je spojitd na R? \ {(0, 0)}, protoZe jde o podil spojitych funkci. Spojitost v bodé
(0, 0) ovéfime spocitanim limity. K tomu vyuZijeme nerovnost | sin x| < |x| < /x% + y2, coz
nam ddva

| sin x sin® y| |x]y?
< < |x| < vV/x2% 4+ y2.
x2 4+ y? _x2+y2_||_ Y

Z véty o dvou straznicich tedy plyne

lim x,y) =0.
(x,J))—>(0,0)f( y)

JelikoZ navic f(0,0) = 0, funkce f je spojitd v bodé (0, 0). Celkem tedy f je spojitd na Dy.

c¢) Funkce f je konstantni na obou souradnych oséach, tedy

af i
5-(0.0)=0= 5 (0, 0).

Pokud tedy totdlni diferencidl existuje, je to nulova linearni forma L(h,k) = 0. L je totdlnim
diferencidlem pravée kdyz

p JO+R 040 = f0.0— LK) _
(h,k)—(0,0) |(h, k)|

Snadno ovSem vidime, ze
) sin i sin® k
lim @ —
x.9)~>0.0) (h2 + k2)3

nemuZe vyjit nula, protoZe napiiklad pro k = h > 0 dostavame

sinh 1
1m S = 3
h—0+ 232 )3 22

£0

Totaln{ diferencial funkce f v bod¢ (0, 0) tedy neexistuje.

Uloha 4 (25 bodd)



Gaussovou eliminaci upravime matici do fadkové odstupniovaného tvaru.

1 31 2 1 3 1 2
2 4 3 3 0o -21 -1
1 34 0 “lo o0 3 —2 |7
-1 1 0 p—1 0 4 1 p+1
1 3 1 2 1 1 2
0 -2 1 -1 0 -2 1 -1
003 -2 |71lo o0 3 -2
0 0 3 p—1 0 0 0 p+1
(i) Matice je v odstupiiovaném tvaru pro kazdé p. Pro p # —1 ma odstupnovany tvar 4
nenulové fadky a hodnost matice A, je proto 4, pro p = —1 ma matice A, hodnost 3.
(ii) Pro p # —1 je mnoZina vSech feSeni {0}. Pro p = —1 mame jednu volnou proménnou,

a to posledni. Bazi mnoZiny vSech feSeni tvoii jeden vektor, ktery ziskame libovol-
nou nenulovou volbou této proménné a zpétnou substituci. MnoZina vSech feSeni je
LO{(—13,—1,4,6)}.

(iii) Z4dn4 z provedenych tprav neméni determinant a determinant horni trojihelnikové
matice je soucin prvkl na diagondle. Determinant matice 4, je tedy —6(p + 1).



