
Přij́ımaćı zkouška na navazuj́ıćı magisterské studium 2017

Studijńı program: Matematika

Studijńı obory: MMUI

Varianta A

Řešeńı př́ıklad̊u pečlivě od̊uvodněte.

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

Navrhněte deterministický konečný automat nad abecedou {0, 1}, který přij́ımá všechna slova
liché délky, která zač́ınaj́ı a konč́ı stejným znakem. Např́ıklad slova 0, 111, 10001 automat
přijme, zat́ımco slova 00, 110, 1000 nepřijme. Přechodovou funkci automatu zapǐste ve tvaru
tabulky a automat znázorněte ve tvaru přechodového diagramu. Navrhněte co nejjednodušš́ı
automat, tzn. takový, který bude mı́t minimálńı počet stav̊u. Minimalitu počtu stav̊u au-
tomatu zd̊uvodněte.

Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

Je dán následuj́ıćı program (obě zadáńı v Pascalu a v jazyce C jsou ekvivalentńı):

program AAA;
var a, b, k: integer;
begin
b := 0;
read(k);
while b <= 1000 do
begin
a := 0;
while a <= b do a := a + k;
b := a;
end;

writeln(b)
end.

main() /* AAA */
{
int a, b, k;
b = 0;
scanf("%d", &k);
while (b <= 1000)
{

a = 0;
while (a <= b) a += k;
b = a;

}
printf("%d", b);
}

a) Určete, jaký výsledek b obdrž́ıme při výpočtu se vstupńı hodnotou k = 5.

b) Určete, jaký výsledek b obdrž́ıme při výpočtu se vstupńı hodnotou k = 17.

c) Určete jednu vstupńı hodnotu k, pro kterou výpočet skonč́ı s výsledkem b = 1007.

Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

Nechť

f(x) = e−
x2

2 −cos(x)
x4 : x ∈ R \ {0},

xn =
∑n

k=0
1√

n3+k
: n ∈ N.

(a) Spočtěte limn→∞ xn.



(b) Spočtěte limx→0 f(x).

(c) Spočtěte limn→∞ f(xn).

Vysvětlete svá řešeńı.

Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

Nechť

f(x) =

{
x2 cos

(
1
x

)
: x ∈ R \ {0},

0 : x = 0.

(a) Spočtěte f ′(0).

(b) Rozhodněte, zda existuje a > 0 takové, že f je monotóńı na intervalu (−a, a).

(c) Rozhodněte, zda existuje b < 0 takové, že f je konvexńı na intervalu (−∞, b).

Své odpovědi zd̊uvodněte.



Přij́ımaćı zkouška na navazuj́ıćı magisterské studium 2017

Studijńı program: Matematika

Studijńı obory: MMUI

Varianta A — řešeńı

Př́ıklad 1 (25 bod̊u)

Pomoćı stav̊u automatu si muśıme evidovat prvńı přečtený znak a dosavadńı paritu délky vstupńıho
slova. Ve stavech B, C byl přečten lichý počet znak̊u a posledńı z nich se shoduje s prvńım, ve stavech
D, E byl přečten sudý počet znak̊u, ve stavech F , G byl přečten lichý počet znak̊u a posledńı z nich
je rozd́ılný od prvńıho. Minimalitu počtu stav̊u ověř́ıme redukćı sestrojeného konečného automatu.

0 1

→A B C A = počátečńı stav
←B D D B = zač́ıná 0, konč́ı 0, lichá délka
←C E E C = zač́ıná 1, konč́ı 1, lichá délka
D B F D = zač́ıná 0, sudá délka
E G C E = zač́ıná 1, sudá délka
F D D F = zač́ıná 0, konč́ı 1, lichá délka
G E E G = zač́ıná 1, konč́ı 0, lichá délka



Př́ıklad 2 (25 bod̊u)

Při každé iteraci vněǰśıho while-cyklu se hodnota proměnné b zvýš́ı o k, takže po i-té iteraci bude mı́t
proměnná b hodnotu i.k. Výsledkem výpočtu pro zadané k proto bude nejnižš́ı hodnota i.k, která
překroč́ı 1000.

a) Spoč́ıtáme 1000/5 = 200 přesně, takže pro k = 5 se vykoná 201 iteraćı a výslednou hodnotou je
1005.

b) Spoč́ıtáme 1000/17 = 58 zb. 14, takže pro k = 17 se vykoná 59 iteraćı a výslednou hodnotou je
1003.

c) Obecně lze některé výsledné hodnoty źıskat pro v́ıce r̊uzných vstupńıch hodnot, ale to zde nemuśıme
řešit, úkolem je nalézt jednu vyhovuj́ıćı vstupńı hodnotu. Takovou vstupńı hodnotou je zřejmě 1007.
Pro ni výpočet skonč́ı hned po prvńı iteraci vněǰśıho while-cyklu s výsledkem 1007.



Př́ıklad 3 (25 bod̊u)

(a) Použijeme větu o dvou policistech. Vı́me, že

0 ≤ 1√
n3 + k

≤ 1√
n3
, k ∈ {1, . . . , n}.

Pak

0 ≤ xn ≤
n+ 1√
n3
≤ 2√

n

a

lim
n→∞

1√
n

= 0.

Tedy
lim
n→∞

xn = 0.

(b) Použijeme Taylorovy polynomy funkćı e−
x2

2 , cos(x) a f(x). Pak dostaneme

e−
x2

2 = 1− x2

2 + x4

8 + o(x4),

cos(x) = 1− x2

2 + x4

24 + o(x4),

f(x) = 1
12 + o(1).

Tedy

lim
x→0

f(x) =
1

12
.

(c) Použijeme Heineho větu. Lze snadno nahlédnout, že xn 6= 0 pro n ∈ N. Z (a) a (b) pak plyne,
že

lim
n→∞

f(xn) =
1

12
.



Př́ıklad 4 (25 bod̊u)

(a)

f ′(0) = lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0
h cos

(
1

h

)
= 0,

kde posledńı rovnost plyne z faktu, že cos je omezená funkce a h konverguje k 0.

(b) Ne. Dokážeme to sporem. Nechť a > 0 je takové, že f je monotóńı na (−a, a). Pak existuje
n ∈ N takové, že 2nπ > 1

a . Položme y = 1
2nπ a z = 1

(2n+1)π . Očividně, −a < 0 < z < y < a a

f(z) = −z2 < f(0) = 0 < f(y) = y2. Tedy, f neńı monotóńı na (−a, a).

(c) Ano. Zřejmě,

f ′′(x) = 2 cos

(
1

x

)
+

2

x
sin

(
1

x

)
− 1

x2
cos

(
1

x

)
: x ∈ R \ {0}.

Protože cos je spojitý v 0 a cos(0) = 1, snadno dostaneme, že

lim
x→−∞

f ′′(x) = 2 > 0.

Tedy existuje b < 0 takové, že f ′′(x) > 0 pro x ∈ (−∞, b). Z toho již snadno plyne, že f je
konvexńı na (−∞, b).
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