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Varianta A

Resen{ pifkladi peclive odivodnéte. Vénujte pozornost ovéreni predpokladi pouzitych mate-
matickych vét.

Piiklad 1 (25 bodii)

Necht

(a) Spoctéte lim,, o .
(b) Spoctéte lim, o f(x).

(c) Spoctéte lim,, o f ().
Vysvétlete sva Teseni.

Piiklad 2 (25 bodii)

Necht
N= {(z,y,2) € R* 2* +y* < 3z},
B+: {(m,y,z)€R3; $2+y2+22<4 & Z>0}7
B~ = {(.T,y,Z>GR3; x2+y2+22<4 & Z<O},
B {(l’,y7Z> GRS; $2+y2+22 <4}

Pomoci vélcovych soutadnic spoctéte nasledujici integraly:

(8) Jiey 0
(b) [\ dA,

(c) fB\N dA.

Piiklad 3 (25 bodii)

Necht



(a) Spoctete f(0).
(b) Rozhodnéte, zda existuje a > 0 takové, ze f je monoténi na intervalu (—a, a).

(¢) Rozhodnéte, zda existuje b < 0 takové, ze f je konvexni na intervalu (—oo, b).

Své odpovédi zduvodnéte.

Piiklad 4 (25 bodi)

Uvazujme nésledujici redlnou matici A, (kterd zavisi na realném parametru p € R) a vektor

b € R3.

13 -1 1 0 1
A,=126 -1 0 1 |, b=|4
13 0 —1 p+2 4

Pro kazdé p € R

e najdéte néjakou bazi prostoru vsech feseni homogenni soustavy linedrnich rovnic A,x =
oa

e urcete mnozinu vsech feSeni soustavy linedrnich rovnic A,x = b.
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Varianta A — reSeni

Piiklad 1 (25 bodd)

(a) Pouzijeme vétu o dvou policistech. Vime, ze

1
0< < s ke{l,....)n
T Vnd+k T Vnd t s
Pak +1 2
n
0< < < —
== T

* 1

lim —= =0

n—oo v/MN

Tedy

lim z, =0

n—oo

22

(b) Pouzijeme Taylorovy polynomy funkci e~ 2, cos(z) a f(x). Pak dostaneme
12
ez = 1—%2—#%%—0(3:4),
cos(z) = 1 "’“"2—2 + % + o(x%),
flx) = 15 +o(1)
Tedy
M) =13

(¢) Pouzijeme Heineho vétu. Lze snadno nahlédnout, ze x, # 0 pron € N. Z (a) a (b) pak plyne,
ze

lim f(2n) = —

n—00 12°



Piiklad 2 (25 bodu)
Valcové soufadnice jsou:

= rcos(a),
= rsin(a), >0, a€(0,27), z € R,

[T S

Jacobidn vélcovych soutradnic je r.

(a) Plati, ze BT\ N = {(r,a,2) € R3 : 2,70 > 0,72 < 4 —22r% > 3z, € (0,27)} U M, kde
A(M) = 0. Nerovnosti 3z < 4 — 22, z > 0 plati pro z € (0, 1), tedy

2l pN/4—22
/ d\ = / // rdrdzda (2)
BH\N 0 0 JVv3z

1

= 71'/ (4 — 2% — 32)dz
0

1, 3,
= T [42: — -2 - 22]
3 2 |,

13
= —.

6

(b) Mdme B~ \ N = B™, tedy

/ d\
B-\N

[l
S
|
QL
>

2 (0 pVA—22
/ // rdrdzda (3)
o J-2Jo
0

1 0
= 7r/ 4— 2°dz =27 [42 — 23]
-2 3 2=—2



Piiklad 3 (25 bodi)

@ f(h) — f(0) 1
! . - .
f(0) = }llu% = %11r6hcos (h) =0,
kde posledni rovnost plyne z faktu, Ze cos je omezena funkce a h konverguje k 0.

(b) Ne. Dokézeme to sporem. Necht a > 0 je takové, Ze f je monoténi na (—a,a). Pak existuje
n € N takové, ze 2nm > é Polozme y = T 1

az=m-1r=. OCividné, —a <0< z<y<aa
f(z) =—22 < f(0) =0 < f(y) = 9. Tedy, f neni monoténi na (—a,a).

2n+1)r”
I"(z) = 2cos (i) + %sin (i) — %COS (;) . x € R\ {0}.

Protoze cos je spojity v 0 a cos(0) = 1, snadno dostaneme, ze

(c) Ano. Ztejme,

lim f’(z)=2>0.

T—r—00

Tedy existuje b < 0 takové, ze f”(x) > 0 pro x € (—o0,b). Z toho jiz snadno plyne, ze f je
konvexni na (—o0,b).



Piiklad 4 (25 bodi)

Soustavu Apx = b upravime elementdrnimi fddkovymi dpravami na odstupniovany tvar.

13 -1 1 0 1 13 -1 1 0 1
(Aplb)=1[ 2 6 -1 0 1 4 | ~1 00 1 =2 1 2
13 0 -1 p+2|4 00 1 -2 p+2|3
13 -1 1 0 1
~1 00 1 =2 1 2
00 0 0 p+1]1
e Pro p = —1 je dimenze prostoru vSech feSeni soustavy A,x = o rovnd 3. Bézi tohoto prostoru

ziskame napiiklad volbami (0,0, 1), (0,1,0), (1,0,0) hodnot volnych proménnych a dopo¢tenim
bézovych proménnych. Uvedené volby davaji bazi

-1 1 -3
0 0 1
-1 1,1 2 1, 0
0 1 0
1 0 0

Pro p # —1 je dimenze mnoziny feSeni 2, baze je naptiklad

1 -3
0 1
2 1, 0
1 0
0 0
e Pro p = —1 nemad soustava A,x = b feSeni. Jinak dopo¢tenim partikuldrniho feSeni (napiiklad

volbou 0 pro hodnoty volnych proménnych) ziskdme mnozinu vSech fFeseni

1
3= 5 1 -3
0 0 1
2-54 |+LO 21,1 o
0 1 0
1
s 0 0
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