PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICT MAGISTERSKE STUDIUM 2017

Studijni program: Matematika
Studijni obor: Financ¢ni a pojistnd matematika

Varianta A

Reseni prikladu peclive odivodnéte. Vénujte pozornost ovéfeni predpokladil pouzitych mate-
matickych vét.

Piiklad 1 (25 bodu)

Spoctéte

/ 3y drdy |
M

kde M ={(z,y) eR*: 0<zr<3,0<y<1,y<uz}
Piiklad 2 (25 bodi)
Definujme funkci f: R? — R piedpisem

f(z,y) = sin(|z[y).

Urcete jeji totalni diferencidl vsude, kde existuje.

Piiklad 3 (25 bodii)

Uvazujme ndhodny vybér X, ..., X,, z rozdéleni s hustotou
2 2
i) = exp {—x—}f{x >0}, >0
Y Y

(a) Najdéte maximélné vérohodny odhad pro nezndmy parametr v > 0.

(b) Odvodte asymptotické rozdélenf maxim4lné vérohodného odhadu pro nezndmy parametr
.

(c) Sestavte

(i) test pomérem vérohodnosti,
(ii) Raouv skérovy test,
(iii) Waldav test

pro nulovou hypotézu Hy : v = 1 oproti alternativée H; : v # 1.

Piiklad 4 (25 bodi)

Uvazujte investicni projekty X a Y reprezentované penéznimi toky Cx = (z9,x1) a Cy =
(yo,21) v Casovych okamzicich 0, 1. Predpokladejme z¢ < 0, yo < 0, 1 > 0, y1 > 0, |zo| < 71,
|vol < 1.



(i) Vyjadrete obecné soucasné hodnoty obou uvedenych projektu pii hodnotici irokové mife
(cené kapitalu) i.
(ii) Pro kazdy projekt zvlast uvedte obor hodnot 7, pro které je z hlediska soucasné hodnoty
projekt ptijatelny.
(iii) Uvazujte konkrétni projekty reprezentované penéznimi toky Cx = (—1,1.1) a Cy =
(—2,2.1). Méte moznost prijmout prijmout nejvyse jeden z téchto projektu. Zjistéte,
pii kterych hodnotach ¢ prijmete

(a) projekt X
(b) projekt Y

(¢) neptijmete zadny projekt.
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Varianta A — reSeni

Piiklad 1 (25 bodd)

Pouzijeme Fubiniho vétu. To je mozné, protoze mnozina M je méfitelnd a integrovand funkce je
spojitd, tedy méritelnd, a nezdpornd na M. Je pro nas vyhodné psat

M = M U M, M1:{O<m§1,0<y<x}, M2:{1<33<3,0<y<1}.
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Piiklad 2 (25 bodi)

Pro (z,y) € R? mdme

ggam—ummmw

a tato parcidlni derivace je spojitd na R2. Déle, na mnoziné R? \ {(z,y) € R? : z = 0} mame

0
(o) =y cosllely)

a tato parcidlni derivace je spojitd na mnoziné R?\ {(z,y) € R? : x = 0}. Proto zde totaln{ diferencial
existuje a spliiuje
x

df (z,y)(h1, he) = ym cos(|z|y)h1 + |z| cos(|z|y)he.

Déle na mnoziné {(z,y) € R?: x = 0,y # 0} neexistuje limita

lim f($ -+ tay) — f(xv y) — lim f(tay) — f<07y) = lim Sin(|t|y) .
t—0 t t—0 t t—0 t

Proto parcialni derivace % zde neexistuje a neexistuje zde ani totalni diferencial.

Zbyva vysetiit chovani v pocatku. Mame

£ 0) — e
8—f(0,0):hmf(0+ ,0) — f(0,0) _ . sin0—sin0 _
Ox t—0 t t—0 t

a
8—f(0,0) — fim f(0,04t) — £(0,0) — lim sin0 —sin0 0.
Ay t—0 t t—0 t

Proto jedinym kandidatem na totalni diferencidl je linedrni funkce L: (hi, h2) +— 0. Ovéime, zda
spliuje definici totalniho diferencidlu. Zkouméame limitu

lim f(O + hl, 0 + h2) — f(0,0) — L(hl, hg) — lim sm(|h1]h2) —sin0 — O
h—0 Al h—0 IAl

Tato limita se rovnd nule, protoze

: 2
‘Sln(|h1|h2)‘ < Imhaf IR _ 1Al

5] 202 ]

Proto totalni diferencidl v pocatku existuje a je trivialni.



Piiklad 3 (25 bodi)

(a) Nejdiive vyjadiime vérohodnost
2" T, X, noX2
Ln<7;X) = Mexp _L . X; >0, Vi.
0 Y

Logaritmicka vérohodnost je pak

n n
1
ln(7; X) = E logXi+nlog2—nlog’y—; E X2
i=1 i=1

Nasledné zderivovanim dostaneme skérovou statistiku

n 1 —

Un(v:;X) = ——+ 5 >_X7.

RS et
Maximalné vérohodny odhad je feSenim vérohodnostni rovnice 91, (y; X) /07y = 0 vzhledem k nezndmému
parametru -y, tj.

5= 1 zn: X2
i Z

Pozorovana (vybérova) informace je

10U, (v; X) 1 2 = o
In(v; X) = 0 oy 2 + WZXW
i=1

kterd po vyéisleni v maximalné vérohodném odhadu nabyva kladné hodnoty
n -2
I,(5;X) = n? (Z XE) > 0.
i=1
Tim padem je nalezeny maximalné vérohodny odhad pravé jeden.
(b) Fisherovu informaci spoc¢itdme jako

1
v?’

© 9 3 2 00
EX? :/ xexp{—x}da: = ’y/ ye Ydy = .
o 7 v 0

V(i =7) = N(0,9%), n—oc.

I(’Y) = E[n(’Y;X)

protoze

Pak plati, ze

(c,i) Test podilem vérohodnosti pro nulovou hypotézu Hy : v = 1 oproti alternativé Hy : v # 1 je
zalozen na testové statistice

Ln(5;X) - 1<
D, =2log =" =92 X2 _9p—2pn1 =N x?
= P = ([

a Hy zamitdme ve prospéch Hi, kdyz D, > x3(1 — ), kde x3(1 — a) je (1 — a)-kvantil x? rozdélen{
0 jedném stupni volnosti.



(c,ii) Raouv skérovy test pro nulovou hypotézu Hy : v = 1 oproti alternativé Hy : v # 1 je zaloZen
napiiklad na testové statistice

2
[Un (15 X)) I 2
" nl(1) "\ ; !
a Hp zamitdme ve prospéch Hy, kdyz R, > x3(1 — a).

(c,iii) Waldav test pro nulovou hypotézu Hy : v = 1 oproti alternativée Hy : v # 1 je zalozen
napiiklad na testové statistice

Wn:n(?—1)2l(’7):”<1_2ﬁj)(i2>2

a Hy zamitdme ve prospéch Hy, kdyz W, > x3(1 — ).



Piiklad 4 (25 bodi)

(i) Ozna¢me PVy resp. PVy soucasné hodnoty plynouci z projektu X resp. Y. Plati

€T
L Ph=gt+ 2

PVy = .
X =T+ 1+

(ii) Projekt je ptijatelny, jeslize o¢ekdvand soucasnd hodnota je kladnd. Musi tedy platit
PVx >0, PVy >0,

coz v piipadé projektu X vede na nerovnost (analogicky pro projekt Y)

1
x — >0,
0TI
a tedy -
-1l<i<-1——
o

(iii) Pfijmeme projekt, ktery je prijatelny. Jsou-li pfijatelné oba, pfijmeme projekt s vyssi souc¢asnou
hodnotou. Mayji-li oba stejnou kladnou soucasnou hodnotu, pfijmeme libovolny z nich. Projekt
X je prijatelny pro —1 < i < %, projekt Y je prijatelny pro —1 < i < %. Nerovnost
PVy > PVx plati, pokud

2.1 1.1
24+ —>-14+—
1+ 1+

neboli 1 < ﬁ, tj. =1 <i<0. Pro?>0je PVy < PVx. Prot=0 je PVy = PVx.
. wes ST . 1
(a) Projekt X piijmeme, je-li 0 <i < 5.
(b) Projekt Y pfijmeme, je-li —1 < i < 0.

(¢) V pripadé ¢ > % nepfijmeme zadny projekt.
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