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Predmluva

Tato publikace je urcena predevsSsim studentim kurzi matematické analyzy na
Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy. Jejim cilem je vysvétlit a ilu-
strovat zdkladni metody feSeni pocetnich prikladt k latce, kterad je ve zminénych
kurzech zpravidla pfednasena.

Navazujeme zde na publikaci L. Zajicka ,,Vybrané ulohy z matematické analyzy“
([Z]). Ta obsahuje jisty vybér doporuéenych piikladid véetné vysledkd a navoda
k latce zakladniho kurzu matematické analyzy v 1. a 2. roéniku oboru matematika.
Dale na vybranych fesenych prikladech ilustruje metody fesSeni tloh vézicich se pre-
véazné k diferencidlnimu poctu redlnych funkci jedné proménné. Nagim cilem bylo
proto doplnit publikaci L. Zajicka o text, ve kterém predvedeme zdkladni metody
feseni pocetnich tloh ke standardni latce z integralniho poctu funkei jedné pro-
ménné (nezahrnuje teorii Lebesgueova integralu), tloh na vySetfovani konvergence
¢iselnych fad, tloh na feSeni zakladnich typtu diferencidlnich rovnic a jejich soustav,
uloh z diferencidlniho poc¢tu realnych funkei vice proménnych, iloh na vySetfovani
extrému funkci vice proménnych, tloh na studium konvergence posloupnosti a fad
funkeci, specidlné mocninnych fad a Fourierovych rad.

Hlavni diraz je kladen na prezentaci nejéastéji uzivanych pocetnich metod,
které je k tispésnému absolvovani kurzu matematické analyzy tieba zvladnout. Ne-
snazime se proto zahrnout soustavnéji obtiznéjsi tlohy, jejichz feSeni vyzaduje méné
bézné obraty (,triky*), ani pfedvést co nejelegantnéjsi feseni. Pokud se vam podafi
najit vlastni postup odlisny od nami prezentovaného, bude to chvalyhodné. Jestlize
si nebudete jisti, zda vase feSeni je korektni, snazte se o tom radé&ji ujistit konzul-
taci s nékterym ze svych ucitelti. Jisté pfi peclivém studiu textu narazite na chyby.
Budeme vam vdécni, pokud nas na né upozornite.

Vétsinou uvadime formulace tvrzeni, na nichz jsou feseni nasledujicich uloh za-
lozena, a pak dokumentujeme vybrané metody zpravidla na jediné k tomu zvolené
uloze. Formulace tvrzeni se snazime volit co nejvhodnéji pro uziti v pocetnich pfi-
kladech, tedy ne nutné v nejsilngjsi formé (to se tyka napt. druhé véty o substituci,
kterou mozna znate z pfednasky v odlisné formé). Nékdy se namisto formulace
tvrzeni odkazujeme na literaturu. Volime pokud mozno cesky psanou a dobfe do-
stupnou literaturu, jejiz seznam je na konci textu. ReSeni prvnich tloh v kazdém
oddilu jsou podrobnéjsi, zatimco v dalsich tlohach jiz pfedvedené ¢i rutinni postupy
popisujeme strucnéji ¢i je zcela prenechavame ctenari.

Predklddana publikace by tedy méla umoznit studentovi porozumét zakladnim
pocetnim metodam a ukézat mu, jak lze feSeni dostatecné presnym a primérené po-
drobnym zptisobem zapsat. K aktivnimu osvojeni metod je ovSem potfeba spocitat
fadu dalsich ptikladi, které lze najit v uvedené publikaci [Z] a v jinych sbirkdch pfi-
kladii. Regené piiklady lze najit téZ napi. ve sbirkach [K1]-[K4]. Nage publikace si
neklade za cil, abyste po jejim prostudovani dokazali fesit obtiznéjsi , problémové*
ulohy ¢i abyste bez potizi bez dalsiho studia uméli odhadnout, jakou metodu nebo
jakou kombinaci metod mate pro dany ptiklad volit.
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Chtéli bychom vas téz upozornit na to, ze a¢ v zakladnich kurzech matema-
tické analyzy jde o pomérné jasné vymezenou latku, jejiz vyklad na Matematicko-
fyzikalni fakulté je jisté silné ovlivnén dlouholetymi tradicemi, piesto se v riznych
kurzech trochu lisi. Proto doporucujeme, abyste si peclivé porovnali ndmi pou-
zivana tvrzeni s témi, kterd znate z prednasky, kterou navstévujete, a abyste se
v pripadé odliSnosti snazili rozdilim porozumét nebo se poradili se svymi uci-
teli. Jisté se setkate téz s tim, Ze ndmi pouzivanéd terminologie a znaceni se bu-
dou lisit od téch, které znate z prednédsek. To by nemélo ptlisobit potize a jisté se
s podobnymi odliSnostmi setkavate i v jinych ucéebnicich. S takovymi odchylkami
se muzete setkat napf. pii znaceni uzavienych intervala [a,b] & (a,b), pii zna-
Ceni prvkl R™ jako (z1,...,2,) ¢ [z1,...,z,], pFi znadeni ptirozeného logaritmu
log ¢i In a podobné. Méli bychom upozornit, abyste si peclivéji povsimli naseho
znaceni mnoziny vSech primitivnich funkci na daném otevieném intervalu pomoci
symbolt [ f(z)dz = F(z) + C. Mozna se setkdte s odliSnym znadenim, napf.
[ f(z) dxéF(x). Povsimnéte si téz, Zze pouzivame prednostné ,,zobecnény Rieman-
nuv integral® s odvolanim na ucebnici integralniho poc¢tu V. Jarnika. Podstatné je,
ze pro spojité funkce na otevieném intervalu jde o Newtonav integral a pro funkce
spojité na uzavieném intervalu i o Riemanntv integral.

Dékujeme predevsim kolegovi Prof. L. Zaji¢kovi, DrSc. za jeho iniciativu, bez
niz by tato ucebnice nevznikla i za celou fadu pripominek, kterymi vyznamné
pomohl k vylepseni naseho textu. Za fadu uziteénych pfipominek dékujeme téz
Doc. O. Johnovi, CSc., Doc. J. Veselému, CSc. a Mgr. M. Zelenému, Dr.

Poznédmka k druhému vydani: Pti pfipravé druhého vydani jsme opravili chyby
v pivodnim textu, o nichz jsme védéli. Za upozornéni na nékteré z nich dékujeme
Doc. O. Johnovi, CSc. a Prof. L. Zajickovi, DrSc. Navic jsme feSeni nékterych
prikladt napsali podrobnéji, doplnili jeden pfiklad do §29 a pridali §71, v némz
ukazujeme dalsi pouziti véty o vazanych extrémech.
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1. Primitivni funkce

V této kapitole si na vybranych pfikladech pfedvedeme zdkladni metody hledani
primitivnich funkci k zadané funkei. Primitivni funkei k funkci f: (a,b) — R na
intervalu (a, b) se rozumi funkce F': (a,b) — R takova, ze F'(x) = f(z) pro vSechna
z € (a,b). Je-li zadana redlna funkce f na podmnoziné R, pak tlohou o hledani
vSech primitivnich funkci k f rozumime hledani vSech F' definovanych na néjakém
otevieném intervalu I takovych, ze F je primitivni funkci k f na I. Na kazdém inter-
valu je F urcena (pokud existuje) ,,jednoznacéné aZ na pficteni konstantni funkce®,
coz zde zapisujeme s pouzitim symbolu C ve tvaru

/f(x) dz = F(x) 4+ C na intervalu I.

Presnéji, [ f(x)dx zde znaé¢i mnozinu vSech primitivnich funkei k funkei f na I a C
mnozinu vSech konstantnich funkci na I. Symbol F(x) + C pak oznacuje mnozinu
v8ech funkei tvaru F(x) 4 ¢ na I, kde ¢ € R. Napiiklad tedy F(z) + C = G(z) + C
na I, pokud je funkce F' — GG konstantni na intervalu I.

Mluvime-li o souétu [ f(z)dz+ [ g(z)dx ¢ o nasobku [ f(z) dz nenulovym re-
alnym ¢islem r, uzivame konvenci, ze (F(z)+ C)+ (G(z)+C) = (F(x) +G(z))+C
a r(F(x) + C) = rF(z) + C. (Totéz bychom mohli zavést i pro nulovy nésobek,
ale odporovalo by to bézné uzivané konvenci.) V§imnéte si, ze provadime p¥islusné
operace jen na ,reprezentanty“ F' a G. S mnoZinami primitivnich funkci tedy pra-
cujeme tak, jakoby to byly funkce, ale nesmime zapomenout, ze vysledek bude opét
urcen az na pri¢teni konstantni funkce.

Uloha o hled4ni primitivnich funkeci je zfejmé vyfesena, kdyz najdeme primitivni
funkeci k f na vSech maximalnich otevienych intervalech, na kterych existuje. Tak
budeme také pii feSeni postupovat. Casto se struéné pise napiiklad

1
/ s—dz =tgz+ C,
cos? x

aniz se specifikuje interval, ke kterému se rovnost vztahuje. Pfesnéji se tim ovSem
rozumi, Ze uvedeny vztah plati pro vSechny oteviené intervaly obsaZené v defini¢-
nim oboru ﬁ, tj. pfedev§im na maximalnich otevienych intervalech defini¢niho
oboru, kterymi jsou v uvedeném piipadé intervaly (=% + km, § + km), kde k € Z.

81. Znamé derivace. O tadé funkci vime, Ze jsou derivaci nékteré elemen-
tarni funkce. Naptiklad e* = (e%)’, na"~! = (2™) ap. UZijeme-li navic znalosti
o derivaci nasobku a souc¢tu funkci, mtizeme hledat primitivni funkce k né€kterym
elementdarnim funkcim a jejich linedrnim kombinacim.

Piiklad Spoctéte [ cos? 5 dw, tj. najdéte vSechny primitivni funkce k fun-

kei cos? 5-
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Reseni. [cos?Zdx= [H2dr =1 [1dz+ 3 [coszda =%+ 2% 4 CnaR.
n

§2. Lepeni primitivnich funkci. Pokud umime nalézt primitivni funkeci k
dané funkci na nékterych intervalech (a,b), ale neumime to pfimo pro maximalni
intervaly, na kterych existuje, pak uzivime casto ,metodu lepeni“ primitivnich
funkeci.

Pifiklad Spoctéte [ |z|dz.

Reseni. Snadno nahlédneme, ze [ |z|dz = [xdz = “”—22 + C na intervalu (0, 0) a
ze [|z|dz = [(—z)dz = —%2 + C na intervalu (—o0,0). Tedy pro vSechna ¢ € R
je x—; + ¢ primitivni funkei k |z| na intervalu (0, c0) a pro vSechna d € R je —%2 +d
primitivni funkei k |z| na intervalu (—oo, 0).

Protoze funkce |z| je spojitd na R, existuje primitivni funkce k |z| na R.

Je-li F' néjakd primitivni funkce k funkci |z| na celém R, pak F(x) = %2 +c
na intervalu (0, c0) pro néjaké ¢ € R a F(x) = —””2—2 + d na intervalu (—o0,0) pro
néjaké d € R. Navic, protoze F' ma v kazdém bodé& z intervalu (—oo,o0) vlastni
derivaci |x|, musi byt F' spojitda na R. K tomu je nutnou a postacujici podminkou
to, zZe plati

lim F(z) = lim F(x),

z—0_ z—04

a tedy ¢ = d. Funkce F je proto rovna funkci (sgn x)% + ¢ na celém R pro né&jaké
¢ € R a vzhledem k tomu, Ze vSechny primitivni funkce na intervalu jsou urcéeny
jednoznaéné az na pticteni konstantni funkee, jsou funkce tvaru (sgnx) % + ¢ vSemi
primitivnimi funkcemi k |z| na maximalnim intervalu (—oo, ), tj.

2
/|x| dz = (sgnx)% + C na (—o00, 00).

Piiklad Spoététe [|sinz + cosxz|dz.

Reseni. Protoze sinz + cosxz = sinx + sin(x + Z) = 2sin(z +
2

1)
|sinz + cosz| = (—=1)¥(sinz + cos z), pokud z € I, = (=5 + km, 2% + k), kde k je
libovolné celé ¢islo. Snadno nyni zjistime, ze funkce

Fi(z) = (=1)¥(— cosz + sinz) + cx

je primitivni k funkci |sinz + cosz| na intervalu Iy pro kazdé celé k a libovolné
realné cy,.

10
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Uvazujme funkci F' definovanou pfepisem F(x) = Fj(z) na kazdém I. Aby
funkce F' byla spojitéa, musi platit

lim  (=1)F(—cosz +sinz) +ep = V24 =

z—(3E +km) _

lim —1)k+1(— cosz +sinx) + cpr1 = —\/§+ck+1
= (= F+(k+1)m)+
pro vsechna k € Z.

Zvolime tedy ¢ libovolné a ¢;, = ¢y + 2k+/2 pro viechna k € Z. Tim je uréena
spojitd funkce F' na R. Protoze derivace funkce F' konverguje k hodnoté (spojité)
funkce | sinx + cosz| pro x blizici se hodnoté —% + k7 zleva i zprava pro viechna
celd k, jsou podle véty o limité derivaci a jednostrannych derivacich limita zleva i
zprava funkce F’ rovny derivaci F' v bodé —7% + k7 a ta je rovna hodnoté funkce
|sinx 4 cosz| v bodé —7 + km pro vSechna celd k. Proto je F' primitivni funkci k
| sin z+cos x| na celém R. Pfi¢tenim libovolné konstanty muzeme docilit, Ze hodnota
co je libovolné realné cislo.

Resenim tedy je, Ze

/ |sinz 4 cosz| dz = Fy(z) + C,

kde Fy(z) = (—1)*(— cosz + sinz) + k2v2 pro @ € [~ T + km, — T + (k + 1)x] pro
vSechna k celd. ]

Vsimnéte si, ze v prvnim z predchozich dvou prikladt jsme pouzili explicitné
tvrzeni o existenci primitivni funkce ke spojité funkci [I1, Véta 49|, kdezto ve dru-
hém jsme se bez toho obesli. Pouzili jsme ovSem jiné tvrzeni (o limité derivace a
jednostranné derivaci [DII, Véta 80]). V obou pfipadech si muZete rozmyslet, jak
by vypadalo uziti druhého z obou moznych postupi.

§3. Derivace soucinu a metoda per partes. Neni pfili§ casté, aby funkce
byla zapsana ve tvaru derivace sou¢inu dvou funkci jako v nésledujicim pfikladu.

Piiklad Spoctéte [e*(sinz + cosz)dx.

Resent. [ e”(sinz+cosz)dr = [ ((ew)’ sinx + e%(sin x)’) dz = e®sinz + C na R.
| |

Mnohem c¢astéji je mozné vyjadrit si zadanou funkci jako soucin derivace jedné
funkce s funkci druhou, tedy jen jako ¢ast vzorce pro derivaci sou¢inu. To nadm

umozni pouzit metodu per partes, ktera spoc¢iva v nasledujicim pozorovani.
Je-li G'(z) = g(z) a F'(z) = f(x) pro viechna = € (a,b), pak plati, Ze

/ F(2)g(z) dz = F(2)G(z) - / f(2)G(x) da

11
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na (a,b), pokud md pravd strana smysl.
Pouziti si nejprve predvedeme na velmi jednoduchém piikladu.

Piiklad Spoctéte [ ze® dux.

Reseni. Uzijeme vyse popsané tvrzeni (,metodu per partes®) pfi volbé F(z) = x
a g(x) = €® pro ¢ € R. Dostaneme

/xemdx:xez—/emdx:(x—l)em—l—CnaR.

Smysl volby F' a g v pfedchozim prikladu byl v tom, ze vedla k vjpoctu pod-
statné jednodussiho integralu. Je tfeba ziskat cit pro to, jak uzit metodu per partes
tak, aby vedla ke zjednoduseni tlohy. V nasledujicim prikladu si ukazeme ponékud
odlisny pripad zalozeny na tom, Ze derivace logaritmu je racionalni funkce.

Piiklad Spoctéte [log|l+ z|dx.

Reseni. Maximalnimi otevienymi intervaly obsazenymi v defini¢nim oboru funkce
log |1 + z| jsou intervaly (—1,00) a (—o0,—1).

Polozme F(z) = log|l + z| a g(x) = 1 na libovolném z obou intervalt. Uzitim
metody per partes dostavame

/log|1+x\dx:xlog\1+x|—/%dx:
X

1
—glogll+al— [ (1--——" ) dz=
zlog|l + x| /< 1+x) x

=zlog|l 4+ 2| —z +1og|l + 2| + C na intervalu (—oo, —1).

Stejnou rovnost dostdvame téz na intervalu (—1, c0).

Protoze (—1, 00) a (—o0, —1) jsou maximalni oteviené intervaly obsazené v defi-
ni¢nim oboru funkce log |1+ x|, jsou tak popsény vSechny primitivn{ funkce k funkci
log |1 + z|. [ |

Povsimnéte si, ze nepiSeme [ log |1+ z|dz = zlog |1+ x| —z +log|l + 2|+ C na
definiénim oboru funkce log |1 4 z|! Defini¢nim oborem funkce log |1 4 x| neni totiz
interval, ale mnozina (—oo, —1)U(—1, 00). Na takovychto mnozindch jsme primitivni
funkci ani symbol C nedefinovali. Navic, kdybychom je definovali analogicky, pak
by uvedena rovnost neplatila.

Dale si ukdzeme, jak mize vést k nalezeni primitivnich funkci vicenasobné po-
uziti metody per partes. V pfedminulém piikladu jsme vyuzili mimo jiné toho,
ze derivaci funkce x je konstantni funkce. Obecnéji mtizeme v fadé priklada uzit

12
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toho, ze n-ta derivace polynomu n-tého stupné je konstantni. V nasledujicim p¥i-
kladu bude podstatné zaroveri, ze primitivni funkce k funkcim cosz a sinx umime
pocitat a pouzitim metody per partes se integrovani postupné zjednodusuje.

Piiklad Spoctéte [(23 + 3z —2)coszdz.

Reseni. Nejprve pouzijeme metodu per partes na funkce F(z) = 23 + 3z — 2 a
g(x) = cosx definované na celém R. Dostaneme, Ze

/(x3 + 3z —2)coszdx = (z° + 3z — 2)sinz — /(3:1:2 + 3)sinx da.

Déle uzijeme metodu per partes na funkce F(x) = 322 + 3 a g(z) = sinz a dosta-
neme, ze

/(3:U2 +3)sinzdz = (32% + 3)(— cosz) — /Gx(— cosz) dx.

Kone¢né uzijeme metodu per partes s F(xz) = x a g(z) = cosz, abychom dostali,
ze
/xcosxdx =zxsinz — /sinxdx =zsinz 4 cosx + C.
Celkem pak mame, zZe
/(x3 + 3z —2)coszdr =
= (2% + 3z — 2)sinx + (32° 4+ 3) cosx — 6(xsinz + cosz) + C =
= (2® — 3z — 2)sinz + 3(2* — 1)cosz + C na R.
|
Povsimnéte si, jak jsme zachézeli se symbolem +C, tj. s pfi¢tenim mnozZiny
vSech konstantnich funkci na R, a uvédomte si, pro¢ to bylo korektni.

V nékterych pfipadech neni tézké odvodit pomoci opakovaného pouziti metody
per partes vzorce matematickou indukci.

Piiklad Spoététe [2"e” dx pro vSechna pfirozena n.
Reseni. Polozme f,(z) = 2™e®. Pomoci metody per partes dostaneme rovnost
/fn(x) dz = /x”ew dz = z"e” — /nx”_le”” dz =z"e” — n/fn_l(x) dz
na celém R. Snadno pak odhadneme a indukci dokazeme, Ze
/x"em de = z"e* —na" te” 4+ - + (=1)"nle” + C na R.
|

Casto vede vhodné pouziti metody per partes (obecné i nékolikrat opakované)
nikoliv pfimo k vypoctu primitivni funkce z jednodussi funkce, ale k rovnosti, ze
které 1ze hledanou primitivni funkci spocitat.

13
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Piiklad Najdéte vSsechny primitivni funkce k funkci m

Reseni. Uzijeme metodu per partes na funkce F(z) = H% a g(z) = 1. Dostaneme
rovnost

1 1 -1
Ade=—— - | ———_(22)- =
/1—1—:132 dz 52 " /(1+x2)2(x) xdx

1 2.1
:L+2/L:

1+ 22 (14 22)?
z 1

PovS§imnéme si, Ze se na pravé strané objevila primitivni funkce, kterou chceme spo-

¢itat. Vyjadiime si ji tedy pomoci pifedchozi rovnosti, ve které dosadime arctgaz+C
1 . R

za [ 175» dz. Mame konecné, ze

1 1
/md$:§(arCtg$+1x )—l—CnacelemR
|

V pfedchozim pfikladu jsme tedy postupovali od jednoduééiho integréulu, ktery

vvvvvv

Jadrlh. Podobnym postupem Ize obecnéji integrovanim funkce 7y vyjadrit

(1+m
1l W dx pomoci analogického integralu s n namisto n+ 1. To dava rekurentni

formuli pro posloupnost primitivnich funkei V nasledujicim ptikladu ptjde

1
(14=z2)" "
o nalezeni rovnice, kterou musi primitivni funkce spliiovat.

Piiklad Spoctéte [e”sinxdx.
Reseni. Pomoci dvojiho pouziti metody per partes dostaneme postupné

/em sinzdr = e”sinx — /e“”(cosx) dz =

=e"sinx — e” cosx + / e’(—sinz)dr = e®(sinz — cosx) — /e”” sin z dz.
Hledany integral je na obou stranich s opa¢nym znaménkem. Dostaneme proto
vyjadieni

1
/em sinxdz = §em(sinx —cosz) 4+ C na R.

Zde si povSimnéme, jak jsme pracovali s mnozinou [ e”sinx dz, kterd je tvaru
F(z) + C. Pricetli jsme ji k obéma strandm rovnice, a tak jsme dostali nalevo

(F(z)+C)+ (F(z)+ C)=2F(x)+ C

14
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a napravo

e’(sinx — cosz) — (F(x) + C) + (F(x) + C) =
= e®(sinz — cosz) + (—F(z) + C) + (F(z) + C) = e*(sinz — cosz) + C).

Na zaveér jsme obé strany vynasobili jednou polovinou podle zavedené konvence. B

84. Substituce. Znalost véty o derivovani slozené funkce umoznuje pouzit jednu
ze dvou forem vét o substituci. Pfipomenme si, ze formalné jde vzdy o rovnost

/g(y) dy = /(gOf)(m) - f'(x) dz.

»Pruni veta o substituci®. Je-li G primitivnd funkci k funkci g na intervalu
(A,B) a funkce f: (a,b) — (A, B) ma vlastni derivaci v kaZdém bodé intervalu
(a,b), pak

na intervalu (a,b).

Disledkem uvedené véty je véta nasledujici, kterou je, jak uvidime v prikladech,
uzite¢né zformulovat jako samostatné tvrzeni.

,Druhd véta o substituci®. Je-li funkce g spojitd na intervalu (A, B), funkce
f: (a,b) — (A, B) je bijekci* s vlastni derivaci na intervalu (a,b) a H je primitioni
funkci k funkei (go f) - f' na intervalu (a,b), pak

na intervalu (A, B).

Pozndmka. V predchozi vété je mozné predpoklad, Zze f je prosta na intervalu
(a,b), nahradit pfedpokladem existence funkce h na intervalu (A, B) spliiujici rov-
nost f(h(y)) = y proy € (4, B) (viz [I1, Véta 53]). Uziti takto zobecnéné véty
miize byt nékdy pohodlnéjsi, avsak v takovém pripadé lze vzdy pouzit i druhou
vétu o substituci pro f zGzené na interval h((4, B)).

Piiklad  Spoctéte st dux.

1+sin? z

Reseni. Uvazujme funkce g(y) = #

2 € R. Funkce g mé primitivni funkci arctgy na R. Déle plati, ze f’'(x) = cosz pro
z € R. Tedy

definovanou pro y € R a f(z) = sinzx pro

/M%Qx cosrdr = /(QOf)(gs).f’(gg) dz = arctg(f(x)) +C = arctg(sinz) + C

1Jinymi slovy, f je prostym zobrazenim intervalu (a,b) na interval (A, B).
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na R. [ ]

Prvni vétu o substituci mizeme pouzit i v fadé ptripadt, kdy se tak zjevné
nenabizi jako v pfedchozim piikladu.

Piiklad Spoctéte [

1
vz dx.

Reseni. Maximalnimi otevienymi intervaly v defini¢nim oboru jsou interval (0,1)

a interval (1,00). Uvazime, Ze 1_1\/5 = 12_\/\/% . ﬁ a ze (vx) = 2f Polozime

gly) = f_—”y pro y € (0,1), nebo napf. také pro y € (—o0,1), a f(z) = y/z pro
€ (0,1).
Stejné muZeme postupovat téZz pro y € (1,00) a x € (1,00). Pro oba pfipady
proto postupujme déle spolecné.
Pak na tyto funkce uZijeme prvni vétu o substituci a dostaneme, Ze

1 2 1
[t 255
1—x 1-x 2[
Poslednim vyrazem se ovsem rozumi primitivni funkce slozena s funkci f(z) = /.
Jde o konvenci, ktera vychazi z toho, Ze v tuto chvili vime, Zze funkci proménné y

napravo je tfeba slozit s funkci f, abychom dostali skute¢nou rovnost.
Vypocet zakoncime casto pouzivanym ,trikem®.

2 1—y—1
1-y 11—y

1
:—2/1dy+2/ﬂdy:—2y—210g|1—y|—|—C.

Po dosazeni f(x) za y dostavame

1
na intervalu (0,1) (resp. (1, 0)). [ |

Piiklad Spoctéte [ /4 —y?dy.

Reseni. Pouzijeme druhou vétu o substituci na funkci f(z) = 2sinz na intervalu
(=%,%). Mame f'(z) =2cosx # 0 na (-5, %) a f je bijekce intervalu (-3, %) na
interval (—2,2). Pfedpoklady véty jsou tedy splnény, a mame, Ze

[V = [(Vimase)2eosadr =4 [ cost e -

1 2
:4/$:2x+sin2x+C=2arcsin%+%\/4—924'0
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na intervalu (—2,2). V posledni rovnosti jsme uzili toho, ze f~!(y) = arcsin § pro
y € (—2,2) (mimo dalsich dobfe zndmgch vlastnosti goniometrickych funkci). ™

Pozndmka. PTi pouziti véty o substituci se ¢asto pouziva symbolického zapisu,
ktery si predvedeme tim, ze prepiSeme feseni predchoziho piikladu s jeho pomoci.
UvaZujeme substituci y = 2sinz(= f(z)) na R. Symbol dy bude zaménén vyrazem
f'(z) dx = 2 cosz dz. Dosadime za y i dy do vySetfovaného neurcitého integralu:

/\/4—y2dy:/\/4—(2cosaz)2-2cosazd1::21:+sin2x+C

pro y z intervalu (—2, 2), nebot pro y € (—2,2) existuje jediné z spliwujici f(z) =y,
totiz « = arcsin (£) = h(y). Spojité prost4 funkce h tedy zobrazuje interval (—2, 2)
na néjaky otevieny interval I (I = (-3, %)). Mtzeme proto za x dosadit arcsin §
na pravé strané rovnosti a dostavame stejny vysledek jako v pfedchozim prikladu.

Vsimnéte si, ze jsme vlastné uvedenym postupem ovérili vsechny predpoklady
druhé véty o substituci (zGzeni f na I = (=7, 7) je prosté). Mizeme se ale téz
odvolat na silnéjsi verzi, o které jsme se zminili v poznamce za druhou vétou o
substituci, protoze (f o h)(y) =y pro y € (—2,2).

Na jednoduchém prikladu si jesté predvedeme pouziti téze symboliky pfi apli-
kaci prvni véty o substituci:

Spocteme [ /tgx- ﬁ dz. Funkce je spojitd na maximéalnich intervalech I, =
(km, 5 +km), k € Z. Pro libovolné k € Z provedeme substituci y = tg (= f(x) > 0)

na I. ,Plati dy = COS12 —dz“, a tedy na I existuje vlastni derivace f’. Dosazenim
dostavame
/\/tgm- ! dm:/\/ﬂdy: 21/3/24-0 = 2‘Ggm?’/Q—&-C
cos? x 3 3 '

Jak jsme jiz poznamenali, f’ je vlastni na I;. Zaroven jsme téZ vlastné jiz ovéfili, Ze
J(Ix) C (A, B) = (0,00), i to, Ze k funkci g(y) = ,/y existuje na (A, B) primitivni
funkce. Pouziti prvni véty o substituci bylo tedy opravnéné.

Vzhledem k tomu, Ze ovéreni predpokladt véty o substituci je pfi pouziti pred-
choziho postupu spise implicitni, doporucujeme piedevsim osvojit si metodu pouziti
véty tak, jak byla vylozena v predchozim textu, abyste byli schopni i pfi pouziti
symboliky se zdménou dy a f’(x) dz vysvétlit, pro¢ je postup korektni. To je divod,
pro¢ jsme se o tomto postupu zminili az v zavérecné poznamce. Na cviCenich a u
zkousek se samoziejmé Fidte pozadavky Vasich uditelti.

V nésledujicich odstavcich si pfedvedeme na nékolika prikladech postupy, které
Ize pouzit k hledani primitivnich funkci pro velké skupiny funkci jistého typu. Tim
neni feceno, ze uvedené metody jsou v kazdém pfipadé pro konkrétni funkci nej-
vhodnéjsi, a uz vibec ne jediné mozné. Doporucujeme je ovladat, ale vzdy dikladné
zvazit, zda v daném pfipadé neni jiny postup vhodnéjsi. Nékolik takovych méné uni-
versalnich, ale nékdy podstatné vhodnéjsich moznosti uvadime (srovnejte naptiklad
pfredchozi piiklad s metodami §7).
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85. Racionalni funkce. Univerzalni metoda je zaloZena na rozkladu redlné
raciondlni funkce na parcidalni zlomky, tj. zapisu funkce ve tvaru sou¢tu polynomu
a zlomkd, které jsou jednoho z nésledujicich dvou typu:

a bx + ¢ bx + ¢

(@ —wo)"” [(z —21)(@—TD)|" (22 +dz+e)"

kde a,b,c,d,e,xg € R, 21 € C\ R an € N. U posledniho zlomku je podstatné, ze
kvadraticky trojclen ve jmenovateli nelze dale rozlozit na souéin redlnych polynomi
prvniho stupné, a tedy zZe diskriminant je zdporny. Presné tvrzeni o takovém roz-
kladu i s dikazem jeho existence (pfipadné jednoznacénosti pfi silngjsi formulaci)
najdete v [I1, Kap.IV, 2]. V dalsim si metodu, ¢ spiSe nékolik obratt vedoucich
k nalezeni primitivni funkce ke vSem z uvedenych typid zlomkt, ukazeme na kon-
krétnim pfikladu. Primitivni funkce k racionalnim funkcim budeme hledat jesté
nékolikrat jako cast feSeni jiné tlohy.

Piiklad Najdéte vSechny primitivni funkce k funkci

(2) L1t 3 n 1 n T+ 2 n 1
r(z) = :
20 -1 (2z—1)3 22+2x+3 (22 + 22+ 3)2

Reseni. Funkce je definovéna na R\ {3}, nebof = # 1 je nutnd a postacujici
podminka k tomu, aby prvni dva zlomky byly definovany, a zbylé dva zlomky
jsou definovany dokonce na celém R, nebot diskriminant kvadratického trojc¢lenu
22 4+ 22 + 3 je —8, coz je zaporné &islo.

Budeme hledat primitivni funkci ke kazdému ze s¢itancti zvlast, a to na intervalu
(—00,3) i na intervalu (3,00) zéroveii. Dostavédme, Ze na kazdém z uvedenjch
intervalu plati

£U2
/(m—l—l)dx:?—i—x—l—C;
3
2x — 1
1 1 2 11
- % = 4 C;
/(23:—1)3 2/(21;—1)396 de—1p ¢

opét jsme pouzili substituci f(x) = 2z — 1,

3
=3 log |22 — 1| + C; zde jsme uzili substituci f(z) = 2z — 1;

predposledni zlomek upravime nejprve tak, abychom aspon na ,jeho ¢ast“ mohli
pouzit substituci f(x) = 22 + 2z + 3:

/idx_z/ﬂdﬁ/;dw
2 +2x+3 2) a24+22x+3 (x+1)24+2

1

= log(x + 2z +3) / \/52 =
\/_ w+1) n 1
== log(:n2 +2z+3)+ ! arctg ——— vtl +C
2 V2 V2
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s pouzitim linedrni substituce f(z) = L\E na druhy integral.

Integrovani posledniho zlomku 1ze provést uzitim metody per partes zptisobem,
ktery jsme si predvedli v jednom z piikladd §3. (Podobné lze opakované postupo-
vat v pfipadé, Ze mocnina ve jmenovateli je vySsi nez druhd.) S uzitim linedrni

substituce f(z) = w\}l tedy dostdvame

/(112+21x+3 f/( \1; 2>2dm:

x+1
) o4l
=% ¢ x:} +—2 +C.
x+1
1+ (25)

Celkové jsme zjistili, Ze na intervalu (—oo, %), resp. na intervalu (%7 00), je

/()d @ 1 11 ag1
r =— - — —
Oy T T fr—1)? 422122 +3

1
arctg rtl + C.

V2

5
+1o 20 — 113(22 + 22+ 3
N i+
|

Pozndmka. Obvykle byva racionalni funkce zadana ve tvaru podilu dvou poly-
nomt. V pfedchozim piikladu jde o funkci

88 + 2827 + 785 + 932 4 73x* — 2723 — 4622 + 8x + 20

r(z) = 827 + 2026 + 3825 — a4 — 162% — 4622 + 422 — 9

Dojit k tomuto zZaveéru od puvodniho zadéni roznésobenim je jednoduché, i kdyz
a rac1onaln1 funkci s polynomem mzs1ho stupné v ¢itateli nez ve jmenovateli. K tomu
nejcastéji pouzivame algoritmu déleni dvou polynomu se zbytkem, ktery jisté znate
ze stfedni skoly. V nasem piipadé dostavame

2028 + 5625 + 90x* + 3523 — 4222 — 252 + 29

— 1 .
r(@) =t I 5046 + 3825 — 2t — 160% — 4622 1+ 420 _ 9

Nejobtiznéjsi je najit kofeny polynomu ve jmenovateli. Pro to neexistuje obecny
algoritmus. Obvykle si pamatujeme postup u polynomi nejvyse druhého stupné.
Pokud se nam to podafi a zjistime nasobnosti korenti, tak nam to dava navod,
v jakém tvaru hledat parcidlni zlomky. V nasem pfipadé je polynom ve jmenovateli
roven

(22 — 1)*(2? + 22 + 3)?,
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pfi¢emz druhy z polynomt na realné polynomy prvniho stupné nelze rozlozit, pro-
toZze nema realny kotfen. Hleddame proto realné koeficienty a1, ..., ary tak, aby platilo
a1 ao as asx + as agx + ary

_— 1: .
S BN CT I ) SN O ) e P Rl P PR

Po rozsifeni polynomem (2z —1)3 (22 + 22+ 3)? dostaneme rovnost polynomt nejvys
Sestého stupné. Protoze odpovidajici koeficienty na obou strandch se musi rovnat,
dostavame sedm rovnic pro koeficienty aq, ..., ar. Lze ukézat, Ze tento postup vede
vzdy k cili.

Pro jasnéjsi predstavu si to pfedvedeme na jednodussim prikladu.

Piiklad Najdéte vsechny primitivni funkce k raciondalni funkci

(@) 2zt + 423 + 822 + 10z + 6
r(z) = .
4+ 223 + 202 422+ 1

Reseni. PovSimneme si (,uhodneme) nejprve, ze —1 je kofenem polynomu ve
jmenovateli, dokonce dvojnasobnym:

st 2t 2t 42+ 1= (e + D@+ a4+ 1) = (x+ 122 +1).

Z toho vidime jednak to, Ze maximalnimi intervaly, na kterych existuji primitivni
funkce ke spojité funkci r, jsou (—oo,—1) a (—1,00), a zaroveil to, Ze r je mozno
rozlozit nasledujicim zpisobem:
b c dr+e
+ z T3 :
x+1 (z+1) 2241

r(r) =a+

(Obvyklejsi je ovSem zaéit délenim polynomu se zbytkem, ¢imz dostaneme oka-
mzité hodnotu a. Zde pfedvedeme, Ze je mozné uvazovat i jinak.) Po vynésobeni
polynomem ve jmenovateli r(x) dostdvame
20" +42° + 82 + 10z + 6 =
=a(z+1)*(@* +1) +b(x+1)(2® +1) +c(@® + 1) + (dv +e)(z + 1)? =
=az' + 2a+b+d)2® + (2a+ b+ c+2d + e)z?+
+2a+b+d+2e)xr+(a+b+c+e).
Resenim soustavy lineadrnich rovnic
a=2
2a+b+d=14
2a+b+c+2d+e=28
2a+b+d+2e=10
a+b+c+e=6
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snadno dostdvame (napf. metodou eliminace), ze

Konecné tedy mame

1 3 1
/r(m)dm:/<2—|—( + >d$=2[L’—x—+1—‘r3arCtgl‘+C7

x+1)2 2241

a to jak na intervalu (—oo, —1), tak na intervalu (—1, c0). n

Pro informaci uvadime tfi poznamky o moZnostech odlisného postupu pii hle-
dani primitivni funkce k racionalni funkci. Blizsi informace o nich muize zajemce
(v pfipadé tfeti poznamky téZ znalec ruského jazyka) nalézt v citované literatufe.

Pozndmka. Predvedeny postup rozkladu na parcidlni zlomky lze kombinovat
s dosazovanim korenti do rovnosti polynomt. V predchozim prikladu slo postupné
dosazovat © = —1, x = ¢ nebo x = —i. Napriklad dosazeni x = —1 dava 2 = 2¢,
¢ili ¢ = 1. Po dosazeni = ¢ (nebo z = —i) miZzeme spocitat koeficienty d a e.
Takto 1ze snizit podet nezndmych. VSimnéte si, Ze koeficient a je limita funkce r(zx)
v +00, a tedy je roven 2. Zistane jedna neznamd b, kterou uvedenym postupem
nespocitame.

Pozndmka. Kazdou redlnou racionalni funkci 1ze rozlozit na soucet polynomu
s redlnymi koeficienty a zlomku tvaru ﬁ, kde k € N, a € R, ale ¢ je komplexni,
ne nutné realné, ¢islo. K hleddni primitivnich funkci touto cestou bychom ovSem
potiebovali znat néco z teorie komplexnich funkci.

Pozndmka. V pripadé, ze se ve jmenovateli objevuje polynom g s vicenasobnymi
kofeny, 1ze se k jeho rozkladu dopracovat také tak, ze nejprve najdeme nejvétsiho
spole¢ného délitele polynomt ¢ a jeho derivace ¢’. Ten mé za kofeny pravé vsechny
vicendsobné koteny polynomu q. Nalézt ho miizeme postupnym délenim se zbytkem
- prislugny Euklidiiv algoritmus lze nalézt napt. v [R, str. 52]. To ndm nékdy umozni
redukovat nutnost hledani kofend polynomu na polynom niz$iho stupné. Navic
existuje metoda (tzv. Ostrogradského metoda, viz napt. [FII, oddil 276]), ktera
déva moZnost postupovat po nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele g a ¢’ rychleji.

Na zavér této casti predvedeme jiny mozny postup hledani primitivnich funkeci
k funkcim tvaru m, k € N, nez jaky jsme popsali v odstavci o metodé per
partes.

Piiklad Spoététe fmda:.
Reseni. Pouzijeme druhou substituéni vétu s funkei f(y) = tgy zobrazujici inter-

21



Metody feseni vybranych Gloh z matematické analyzy

val (=7, 5) na R (ovéite pfedpoklady zminéné véty). Dostavame

1 1 14 cos2y
———adx = dy = 2ydy = | =9 qy =
/(1+$2)2 ! /(1+tg2y)26082y Y /COS v / 2 Y

1 in 2 1 in(2 arct
:_<y+sm y>+C:§(arctg$+M>+C:

[y

2 2 2
L (R +CnaR

= — | arcC na .
2 BT T2

P1i vypoctu jsme pouzili rovnosti

in(2 arct
M =sin(arctg z) - cos(arctg ) = tg(arctgx) - cos®(arctga) =
1 T

- 1+ tg2(arctgz) 1+ a2

Analogicky prevedeme vipocet [ mdx na vypocet primitivnich funkci
k cos?*~2 g,
§6. Funkce tvaru R(sinz,cosz). V tomto odstavci ukdzeme nékolik metod
k hledéni primitivnich funkeci k funkcim tvaru R(sinz, cosx), kde R je racionalni
funkce dvou proménnych, tj. funkce tvaru

R(u,v) = iazjuivj / ibﬁuivj )

4,j=0 4,j=0
kde polynom ve jmenovateli je nenulovy.

1

zcosx”

Piiklad Najdéte vSechny primitivni funkce k funkci h(z) = ==
S
Reseni. Maximalni (oteviené) intervaly defini¢nfho oboru funkce A jsou intervaly
(k%Z,(k+1)%), k € Z. Na nich je funkce spojita, tedy jde t¢z o maximalni intervaly,
na kterych existuje primitivni funkce k h.
Jednoduchd tGprava ndm umozni pfimocaré pouziti 1. substitu¢ni véty (postu-
pujeme opét na vsech maximalnich intervalech definiéniho oboru zaroven):
. !
sin’ x 1
h(z) = = sin’ 2.
( sin®zcos2z  sin® z(1 — sin” )

Uzitim substituce f(x) = sinz na kazdém z uvedenych intervalt (pak h(z) =
(9o f)(@) f'(x), kde g(y) = yar7=y=y) dostaneme, Ze

/h(:c) do :/mdy.
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Nyni si zopakujte postup rozkladu racionalni funkce na parcialni zlomky. Po krat-
kém vypoctu vyjde

L1, 1 1/ 1
va-v?) vy v 2\1-y 1+4y)
Zavérem tedy dostavame

1 1 1 1 1 1
h — [z - L N N
/ (z)dz /ydy+/y3dy+2/1_ydy 5 1+ydy

11
=1 ——— — —log(1-y)(1 =
og |yl 27 2 og(l-y)(1+y)+C

1
:10g;|sinas|—2 log V1 —sin?z + C

sin?z
1
= log|sinz| — ——— —log|cosz| + C
2sin”x
1
=log|tgz| — +C
gltgel— o5
na kazdém z intervalt (k3,(k+1)%), k € N. [

Podobné prevedeme hledani primitivni funkce na pfipad racionélni funkce, ten-
tokrat polynomu, v nasledujicim prikladu.

Piiklad Spoctéte [sin”zdz.

Reseni. Potpravé sin” o = (cos? z—1)3 cos’ z je patrné, ze milZeme uzit substituce
f(z) = cosz. Dostavéame, Ze

7 35 33
/Sin7xdx=/(y2—1)3dy=y——i+i—y+cz
7 5 3
7 3 5
:cos71:_ CO; x+cos3:z:—cosx+C na R.

Ptedchozi dvé dlohy jsou ptiklady aplikace obecnéjsi poucky.

Pokud je R(—u,v) = —R(u,v), lze funkci R(sinz,cosx) vyjddiit ve tvaru
Q(cosz) - (—sinx), kde Q je raciondlni funkce. Substituci ,y = cosz* tedy ulohu
prevedeme na hledani primitivni funkce k této raciondlnt funkci Q). Podobné, pokud
je R(u,—v) = —R(u,v), lze R(sinz,cosz) vyjddrit ve tvaru Q(sinx) - cosx, a tedy
je mozno pouZit substituci ,;y = sinx .

sin’ z
cos? r—sin

Piiklad Najdéte vSechny primitivni funkece k funkci h(z) =

2
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Metody reseni vybranych Gloh z matematické analyzy

Reseni. Povsimnéme si nejprve, Ze na definiénim oboru funkce tg plati

2
9 cos” x _ 1

cos” T = —— = -
cos2r +sin“z 1+tg*x

Snadnou tpravou tedy dostavame, ze

tg? 1 to!
T
1—tg2zl+tg?a &

h(z) =

pro ta x, pro kterd mé prava strana smysl.

Zatimco funkce h je spojitd na maximélnich intervalech svého defini¢niho oboru,
kterymi jsou intervaly (=% + k%5, T + k%), k € Z, zvolena substituce f(z) = tgx
spliiuje pfedpoklady 1. véty o substituci jen na intervalech I = (=7 +km, 7 +k7),
Jo =G +km,E+kr)aJ = (5 +kmdn+kr), kel

Substituci f(z) = tgx a rozkladem na parcidlni zlomky dostdvidme na uvede-
nych intervalech, ze

/h“)dx:/#@yady:

1/ 1 1/ 1 1 1
Y ATl ARl Eeel Y Rt
x+4/1—|—yx 2/1+y2x

‘— ——arctgy—i—C-

1 r+ 3 1 1-tgx
- lz- C=-1
2<x [ ™ ]W>+ 4Og’1+tgx

Tim jsme popsali véechny primitivni funkce k funkci h na intervalech I, J,  a
J,j, k € Z. Funkce h je ovSem definovana a spojita na intervalech .J;, = J U {F +
kr}U J,;" . Proto na kazdém z intervalt Jj, existuje primitivni funkce. Kazda takova

1

1
4
1 1—t
— " log g
4 1+tga

l1-tgz
1+tgx

primitivni funkce je spojitou funkci, ktera je rovna H, (z) = % log ’ — %x+c,§

na intervalu J; a H;" (z) = }log ’ }J_rtgi — 2x+c} naintervalu J;, kde ¢, ¢f € R.
Protoze 1
lim H_ (x)= +km) +cp
a— (5 +km)_ k(@) 2(2 )+ e
* 1
™
| H(z) = k
am(Gakm)y R (@) 2(2 k) +

jsou vSechny primitivn{ funkce k h tvaru H(x) + C, kde

Hiz) = { 1log ’ }Izgi — 3@, mé-li pravéd strana smysl,
_%(g—i-k‘ﬂ') prox:g+k7r7kez7
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Primitivni funkce 1.

a to na maximalnich intervalech (—=§ + k5,5 + k%), k € Z. [

Pozndmka. Mohli jsme se téz vyhnout rozkladani intervalu Ji na intervaly J_,
J,j a bod 7 + km, kdybychom pro interval Ji uZili substituci cotg x. Doporucujeme
rozmyslet si to podrobné.

Predchozi piiklad s pozndmkou jsou ilustraci nasledujici obecnéjsi poucky.

Pokud je R(u,v) = R(—u,—v), lze funkci R(sinz,cosx) wvyjddiit ve tvaru
Qtgx) - ﬁ (s vgjimkou bodi, v nichZ funkce tg neni definovdina) a také ve
tvaru S(cotgx) - —=3— (s vyjimkou bodi, v nichZ funkce cotg neni definovdna), kde
Q a S jsou raciondlni funkce. Substituci ,,y =tgx“ ¢i ,y = cotgx“ lze tedy prevést
dlohu hledani primitivni funkce k funkci R(sinx, cos x) na hledani primitivnt funkce
k funkci raciondlni.

Protoze tyto substituce mohou byt aplikovany jen na intervalech defini¢niho
oboru funkci tgz nebo cotgx, mize tento postup vyzadovat dodatecné ,lepeni“.
Vhodnou volbou substituce se mu lze nékdy vyhnout.

Nésledujici poucka popisuje substituci, ktera je univerzalné pouzitelna pro vse-
chny funkce typu ,R(sinz, cos x)“.

T « X «

Uziti substituce ,y = tg5“ ¢i ,y = cotg 5 vede vZdy k hleddni primitivnich
funkci k raciondlnim funkcim na intervalech, kde lze aplikovat substitucni vétu.

Rozmyslete si, v ¢em by byla v pfedchozich ptikladech aplikace téchto substituci
komplikovanéjsi. Doporucujeme si to cviéné provést.

My budeme pouziti pravé uvedenych substituci demonstrovat na vhodnéjsim
prikladu.

1
sinx+2°

Piiklad Najdéte vSechny primitivni funkce k funkci h(x) =

Reseni. Protoze funkce neni ve tvaru vhodném k aplikaci substituci ,y = sinz*,

X«

»y = coszx®, ,y =tgx® ani ,y = cotgz®, budeme aplikovat substituci ,y = tg 3.

PovS§imnéme si uz nyni, Ze h je spojita na R, takZe k nalezeni primitivni funkce
na R zvolenou metodou bude jisté na zavér zapotiebi (nekoneéné mnoha) lepeni.

2z
Je h(z) = z;OZJr; (tg 5)" na intervalech Iy = (—m + 2km, 7 + 2kn), k € Z.
Abychom vyjadiili 2 v potfebném tvaru pro pouziti 1. substitucni véty s f(z) = tg 5

uvazime, ze

2 X cos® £ 1
cos” = = =

2 sin? £ +cos?§ tg? 5+1

. 9 i x x 2(t m) 1
SINY = 281N — COS — = - —
272 52) gz 41
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Metody reseni vybranych Gloh z matematické analyzy

na Ii. Po dosazeni dostaneme

[ rwan= [ = f/ 1) » -2 [ #11-
z%arctgz—l—C:%arctg(% y—i—%))—f—C:

+
Q

R ICH)

= —arc — — 4+ -

V3B s B2 T2
na intervalu Iy pro kazdé k € Z. Kazda primitivni funkce H k funkci i na R je tedy
rovna % arctg <% (tg 5+ %)) + ¢k na Ij,. Protoze je spojitd na R a plati rovnosti

lim H(@)= —+4epa  lim  H(@) = —— +cppa,

r—(m42k7) \/g r—(m42k7) 4 \/g

musi platit cx11 = cx + \f pro k € Z. Zvolime-li napf. ¢y libovolné, je H urcena

jednoznacné.
Konecné tedy mame, Ze vSechny primitivni funkce k h na R jsou tvaru

H(z) 2act<2<t x+1>)+ +2k7r
xr) = ——ar — ~ 4o co+ — =
NERRAANVCA T BV
pro z € (—m + 2k, 7 + 2kn) a H(w + 2kn) = 75 oo+ \/§7kdecoeR [

Pozndmka. Pro feSeni predchoziho ptrikladu jsme mohli téz uzit 2. vétu o substi-
tuci se substituci ,, @ = 2arctgy“ pro y € (—o0, ), kterd odpovida v jistém smyslu
prévé uzité substituci ,tg 5“. Tim bychom nasli primitivni funkci Ho k zadané
funkci h na intervalu (—m, 7). Vzhledem k tomu, Ze h je 2w-periodickd, muZeme
pak na intervalech (—m + 2k, m + 2k7) uvazovat funkce Hy(x) = Ho(x — 2km) + ¢k
pro k € Z, které maji na prislusnych intervalech zfejmé derivaci rovnou h. Pak
uz muzeme postupovat jako v predchozim a spojitym dodefinovanim H v krajnich
bodech intervalt (tedy metodou ,lepeni“) najit primitivni funkei H k h na celém
R.

Uvahu o periodi¢nosti lze oviem uzit ¢astéji. V feseni predchoziho ptikladu jsme
téz mohli uzit 1. vétu o substituci na substituci ,y = tg $“ jen na intervalu (—m, )
a vyuzit periodi¢nosti tak, jak bylo pravé naznaceno.

§7. Dalsi ¢asto pouzivané substituce. Domnivame se, Ze v predchozich od-
stavcich jsme predvedli vsechny podstatné metody uzivané pri feseni tloh na hle-
déani primitivnich funkci. Nevycerpali jsme ovSem zdaleka vSechny piiklady dtlezi-
tych substituci, které je tfeba ovladat. Zminime se nyni jiz jen struc¢né o nékterych
z nich. Doporuc¢ujeme najit prislusné primitivni funkce v nésledujicich ptikladech,
ve kterych predvedeme jen ¢ast celého postupu.
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Primitivni funkce 1.

Priklad Pfevedte hledani primitivni funkce f Tt \/LJ* dzx na hledani pri-

mitivni funkce k racionélni funkci.

Reseni. Uziti substituce ,y = v/ + 1 na maximalnich otevienych intervalech
defini¢niho oboru, tj. na intervalech (—1, 1_2‘/5)7 (1_2‘/37 1+2‘/5) a (14'2‘/57 00), vede

k rovnosti
r+vVr+1l v —1+y
z—+vr+1 y2—1—y

2y dy.

Predchozi priklad je ukdzkou aplikace nasledujiciho faktu.
Pokud R(u,v) je raciondlng funkce dvou proménngch, p > 0 a ad # be, pak uZiti

substituce y = g;”_tg na vypocet [ R (957 g;”_tg) dx vede na hledani primitivni
funkce k raciondlni funkci.

To si ukdzeme téz v nasledujicim dulezitém piikladu, ktery ukazuje jednu moz-
nost, jak fesit tlohy pro funkce typu R(x, vax? + bz + ¢) v piipadé, Ze kvadraticky

troj¢len ma dva rtizné redlné koteny.

Piiklad Prevedte hledani primitivni funkce [zv1—22dz na hledéni
primitivni funkce k racionalni funkci.

Reseni. Funkce je definovana na maximalnim otevieném intervalu (—1,1). Upra-

vime ji napiiklad takto:
1—=x
V1 —22=zy/——(1+x).
1+z

Uvédomime-li si, Ze ,,uiiti substituce Y=/ } 112 odpovida uziti druhé substitucni

véty pro substituci z = pro y > 0, dostaneme, ze

1+2

2 1— 2 _4
/x\/l—mzdm—/ y(1+ Y ) a Y 5 dy mna intervalu (-1, 1).

1+92 1+y2 +4?)

Pro hleddani primitivnich funkci k funkci typu R(x,vax? +br+c¢) s a > 0,
kde wvedeny kvadraticky trojélen nemd redlny koten (nebo také, md-li dva rizné
redlné koteny), lze uZit ,substituci popsanou vztahem vax? + br + ¢ = Jar +y“ k
prevedent ulohy na hledani primitivni funkce z raciondlni funkce.

Mizeme opét postupovat podle 1. nebo 2. substituéni véty. UkaZeme to na
jednom prikladu.

Piiklad Pievedte vypocet [ \/ﬁ dz na hledani primitivni funkce
k racionalni funkci.
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Metody feSeni vybranych Gloh z matematické analyzy

Reseni. Funkce je spojita na R. Uvazujme rovnost v4z2 —x + 1 = 22 +y. Tim
je popsano y jako hodnota spojité funkee f(z) = V42?2 — 2 + 1 — 22 definované na

intervalu (—oo,00). Ta zobrazuje R na néjaky otevieny interval I. Po umocnéni

. v 1— e v P o v
obou stran rovnosti dostaneme, Ze r = ﬁ (povSimnéte si, ze y = —% nemuze

nastat), a tedy f je prosta funkce z R na I. Vypoétem dostavame, ze (f~1)'(y) =

—4y®—2y—4
(1+4y)?

dostavame, ze

je vlastni na I. Uzitim druhé véty o substituci (f~! je prosta na I)

/ T / _/ 202 - 1) (29 +y +2) d
Vaz? —z 41 1+4yy +21 (4y +1)*(3 + 4y — 2?)
PovSimnéte si, Ze jsme nijak nepotfebovali védét, Ze interval I je roven (—oo, —i),
o ¢emz se muzete, ale nemusite, presvédcit. [ ]

2. Vypocet urcitého integralu

88. Pouziti definice. Urditym integralem rozumime zobecnény Riemanntv
integral ve smyslu [I1, Kapitola VIII, §3]. Integral funkce f od a do b znaéime f: £
pripadné f; f(z) dz. Poznamenejme, Ze tento integral se definuje ve t¥ech krocich
— nejprve se v [I1, Kapitola II] zavaddi Riemanntv integral, poté ve dvou krocich
zobecnény Riemanntv integral ([I1, Kapitola VIII, §2 a §3]). Nejcastéji vystacime
s integralem funkce spojité na otevieném intervalu, ktery se definuje vzorcem

b v
/ f= lim lim / 1,
a u—ay v—b_ w

je-li limita na pravé strané vlastni a integral na pravé strané je Riemanntiv.
Prvni mozZnosti, jak integral spocitat, je pouzit definici Riemannova integralu
(viz [I1, Kapitola II]), pokud tento existuje.

Piiklad [J7=14.
Je snadné se presvédcit, ze pro kazdé déleni intervalu [0, 2] je horni i dolni soucet
roven 14, a tedy je (Riemanniv) integral roven 14 pfimo podle definice.

89.  V nékolika piikladech se setkdme s funkcemi, které jsou spojité s vyjimkou
koneéné mnoha bodi. Pak je mozné vyuzit faktu, ze ur¢ity integral (Riemannuv i
zobecnény Riemanniv) je aditivni funkci intervalu.
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Vypocet urcitého integralu 2.

Necht a < b < ¢ jsou redlnd cisla. Pak [ f = fff + [y f, pokud md jedna
strana smysl.

Piiklad Spodtéte f_21 sgnx dz.

Reseni. 7 definice Riemannova integralu snadno plyne, Ze f81 sgnzxdr = —1 a
f02 sgnz dx = 2, tedy dle uvedené véty mame ffl sgnzdr=—-1+2=1. [
§10. Pfimo z definice vSak stézi budeme pocitat integraly mnoha dalsich (ne-

konstantnich) funkci. Ne snad, Ze by to nebylo mozné, postup by vsak byl zbyteéné
zdlouhavy. Uréité usnadnéni poskytuje nasledujici véta (viz [I1, Véty 22 a 37]).
Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b]. Zvolme libovolnou posloupnost dé-
lent
Dp:a=x5 <zf <---<z, =b

intervalu [a, b] takovych, Ze posloupnost jejich norem (piipomerime, Ze norma délent

je délka jeho nejdelsiho intervalu) md limitu 0. Ddle zvolme libovolné £ € [z, 2]

(proi=1,...,pn, n € N). Pak
Pn

/ f—nlirrolto — i),

kde integrdl na levé strané je Riemanniiv.
Piiklad Spodtéte fol zdz.

Resent. Za déleni D,, zvolme déleni

1 2
I<—<—-—<---«1
n o on

a polozme & =i/n, i=1,...,n. Pak
1 n .
. i nn+1) 1
/0 o= 2 1ﬁ'n:n1LH;o;ZZ—JL“;oﬁT:§-

Podobné bychom mohli pocitat napiiklad [, > dz nebo [, #®dz. Ale i zde je
paleta funkci, pro néz lze tuto metodu snadno pouzit, dosti omezena — Gspésnost
zéavisi na nasi schopnosti néjak jednoduse odhadnout soucet ve vzorci se vyskytujici.

811. Pouziti primitivni funkce. Zékladni a nejuzivanéjsi metoda vypoctu
urcitého integralu je zalozena na nasledujici véte.
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Metody reseni vybranych Gloh z matematické analyzy

Necht | je spojitd funkce na intervalu (a,b) a F je funkce primitioni k f. Pak

b
[ =l P - lim, Fo),

r—b— r—a+

pokud aspon jedna strana je redlnym cislem.

Na levé strané je ovSem zobecnény Riemanniv integral (pro Riemanntv integral
tato véta neplati — stejné jako vétSina déle uvedenych vét). Ten je redlnym c¢islem,
kdykoli je definovan. Vyraz na pravé strané je redlnym cislem, jestlize obé limity
existuji a jsou vlastni. Rik4 se mu zobecnény pfiriistek funkce F na intervalu (a, b)
a znaéi se symbolem [F|2, ptipadné [F(z)]’. Poznamenejme, 7e vyraz na pravé
strané slouzi rovnéz jako definice Newtonova integralu (ktery je ovSem definovan i
pro jiné funkce nez spojité, totiz pro ty, které maji primitivni funkci, jejiz zobecnény
piiristek je redlnym ¢islem — viz napt. [LM, oddil 7.1]).

Pouziti této metody tedy spociva v tom, Ze nejprve spo¢teme primitivni funkci
— s moznym vyuzitim vSech postupt uvedenych v kapitole o primitivnich funkcich
— a pak spocteme jeji (zobecnény) pFirtistek.

Poznamka. Pouziti véty z pocatku paragrafu lze kombinovat s tvrzenim z §9.
Tak mtzeme pomoci primitivnich funkeci poéitat (zobecnény Riemanntiv) integral
z funkci po ¢astech spojitych. Napiiklad

2 0 2
/ sgnxdr = / sgn x dx +/ sgnzdr = [—z]° | + [a:]g =1.
0

-1 -1
Piiklad [sinzdz=[-cosz]j=1—(-1)=2.

v 7 oo . . . v . o . ’ ’ . .
Piiklad fo sin z dz neexistuje, protoze primitivni funkci k funkci sinz
je funkce — cosz, a ta nema limitu v +o0o. Prava strana ve vzorci ve vété z ivodu
paragrafu tedy nema smysl, nemé tudiz smysl ani leva strana.

Priklad Spoctéte fol z® dx v zavislosti na parametru a € R.

Reseni. Primitivni funkci k funkci 2 na intervalu (0,1) je funkce ki jestlize

a+1
a # —1, alogz, pokud a = —1. Pfitom

wEIgl+ logx = —o0; wli)nla_ logx = 0;
. gott 0 pro a > —1, R
lim = im = pro o # —1,
z—0+ a4+ 1 —oo proa < —1; e=l-a+1  a+l
a tedy fol x%dx = a%rl pro a > —1 a neexistuje pro o < —1. [}

MiuZeme tedy pouzivat vSechny metody pro vypocet primitivnich funkci — per
partes, substituéni metody atd. Nékteré z téchto metod maji své analogie pouzitelné
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Vypocet urcitého integralu 2.

pfimo pro ur¢ity integral. Jejich uziti nékdy ,jen* zjednodusi postup vypoctu,
nékdy umozni spocitat integraly z funkci, u nichz neumime najit primitivni funkci.

§12. Metoda per partes pro urcity integral vychazi z véty:

Necht funkce f,g jsou spojité na (a,b), funkce F je primitivnd funkci k [ a
funkce G je primitivni funkci ke g na intervalu (a,b). Pak

/ang=[FG]Z—/abfG

pokud aspon dva z uvedenych tii vyrazu jsou redlngmai cisly.

Tato véta zjednodusi vypocet napiiklad tehdy, kdy potfebujeme pravidlo per
partes pouzit opakované a nechce se nam psat dlouhy vyraz, ktery je primitivni
funkci, objevuji-li se v ném vyrazy typu F'G s piirastkem podstatné jednodussim,
napiiklad nulovym.

Piiklad Spodtéte f0+°° z"e~ % dx v zavislostinan =0,1,...

Reseni. Oznadme integral ze zadani symbolem I, a postupujme matematickou
indukei. Spo¢téme nejprve Iy = [—e~*]§> = 1. Pokud n > 1 a I,,_1 m4 smysl (tj.
je redlnym ¢islem), mizeme pouzit metodu per partes:

+o0 +oo
I, = / e dr = [z" - (—e )5 — / nz" Y —e ") dx = nl,_1,
0 0

protoze uvedeny zobecnény priristek je nulovy. Odtud indukci snadno plyne, Ze
I, =nl n

Piiklad Spodtéte foﬂ/Q sin” z dx v zavislostinan =0,1,...

Reseni. Oznaéme integral ze zadani symbolem I,, a pouZzijme metodu per partes.
Pritom vyuzijme toho, ze vSechny integraly vyskytujici se ve vypoctu existuji. To
proto, ze je-li f spojita na [a,b], pak [ f existuje (je redlnym &islem), coz plyne
z véty v §10 (viz téz §20).

/2
I, :/ sinz -sin" 'adr =
0
) m/2
= [~cosz -sin" ' 2]}/% — / —cosz - (n—1)sin" 2z - cosx dz.
0
Pokud n > 2, pak uvedeny prirtstek je nulovy, a tedy

/2 /2
I,=0+4+(n— 1)/ sin" "2z cos’ rdx = (n — 1) / sin" 2 (1 — sin® z) dz =
0 0

=(n—-1)ITh—2—I).
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Metody feseni vybranych Gloh z matematické analyzy

Dostavame tedy rekurentni vztah

-1
In: z In—2, n22
n

Protoze In = 7/2 a I; = 1, dostavdme pro n > 1

I _2n—1 2n — 3 1 =«

T Ton Toap—2 2y
2n 2n — 2 2

Topiq = - N |
T o0 1 m—3 1

Ve vété zminéné na pocatku tohoto paragrafu je predpoklad, Ze aspon dva
z uvedenych vyrazi jsou realnymi ¢isly, podstatny. O tom svéd¢i Feseni nasledujiciho
prikladu.

Piiklad Spoctéte integral [, P27 dg.

sin x

Reseni. Zkusime-li pouZit metodu per partes pro uréity integral, vychazi

L 1 —cos2z " ™ cos 2T - COS T
sin2z- —doer=|—F—| — — 5 du,
0 sin x 2sinzx |, 0 2sin” x

pokud oba vyrazy na pravé strané jsou redlnym ¢islem. Spoc¢téme primitivni funkci

2 - 1—2sin?
/deZ/( S x)cosxdx:/ COS; dx—/cosxdxz

2sin“ x 2sin z 2sin“ x

1
= —— —sinxz + C
2sinx

v ~ P vz , , o — ™ . ™ , s N
a vSimnéme si, Ze zadny z vyraza [ 22?3?]0 a [_2si1nw — sin x]o realnym cislem

neni. Nelze tedy pouzit metodu per partes pro urcity integral. Kdyz vsak pouzijeme
metodu per partes pro vypocet primitivni funkce z §3, vyjde

T
— cos2x

i 1 1 i
/ sin2x - ——dx = - + —— +sinz| = [2sinz]; =0.
0 sinx 2sinx 2sinx 0

Poznamenejme jesté, ze tento priklad je mozné spocitat jednoduseji:

T . 9 T i
/ e zdx:/ 2coszdr = [2sinz]; = 0.
0 0

sinx

§13. Prvni substitué¢ni metoda pro uréity integral spoc¢iva v pouziti na-
sledujici véty k vypodtu integralu ve tvaru ff flo(t)) - ¢'(t)dt. Uvedend véta je
snadnym dusledkem prvni véty o substituci pro primitivni funkce z §4.
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Vypocet urcitého integralu 2.

Necht funkce ¢ je definovdna na intervalu (o, ), md na ném spojitou derivaci
a zobrazuje jej do intervalu I; funkce f mecht je spojitd na I. Predpoklddejme ddle,
Ze existuji limity a = thm+ o(t) ab= tli%l o(t). Pak
—Q — 08—

16 b
/ Fo() - (1) dt = / f(x)de,

md-li asponi jedna strana smysl a navic a #b neboa =0 € I.
P1i aplikaci této véty ndm muze vyjit také a = b nebo a > b. Pfitom ovSem

uzivame konvenci, ze
a b a
[i=0 [t
a a b

Piiklad Spodtéte fogﬂ/Qsin”xcosxdas pron=1,2,...

Regeni. Polozme op(x) = sinz, f(y) = y", (a,3) = (0,97/2), I = R. Vychézi
a=0,b=1, tedy

9m/2 1 y"+1 1 1
/ sin" x cosx dx = / y"dy = = .
0 0 n+1f, n+1

Piiklad Spoctéte foloﬂ (arctg (sin3 2 4+ sinsin ac) —sin m) -cosx dx.

Regeni. Polozime-li ¢(z) = sinz, f(y) = arctg(y® + siny) — v, (o, 8) = (0,107),
I =R, vychazi a = b =0 € I, a tedy integral ze zadani je roven

0
/ (arctg(y® + siny) — y)dy = 0.
0

Poznamenejme, ze v predchozim ptikladu bychom neuméli spocitat primitivni
funkci, a presto vime, Ze integral je nulovy.

v 7 wix ™ 1 . 1 .
Piiklad Spoctéte f—‘n’/S Fcos ) (sm m) -sinx dux.
Reseni. Pouzijme prvni substituéni metodu pro funkci p(x) =1+ cosz, (o, 3) =

(—7/3,m), I =(0,400)a f(y) = —% sin i Dostaneme a = % a b = 0. Tedy integral
ze zadani je roven

0 1/2
1 1 1 1
/ <—2> sin —dy = / — sin — dy.
1/2 Yy Y 0 Yy Y
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Pouzijme prvni substituéni metodu jesté jednou, tentokrat je o(y) = 1/y, (o, 8) =
(0,1/2), I = (0,+00), f(z) = —sinz. Vychazi a = 400, b = 2, a tedy n4s integral
je roven

2 “+o0
/ (—sinz)dz = / sinzdz = [~ cos 2]5 >,
“+o0 2

kteryzto prirtistek nemé smysl, protoze funkce — cos z nemé limitu v +o00. A tedy
podle véty z tvodu tohoto paragrafu integral ze zadani neexistuje. [ ]

Nasledujici priklad ukazuje, ze predpoklady v ivodni vété jsou nezbytné.

™

Piiklad Spoctéte [” k- (sin 1+C1m) sinz da.

Reseni. Zkusme postupovat jako v pfedchozim piikladu pomoci prvni substituéni
metody. Funkce ¢ a f jsou stejné, (a, 3) = (—m, ), I = (0, +00). Vychdzi tedy a =
b = 0. ProtoZe 0 ¢ I, nejsou splnény predpoklady véty, a tudiz ji nemiZeme pouzit.
Navic pouziti jejiho zavéru vede k chybnému vysledku, totiz k tomu, ze integral
je nulovy. Spocteme-li vSak primitivni funkci (podle prvni substituéni metody pro
primitivni funkce z §4 s pouzitim stejnych funkci jako v pfedchozim pt¥ikladu),
dostaneme

o 1 17
- sin sinzdr = |—cos ———
» (14 cosx)? 1+ cosz 1+cosz|

kteryzto prirtstek neméa smysl, protoze ani jedna z prislusnych limit neexistuje. B

§14. Druha substituéni metoda spocivd v uziti véty z §13 opaénym smé-
rem, totiZ pro vypodet integralu f: f(z) do pomoci integralu ff Fle@)¢'(t) dt pro
vhodnou funkci . Zpravidla se uziva dusledek:

Necht ¢ md na («, 8) spojitou derivaci a prosté zobrazuje interval (o, 3) na
interval (a,b). Necht [ je spojitd na (a,b). Pak

b B
[ 1@ = [ feols o,

ma-li aspon jedna strana smysl.

Piiklad Spoététef_ll\/ld_zj.

Reseni. Provedme substituci pomoci funkce (t) = sint, t € (—m/2,7/2). Funkce
¢ zobrazuje tento interval na interval (—1,1) a m& v ném vSude derivaci ¢'(t) =
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cost, ktera je vlastni a kladnd (¢ je proto rostouci, a tedy prostd). Mame

/2 /2

cost

/1 dx _/“/2 cost g — dt—/
—1V1—2? —x/2 /1 —sin’t —r/2 | cost| /2

1dt = .

Priklad Spoctéte [;" 22— kde e € (0,1).
Reseni. Provedme substituci pomoci funkce ((t) = 2arccotgt, t € R (srovnejte
s poznamkou na konci §6; zde je vhodné&jsi pouzit funkci arccotg misto arctg vzhle-
dem k tomu, Ze pocitdme integral pfes interval (0,2m)). Funkce ¢ zobrazuje R na

(0,2m) a ' (t) = —% je vlastni a zdporna na R. Jesté vyjadieme
2z
o T .o .o 9 T cotg® 5 —
cosx = cos” = —sin” = = sin” = - (cotg”™ 5 — 1) = —5=+—— pro z € (0, 27),
2 2 2 2 cotg® 5 +1

a pak mame

7 dw e 2 oo 2
S — S . dt = dt
o l+4ecosz e 1+5§2J—r} 2+1 oo B 1+4e(?2-1)

+oo )
:/ 1 dt.
o (LH+e)(? + 132)

Provedme jesté jednu substituci, tentokrat pomoci funkce 9 (u) = ﬁ -u. Funkce
1 zobrazuje R na R a jeji derivace ¢'(u) = ﬁ je vlastni a kladnd na R. N43

integral se tedy rovna

/+oo 2, / ﬁ du— ) /+oo du B 2 ]Jroo B

e 0@+ ) 52T VIS o
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3. Aplikace urcitého integralu

§15.  Zakladni geometrickou motivaci pro zavedeni a pocitani urcitého integralu
je vypocet obsahu plochy pod grafem funkce, pfipadné plochy ohranic¢ené grafy
raznych funkci.

Piiklad Urdete obsah plochy pod grafem (a nad osou z) funkce y = 22
na intervalu [3, 7].

Reseni. Tato plocha je rovna integralu

Funkce v pfedchozim piikladu byla nezaporna, a tedy nebyl zadny problém
s interpretaci. I interval byl explicitné dan. Casto je vSak zadani formulovano tak,
Ze je tieba si rozmyslet, o jakou plochu pfesné jde, obvykle s pomoci obrazku.

Priklad Vypoctéte obsah omezené plochy ohranicené osou = a parabolou

y=6—1x—2%

Reseni.

Kdyz se podivame, jak graf vypada, jde zfejmé o plochu pod grafem a nad osou
r na intervalu [—3,2], tj. o mnozinu {(z,y): * € [-3,1]a0 <y < 6 —z — 2}
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Aplikace urcitého integralu 3.

Pocitejme

Piiklad Spoctéte obsah omezené plochy ohranicené grafy funkci y = /x
2

ay=ua’
Reseni. Na intervalu [0,1] je 2% < y/z, na intervalu (1, +00) je 2% > /z. Jde tedy
o mnozinu {(x,y): x € [0,1] a 22 <y < y/x}. Jeji obsah se rovna

! 2 #71
— 2 = — 3/2—i - -
/0(\/5 x%)dx [Sx 3]0 .

816. Dalsim vyuzitim urcitého integralu je vypocet délky krivky. Krivkou
mizeme myslet graf funkce, jako v [I1, Kapitola V, §2], nebo také ,parametric-
kou k¥ivku® neboli ,cestu“ (viz napfiklad [FI, oddil 235] a [FII, oddil 329]), t;.
funkci z intervalu do R™. V obou pfipadech se obvykle definuje délka kiivky po-
moci aproximace lomenou ¢arou (viz uvedené odkazy). V [FI] se uvazuji jen prosté
parametrické k¥ivky (pro pfipad n = 2). Nicméné definici lze pouzit i pro k¥ivky,
jez nejsou prosté. Pak mluvime o délce cesty, nikoli o délce ,kfivky jakoZto mnoziny
bodi“ (viz téz niZze uvedené ptiklady a pozndmky). Pouziti integralu p¥i vypoctu
délky krivky umoznuji nasledujici véty.

Vipocet délky grafu funkce: Necht f je spojitd redlnd funkce na intervalu [a,b] a md
vlastni derivaci ve viech bodech (a,b) (pFipadné s vyjimkou konecné mnoha bodi).
Pak délka grafu funkce f na intervalu [a,b] je rovna

b
/ VIt (@) dr,

pokud tento integrdl existuje (jako zobecnény Riemanniv).

Vipodet délky parametricky zadané krivky (,délky cesty®): Necht

©=(¢1,---,9n): [a,0] — R"

je spojitd parametrickd kiwka a derivace funkci ¢1,..., @, jsou spojité na (a,b)
(pFipadné s vyjimkou koneéné mnoha bodi). Pak délka této kiivky se rovnd

b
| V@R Gz a,
pokud tento integrdl existuje (jako zobecnény Riemanniv).
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Poznamenejme, ze prvni z uvedenych vét je vlastné specialnim piripadem druhé
(uvazujeme-li parametrickou kiivku ¢(z) = (x, f(x))) a Ze analogicka véta plati i
pro funkce f: [a,b] — R™.

Piiklad Spoctéte délku grafu funkce f(x) = e* na intervalu [0, log 3].

Reseni. Funkce f je spojitd a ma vlastni derivaci na celém R, a tak staci dosadit
do vzorecku. Délka se rovna

log 3

V1+(er)?dx.

Pouzijeme druhou substituéni metodu (viz §14) pro funkei p(t) = logt, t € (1, 3).
Integral se tedy rovné

3 3 9
1 1 1
/ \/1+t2-—dt:/ \/1+t2—2tdt:/ V14 u— du.

Nyni provedme substituci ,,z = /1 + u“ (viz §7), neboli u = 22 — 1, z € (v/2,/10)
(pouzivame druhou substituéni metodu dle §14). Pak je integral roven

V10 V10 2 V10
1 1 1
[o e[y we- [, (n(-79)) e
3 Vi Z V3 2 z
1
Z\/li—\/§—|—5[log(z—1)—10g(z:-i—1)}\‘/f§O

B 1 V10 —1 V2-1
_\/1_—\/§+§<logm+1—log\/§+l>.

Kfivkou se ¢asto mysli nikoli funkce z intervalu do R", ale obor jejich hodnot,
tedy ,,obraz intervalu“. To bude i pripad néasledujiciho piikladu. I jeji délku pak
pocitame podle uvedeného vzorecku pro parametrickou kiivku. Je vSak tfeba zvolit
parametrizaci ¢: [a,b] — R", ktera je na (a,b) prosta a tiidy C!. (Za téchto pted-
pokladid lze ukazat, ze vysledek nezavisi na volbé parametrizace — viz napiiklad
[Ko, Véta 14.5 a Pozndmka 14.7].)

Piriklad Spoctéte délku kruznice o poloméru r > 0.
Reseni. Pouzijeme parametrické vyjadieni kruznice x = rcost, y = rsint, t €

[0, 27]. Toto dava cestu p(t) = (rcost, rsint), t € [0, 27], kterd je prosta na (0, 27).
Navic ¢'(t) = (—rsint,r cost) je spojitd. Dosazenim do vzorecku zjistime, ze délka
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je

2m 2m
V/(=rsint)2 + (rcost)2dt = / rdt = 27r.
0 0

§17. Urcitého (jednorozmeérného) integralu je mozno vyuzit i k vypoétu objemu
a povrchu rotacénich téles. Na rozdil od pfedchozich aplikaci, kde byla jasna
intuice, co to je obsah a délka, a byl zfejmy vztah k urcéitému integralu, zde je
jak je pocitat. Vyzaduje to ale obecnéjsi teorii. Ve specialnich pfipadech rota¢nich
téles vsak plati nize uvedené vzorecky, které jsou intuitivné nazorné, vezmeme-li v
uvahu vzorec pro vypocet délky grafu z §16 a dale vzorecky pro délku kruznice a
obsah kruhu.

Necht funkce f je spojitd a nezdpornd na [a,b]. UvaZme téleso, jez vznikne rotact

wplochy pod grafem® funkce f okolo osy x. Pak jeho objem se rouvnd ’ﬂ'fj f(x)?dx.
Pokud f md vlastni derivaci viude v (a,b) (pFipadné s vgjimkou koneéné mnoha

bodi), pak povrch pldsté je roven 2w f: f(x) /14 (f'(z))? dz, pokud tento integrdl

existuje (jako zobecnény Riemanniv).
Piiklad Spoctéte objem rota¢niho elipsoidu.

Reseni. Rotacni elipsoid je téleso, které vznikne rotaci elipsy kolem jedné z jejich
os. Ozna¢me délky poloos této elipsy pismeny a a b a predpokladejme, ze rotuje
kolem osy délky 2a. Pak nas elipsoid mtizeme interpretovat jako téleso vzniklé rotaci
grafu funkce f(x) = by/1 — (x/a)? na intervalu [—a,a] okolo osy z. Nyni miZzeme
dosadit do vzorecku a objem vychazi

a 3 a
201 _ 2 2 | _ o2 204 o
7r/ b*(1 — (z/a)?)dz = b <2a {3(12]_(1) = wb”(2a 3a) = 37rab .

—a

Priklad Spoctéte povrch koule o poloméru r > 0.

Reseni. Kouli o poloméru r miizeme interpretovat jako téleso vzniklé rotaci grafu
funkce f(z) = v/r? — 22 na intervalu [—r,r] okolo osy z. Dosadme do vzorecku a
pocitejme:

s 2 r
—x
27r/ r2—x2-\/1+< dz =27 rdz = 4mr?.
_r \/7’2 —.%'2 —r

§18.  Dalsi moznou aplikaci je vyuziti véty z §10 k vypoctu limit nékterych
specialnich posloupnosti.

39



Metody reseni vybranych Gloh z matematické analyzy

Piiklad Spoctéte 11m—(,/1—|— -+ 1—1—%).

Reseni. Pouzijeme vétu z §10 pro f (ac) = \/E na intervalu [1, 2]. Déleni D,, necht
je ekvidistantni déleni 1 < 1 + % <1 + < -+ < 2azvolme { =1+ ;. Pak je

limita ze zadani rovna ff Vads = [2 3/2] 2 (2v2-1). [ ]

§19. Pfirozenou aplikaci urc¢itého integralu je vypocet prumérné hodnoty
funkce. Pocita se podle nasledujiciho pravidla.
Pmimérnou hodnotou funkce f na intervalu (a,b) (kde a,b € R, a < b) rozu-

mime Cislo 7= f f, pokud integrdl vpravo existuje.
Piiklad Spoctéte primérnou hodnotu funkce sinz na intervalu (0, 7).

Reseni. Pramérna hodnota se rovna

1 i 1 2
/ sinzdr = —[—cosz|f = —.
m—0Jp s s

Piiklad Hmotny bod se pohybuje po pfimce. V ¢ase ¢ mé rychlost ¢t +
1+ cost. Jakd je pramérna rychlost v ¢asovém intervalu (0,77

Reseni. Prtmérna rychlost je priimérna hodnota rychlosti, a tedy je rovna

T

1 /7 1 1 T
T/() (t—i—l—l—cost)dt:?{§t2+t+sint]0 :—T+1+SH}

40



Konvergence urcitého integralu 4.

4. Konvergence urcitého integralu

Budeme se zabyvat nasledujici tlohou. Necht funkce f je spojitd na otevieném
intervalu (a,b) (omezeném ¢i neomezeném). Existuje integral f; f (zobecnény Rie-
manniv ¢i Newtontiv — kterézto dva pojmy pro takové funkce splyvaji)? V piipads,
ze f: f existuje (tj. je roven néjakému redlnému ¢éislu), fekneme, Ze integral konver-
guje. V opacném piipadé€ fekneme, ze diverguje. Pokud konverguje integral f: [71,
fekneme, ze f; f konverguje absolutné. Pokud integral konverguje, ale nikoli abso-
lutné, rikdme, ze konverguje neabsolutné. Budeme se drzet této terminologie spise
nez pojmu ,existuje“ a ,neexistuje”, protoze tyto pojmy maji u jinych integrala
(napt. Lebesgueova) jiny vyznam. Porovnejte pojmy divergence, konvergence a ab-
solutni konvergence s analogickymi pojmy pro rady.

§20. Prvni metodou je pouziti véty, kterd ¥ika, Ze je-li f funkce spojita na
uzavieném intervalu [a,b], pak f: f konverguje (viz napt. §10).

Piiklad Integral f;’o arctg(x® + 16) - sin x dz konverguje, protoze integro-
vané funkce je spojitd na intervalu [7, 50].

Piiklad Integral fol BT 4y konverguje, protoZe funkce

Si¥, x € (0,1],
ﬂ@—{L e

je spojité na [0, 1]. Zde vyuzivame toho, Ze integril z funkce f od a do b zavisi jen
na hodnotéch f na (a,b) a ne na tom, zda a ptipadné jak je f definovdna v krajnich
bodech. Muzeme-li ji tam vSak dodefinovat spojité, pak lze pouzit vySe uvedenou
vetu.

§21. Dalsi moZnosti je vypocet urcitého integralu s vyuzitim primitivni
funkce dle §11. Z vypocta v §11 plyne tvrzeni v nasledujicim piikladu.
Priklad Integral fol z® dz konverguje, pravé kdyz o > —1.
Vypocet druhého piikladu je zcela analogicky, a tak ho nechdvame na ¢tenéfi.
Piiklad Integral f1+oo z® dz konverguje, pravé kdyz a < —1.

Uvedené dva ptiklady jsou uzitecné pro vysetfovani konvergence mnoha jinych
integrali, jak uvidime pozdéji.

Priklad Integral fol log x dx konverguje, protoze

1 1
/ logxd:z::[xloga:](l)—/ l1dx = —1.
0 0
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§22.  Integral souctu. Obcas se hodi nasledujici jednoduché pozorovani.
Necht f,g jsou spojité na (a,b) a f:g konverguje. Pak f;f konverguje, prdvé
kdyz konverguje ff(f +9).

Piiklad Konverguje integral fol 1_5% dx ?

Reseni. Integral fol % dz konverguje (viz §20), zatimco fol %dx diverguje dle
prikladu v pfedchozim paragrafu. Proto podle uvedeného tvrzeni nas integral di-
verguje. |

Dalsi, méné trivialni, pfipady pouziti pozorovani z tohoto paragrafu v kombinaci
s jinymi kritérii jsou uvedeny dale.

§23. Bolzano-Cauchyova podminka. Néasledujici véta davad nutnou a po-
stacujici podminku pro konvergenci integralu. Je preformulaci Bolzano-Cauchyovy
podminky pro existenci vlastni limity primitivni funkce.
Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b). Pak integrdl fab f konverguje, prdvé
kdyZ pro kaZdé e > 0 existuje b’ € (a,b) takové, Ze pro kazdé dva body 1, x2 spliugjict
. T2 . . . . .
b <y <o < b plati |ng1 f| < e. Analogické turzent plati pro interval typu (a,b).

Piriklad Jeli a>0,integral floo x® sin x dz diverguje.

Reseni. PouZijeme Bolzano-Cauchyovu podminku. Je-li & > 1 celé ¢islo, plati

(k+1)m
/ % sinx dx
k

s

> (kw)"/ sinxz de = 2(kr)* > 27,
0

Zvolme nyni e = 7®. Pro kazdé V' < oo existuje k > 1 celé tak, ze km > '. Polozme
x1 = km a x2 = (k + 1)m. Pak dle uvedeného vypoctu je ’f;f ¢ sinxdx‘ > €.

Integral proto diverguje. [ ]
§24.  Srovnavaci kritérium je obsaZeno v nésledujici vété.

Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu (a,b) a pro kaZdé x € (a,b) plati
|f(x)| < g(x). Pokud fabg konverguje, pak f;f konverguje téz. (A tedy, diverguje-li
fab f, diverguje i fabg)

Disledkem je nasledujici tvrzeni.

Necht f je funkce spojitd na (a,b). Pokud f:f konverguje absolutné, pak i
konverguje.

Piiklad Pokuda>1, pak floo S‘x% dz konverguje (dokonce absolutng).
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Resend. Plati totiz [922| < L a integral [~ 9 pro a > 1 konverguje (viz §21).
Proto podle srovnavaciho kritéria floo | e | dx konverguje. Tedy i piivodni integral

konverguje (dokonce absolutng). ]

sinx

Piiklad Integrél erOO AET gy diverguje.

1 x
s ., . +y arctgx arctgl _ 7w 3 4 >
R.esem.. Pro z € (1,00) je totiz 2% > &= = T > ( a integral f1 = dx
diverguje. [ ]
. Zite¢nou variantou srovnavaciho kritéria je limitni srovnavaci krité-
25 Uzit t ho krit je limit krit
rium.

Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu [a,b) (kde —o00 < a < b < 4+00),
funkce g necht je kladnd na [a,b).

(i) Pokud limita lirgl % je vlastni a f:g konverguje, pak f: f také konverguje

(dokonce absolutné).

(i) Pokud limita lirlr)l g Eg je vlastni a nenulovd, pak f; f konverguje, prdavé
r—b—

kdyZ konverguje f; g.
Analogickd turzent plati pro interval typu (a, b].

Priklad Zjistéte, pro které hodnoty o € R konverguje foﬂ/2 sin® z dx.

Reseni. TFunkce f(r) = sin®z a g(z) = 2 jsou spojité a kladné na (a,b] = (0, 7/2]
a plati
lim S0
r—0+ %

tedy integral ze zadani konverguje, pravé kdyz konverguje foﬂ/ ? 2% dz. Ten oviem
konverguje praveé pro a > —1. To mizeme ovérit pfimym vypoc¢tem. Plyne to téz z
prvniho prikladu v §21 s pouzitim faktu, ze flﬂ /2 g dy konverguje dle §20.
Zavér je, ze integral konverguje pravé pro o > —1. [ ]
Piiklad Zjistéte, zda konverguje [; ﬁ.

Reseni. Integrand je spojity na (0, 7] a plati

1
S S— / 2
. N . x
hm % = hm —_— = \/i
z—0+ z z—0+ V 1 —cosx

Tedy vysetfovany integral konverguje, pravé kdyz konverguje foﬂ %. Ten ovsem
diverguje, tudiz diverguje i pivodni integral. [ ]

Pifiklad Prokteré hodnoty o, 8 € R konverguje f0+°° x® arctg” xdx ?
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Reseni. Integrand je spojity na (0,+00). Vyuzijeme toho, Ze integral [;* konver-
. L% .~ ez . / 1 o]
guje, pravé kdyz konverguji oba integraly [; a [

z® arctg®

Na intervalu (0,1] je integrand spojity a plati ml—i>r(r)l+ —ar— = 1, a tedy
fol x® arctg? x da konverguje, pravé kdyz konverguje fol 228 dzx, coz je pravé kdyz
a+pg> -1

I na intervalu [1, 00) je integrand spojity a plati lim zaaz#% = (7/2)?, tudiz

r—00
floo x® arctg” & da konverguje, pravé kdyz konverguje floo z* dx, coz je pravé kdyz
a< —1.
Zavér je, ze integral ze zadani konverguje, pravé kdyz a < —1 < a+ . |

826. Dale muzeme pouzit nékteré véty pouzivané pii vypoctu urcitého integralu,
konkrétné metodu per partes z §12 a véty o substituci podle §13 a zvlasté §14.

Piriklad Integral floo S;“f dz konverguje, pravé kdyz o > 0.
Reseni. Jiz vime z §24, Ze pro o > 1 tento integral konverguje absolutné. Z §23
déle vime, Ze pro a < 0 integral diverguje. Pro « € (0, 1] (nebo rovnou pro vSechna
a > 0) miZeme pouzit metodu per partes. Tedy

. oo
* sinx — oS * acosT
dx = — —du,
e x> |, 1 xoet

jsou-li aspon dva ze t¥i uvedenych vyraza redlnym cislem. Pritom zobecnény pii-
ristek na pravé strané je redlnym cislem pro kazdé a > 0 a integral na pravé strané
pro a > 0 konverguje absolutné podle srovnavaciho kritéria. Tedy i integral na levé
strané konverguje. [ ]

Piiklad Prokteré hodnoty a € R konverguje floo sin(z®)dz ?

Reseni. Pokud a < 0, pak lim b";—fa =1, a tedy integral konverguje, pravé kdyz

T—00
konverguje [ 2*dxz. To je prévé pro a < —1.

Pro a = 0 integral diverguje, protoze je to integral z nenulové konstantni funkce
sin 1 na neomezeném intervalu.

Zbyva vysetrit pripad a > 0. Pouzijme druhou substitu¢ni metodu z §14 pro
funkei p(t) = t'/*. Pak

oo oo 1 1
/ sin(z®)dz = / “ta~lsintdt,
1 1 @

pokud aspon jeden z integrald konverguje. Pfitom integral na pravé strané podle
predchoziho piikladu konverguje, pravé kdyz é -1<0,tj. a>1.
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Zavér je, ze integral ze zadani konverguje, pravé kdyz a < —1 neboa >1. R

§27.  Uziteénym kritériem pro neabsolutni konvergenci integralu je Dirichletovo
kritérium.

Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu [a,b), kaZda (ekvivalentné né-
jaka) primitiond funkce k f je omezend na (a,b), funkce g je monotdnni na [a,d)
a xlir? g(x) = 0. Pak f; fg konverguje. Analogické tvrzeni plati pro intervaly typu

(a, b].

Piiklad Integral floo st dx pro a > 0 konverguje.

Reseni. Funkce f(x) = cosz mé omezenou primitivni funkci sin z, funkce g(r) =
1/x* je klesajicl a ma v +oo limitu 0. Navic jsou obé funkce spojité na [1,00), a
tedy integral konverguje dle Dirichletova kritéria. [ ]

Poznamenejme, Ze tento ptriklad bychom mohli fesit pomoci metody per partes
jako v §26. To neni nédhoda, Dirichletovo kritérium pro pripad, kdy g méa spojitou
derivaci, 1ze pomoci metody per partes dokéazat.

Priklad Integral fl |“’”| dz konverguje, pravé kdyz o > 1.

Reseni. Konvergence pro o > 1 byla dokdzana v §24, divergence pro o < 0 plyne
z piikladu v §23 a z toho, Ze absolutni konvergence implikuje konvergenci (viz §24).
Necht a € (0,1]. Plati

|smw| > sm x __ 1—cos2x
2

Pritom [ 92 diverguje a [, €52% dy konverguje podle Dirichletova kritéria (funk-
ce z° je klesajici a ma v oo limitu 0, funkce cos 2z ma omezenou primitivn{ funkci).
A tedy | loo 1=cos22 4z diverguje (viz §22). Podle srovnavaciho kritéria ptivodni

2
integral diverguje. [ ]
Piiklad Zjistéte, zda konverguje integral [, - f;nhfm d

Reseni. Funkce sinz mé omezenou primitivni funkci, a tak mtZzeme zkusit pou-
zit Dirichletovo kritérium. Funkce m mé limitu 0, ale neni monoténni (jest
(r +2sinz) =14 2cosx, a tato derivace pravidelné méni znaménko). Takze Di-
richletovo kritérium pouzit nelze. Vime vsak, ze konverguje f;o % dz a mizeme
zkusit pouzit postfehu z §22. Tedy nas integral konverguje, pravé kdyz konverguje

integral fzoo( sinz___ 5‘“:”) dz. Upravime-li integrand, vyjde f2 _=2sin’e _ g

r+2sinzx z(z+2sinz)
Tento integral srovndme s konvergentnim integralem f2 %. Je totiz
2
z(z+2sinz)

1
72

| —2sin’z| <2 a lim =2.
r— 00
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Metody reseni vybranych Gloh z matematické analyzy

Proto f2 #“;m@) dx konverguje, a tudiz i integral ze zadani konverguje. [ |

Piiklad Zjistéte, zda konverguje integral ffo % dx

Reseni. Postupujme podobné jako v predchozim piikladu s vyuzitim faktu, Ze

f4°0 2 dy konverguje. Jest % — % = %, konvergence inte-
gralu ze zadani je tedy ekvivalentni konvergenci f 4 % dz. S ohledem

na predminuly priklad lze odhadnout, Ze tento integral bude divergovat. Pokusme
se to dokézat. Plati

sin? z sin? z 1—cos 2z

Vel er2sing) = Va(Va+d) © Walyatd)”

Protoze f 4 3 \f‘“’i}’;z dx konverguje podle Dirichletova kritéria, staci ukazat, ze

2v/z(Va+2) f+2
NI

integral f 4 diverguje. To plyne z limitniho srovnavaciho kritéria, nebot
1

lim
r— 00

diverguje. ]

= a f 4 % diverguje. Tak jsme ukazali, Ze integral ze zadani

Predchozi ptiklad svédci o tom, Ze Dirichletovo kritérium by neplatilo, kdy-
bychom v ném vynechali pfedpoklad monotonie funkce g. Pfedminuly pfiklad na-
proti tomu ukazuje, Ze absence monotonie nezaruci divergenci.

§28. Spolu s Dirichletovym kritériem se obvykle uvddi Abelovo kritérium.
Uvéadime ho zde zvlast, protoZe na rozdil od Dirichletova kritéria mé i symetrickou
verzi.

Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu [a,b), funkce g necht je na tomto
intervalu monotonni a omezend.

(i) Jestlize konverguje f: f, konverguje i integrdl f: fg.

(i) Pokud navic liril g(z) # 0, pak fff konverguje, prdvé kdyZ konverguje

Tr—0—

integrdl f: fg.
Analogické tvrzend plati pro intervaly typu (a,bl.

Piriklad Zjistéte, pro které hodnoty parametri konverguje, ptipadné ab-
solutné konverguje, [, sin(z®) - arctg’ x - wf—il ccos L. g7 dx.
Reseni. Nejprve si tilohu zjednodusime podle symetrické verze Abelova kritéria.
Vsechny ¢initele v integrandu jsou spojité funkce na [1, 00). Funkce cos(1/z) je na
[1,00) rostouci a v oo méd limitu 1. A tedy konvergence (absolutni konvergence)
integralu ze zadani je ekvivalentni konvergenci (absolutni konvergenci) integralu
[ sin(z®) -arctg”
je monoténni (rostouci pro 8 > 0, klesajici pro 8 < 0, konstantni pro 8 = 0) a m4a

z . . 2 . 7’ 7
v oo vlastni nenulovou limitu (7/2)”. Funkce v = 1— I%H je rostouci a ma
limitu 1. Dvoji pouziti Abelova kritéria dava, ze konvergence (absolutni konver-
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Obycejné diferencialni rovnice 5.

gence) zkoumaného integralu je ekvivalentni konvergenci (absolutni konvergenci)
integralu [ sin(z®) - 27 da.
Teprve nyni musime rozlisit nékteré pripady.

Je-li a < 0, pak lim mqg;f# = 1, a tedy podle §25 nas integral konverguje,
r—00

pravé kdyz konverguje floo x*t7 dx, coZ je pravé pro o + v < —1. Navic v tomto
pfipadé je integrand nezdporny, a tedy konvergence je totéz co absolutni konver-
gence.

Jestlize o = 0, pak jde o nenulovy nasobek integralu floo z7 dzx, ktery konverguje
(absolutné konverguje) pravé pro v < —1.

Pokud a > 0, provedeme substituci pomoci funkce ¢(t) = t'/ podobné jako v
§26. Pak vyjde, ze

o0 o0
/ sin(z®) - 27V dz = / “tatalsintdt,
1 1 o
pokud alespon jeden z integrali konverguje. Z §26 vime, ze integral napravo kon-
verguje, pravé kdyz = + i —1 < 0, coz je ekvivalentni podmince v+ 1 — a < 0.

7 véty o substituci v §14 plyne téz, Ze integral nalevo konverguje absolutné,
pravé kdyz konverguje absolutné integral napravo. A to je, pravé kdyz I + é -1<
—1 (viz §27), neboli v < —1.

Zavérem shrime vysledky. Integral konverguje absolutné, pokud @ < 0 a v <
—1 — a, nebo a > 0 a v < —1. Integral konverguje neabsolutné, pokud @ > 0 a
—1 <7 < —1+ «. V ostatnich pfipadech diverguje. |

5. Obycejné diferencialni rovnice

V nésledujicich paragrafech predvedeme nékolik zdkladnich metod Feseni special-
nich pripadu diferencidlni rovnice

y/ = f(x,y),

kde f je zobrazeni podmnoziny R x R™ do R™. Pfipomenime, Ze fesenim diferencidalni
rovnice se rozumi funkce 7n: (a,b) — R™, pro kterou plati, ze '(z) = f(z,n(z)) na
intervalu (a,b). Jisté nebude na tikor srozumitelnosti, kdyz budeme dale vétsinou
pouzivat pro neznamou y i pro feseni 7 stejného znaceni, napt. y.

Neexistuje-li feSeni, které by bylo prodlouZenim Feseni 1 na interval (a’,b’),
ktery obsahuje (a,b) jako vlastni podmnozinu, pak fikdme, ze n: (a,b) — R” je
mazimdlni reseni. Poznamenejme, Ze kazdé feseni je restrikci néjakého maximalniho
feSeni. Nalezenim vSech maximéalnich feSeni jsou tudiz popséna vSechna Feseni.
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Metody feSeni vybranych Gloh z matematické analyzy

PoZadujeme-li, aby feSeni spliiovalo rovnost y(xg) = yo pro néjakou dvojici
xo € R, yo € R", mluvime o pocdtecni podmince.

Zacnéme s typem rovnic, k jejichz feseni nepotiebujeme o mnoho vice nez ovla-
dat nékteré metody hledani primitivnich funkeci.

§29. Rovnice se separovanymi proménnymi. K zikladnim dovednostem
patii feSeni diferencialnich rovnic tvaru

(SP) y'h(y) = g(x),

kterym se fikéd ,rovnice se separovanymi proménnymi“. Pfredpokladejme, ze funkce
h: J —Rag: I — R jsou spojité na otevienych intervalech J a I. Metoda TeSeni
rovnice (SP) je zaloZzena na pozorovani, ze kazdé feSeni y = y(x) definované na
otevieném intervalu Iy C I s hodnotami v J musi pro néjaké ¢ € R splinovat na
intervalu Iy rovnici

H(y(z)) = G(z) + ¢,

kde H'(y) = h(y) pro y € J, G'(z) = g(x) pro x € I. Naopak, ma-li néjaka
funkce y vlastni derivaci na I a spliiuje-li uvedenou rovnici, pak je fesenim. Je-li
H prosta na otevieném intervalu Jo C J (napiiklad pokud funkce h nenabyva na
Jo hodnoty 0), pak vSechna maximélni feSeni (SP) s hodnotami v Jy jsou tvaru
yo(r) = Hy'(G(x) + ¢) na maximalnich otevienych intervalech obsazenych v U, =
(G +¢)"Y(Ho(Jo)), kde Hy je restrikce H na Jo.

Jak pouzit toto tvrzeni (& pozorovani) si ukdZzeme na FeSeni konkrétnich p¥i-
kladt. Také ukdzeme, jak lze nékteré tlohy, které nejsou tvaru (SP) Fesit pomoci
uloh, které tvar (SP) maji.

Pozndamky.

1. V¥8e naznaceny postup FeSeni ukazuje, Ze k feSeni (,integrovani“) rovnice ve
tvaru (SP) je potfeba predevsim najit primitivni funkce k funkcim g a h.

2. Jak uvidime v §31, rovnice se separovanymi proménnymi ve tvaru (SP) jsou
specialnim pfipadem rovnic v exaktnim tvaru.

Piiklad Najdéte vSechna feseni diferencidlni rovnice

y'y ="

Reseni. Funkce g(z) = 2® a h(y) = y jsou spojité na R. Najdéme néjaké primitivni
funkce k funkcim g a h na R. Jsou to napiiklad funkce G(z) = J2* a H(y) = 3¢°.
Funkce y definovand na otevieném intervalu [ je tudiz feSenim nasi rovnice, pravé

kdyz méa vsude v I vlastni derivaci a existuje takové c € R, ze

*) @)= ot he  wel

Funkce H ovSem neni prosta na R, maximéalni oteviené intervaly, na nichz je prosté,
jsou J; = (—00,0) a Jo = (0, +00). Hledejme nejprve feseni s hodnotami v J; nebo
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Obyc¢ejné diferencialni rovnice 5.

v Ja. Protoze obrazem kazdého z intervalii J; a Jy pfi funkci H je interval (0, 4+00),
plyne z (*), Ze feSeni s hodnotami v J; nebo Jy jsou definovdna na intervalech
obsazenych v mnoziné {z € R : f2* + ¢ > 0}. To jsou intervaly:

R pro ¢ > 0,
(—00,0) a (0,400) pro ¢ =0,
(—o0, —v/—4c) a (v —4c, +00) pro ¢ < 0.

Na téchto intervalech maji tedy feseni tvar

1 1
y(x) = \/ﬁ nebo y(z) = _\/ﬁ.

Zbyva zjistit, zda tato feSeni jsou maximalni, a pfipadné z nich maximalni feseni
poslepovat.

Reseni pifslusna ¢ > 0 jsou maximalni, protoze jsou definovdna na celém R, a
neni je proto mozné jiz prodlouzit. Uvazme déle feSeni prislusna ¢ < 0. Ta jsou
definovana na intervalech (—oco, —¢/—c) a (¥/—c,+0o0). Jeden krajni bod je —oo
nebo 400, a tedy pfislusnym smérem feSeni prodlouzit nelze. V druhém krajnim
bodé ma feseni limitu 0, a tudiz pripadné prodlouzeni tam musi mit hodnotu 0.
7 rovnice ovSem plyne, ze hodnoty 0 muize feSeni nabyvat jen v bodé = = 0. To
vsak neni nas pfipad, a tedy i feSeni prislusna ¢ < 0 jsou maximalni.

Zbyva prozkoumat feseni pfislusna ¢ = 0. To jsou feSeni

x®, x € (0,400);
r, T S (_0070);

Vsechna tato feSeni maji v bodé 0 limitu 0 (pro y; a y2 uvazujeme limitu zprava,
pro ys a y4 limitu zleva), proto funkce, kterd bude definovdna jako ys nebo y4
na (—o00,0), jako 0 v bodé 0 a jako y; nebo y2 na (0,400) bude FeSenim nasi
rovnice v pfipadé, Ze v bodé 0 bude mit vlastni derivaci. (Pak mé totiz vlastni
derivaci v kazdém bodé R, na (—o00,0) a (0,+00) rovnici splituje, protoze se tam
shoduje s néjakym resenim, a v bodé 0 ji spliiuje téz, o cemz se snadno presvédéime
dosazenim.) V naSem piipadé pro vSechny ¢ty¥i kombinace vyjde v 0 derivace 0
(napiiklad proto, ze ,slepené“ funkce jsou v bodé 0 spojité a vSechny z funkci
Y1,.-.,Ys maji v bodé 0 z p¥islugné strany limitu derivace rovnu 0). Dostédvame
tedy Ctyfi maximéalni feseni:

1
y{n(l‘) = Ex27 HS Rv Y2 ((L’) =——7Z=1", TE R;

1
yi(z) = —=z|z|, x € R; yi' () = ——==zlz|, z € R.

V2
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Vsechna maximalni feseni jsou tudiz tato ¢tyfi a vyse spoctena feseni prislusna
¢ # 0 (pro ¢ > 0 je to jedno FeSeni definované na R, pro ¢ < 0 dvé feSeni definovand
na mensich intervalech). [ |

Piiklad Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice

1
cos?2z’

y cosy =

Reseni. Funkce ﬁ neni definovana v bodech 7 +km, k € Z. Navic si vSimnéme,
Ze rovnice nemtze byt splnéna, pokud y = 5 +kn, k € Z. Pro kazdé feseni y: I — R
musi proto platit I C Iy ay(I) C I, pron&jakd k,n € Z, kde I}, = (=5 +km, T+km).
Uvazujme k,n € Z pevna.

Oznacme gj, restrikci funkce ﬁ na I a h, restrikci funkce cosy na I,. Na-
jdeme néjaké primitivni funkce Gy: Iy — R ke g, a H,: I, — R k h,. Napf.
Gr(z) =tgxprox € I}, a H,(y) = siny proy € I,,. Resime nyni pro ¢ € R tlohu na-
jit v8echny funkce y = y(z) definované na maximalnim mozném otevieném intervalu
I C I} s hodnotami v I,, tak, aby byla splnéna rovnost siny(z) = tgz+cproz € I.
Nutné musi byt tgz+c € (—1,1), atedy z € (kr+arctg(—1—c), km+arctg(l—c)).
Resime-li rovnici sin Yk,en(T) =tgx + ¢, prox € Iy a yg e n(z) € I, dostdvame, ze

Yk,en(z) = nm + (—1)" arcsin(tg z + ¢)

na intervalu (km + arctg(—1 — ¢), km + arctg(1l — ¢)) jsou v8echna maximéalni feSeni
dané rovnice.
|

Piriklad  Popiste vSechna neomezend maximalni feSeni rovnice

’ y2

Yo 1ga

Reseni. Rovnice neni ve tvaru uvedeném na za¢atku tohoto paragrafu. Budeme-
li se ovSem zajimat o FeSeni (ne nutné maximalni) y: (a,b) — R, kterd na (a,b)
nenabyvaji hodnotu nula, miZeme zifejmé Fesit rovnici y’ y% = Vyse popsana
metoda vede na rovnici

—i = arctgx + ¢, kde c € R.

Pokud je tedy pro néjaké ¢ € R funkce arctgx + ¢ nenulova na intervalu (a, b),
je funkce y(z) = ~arcigzTe FeSenim nasi rovnice na tomto intervalu. Vratime-li se
k nasi ptivodni rovnici, povSimneme si, ze identicky nulova funkce je jejim fesenim.
Déle si povSimneme, zZe zaddné z nenulovych feseni nema ani v jednom krajnim bodé
limitu nula. Proto neexistuje feseni, které se rovnd nulovému feSeni na néjakém
intervalu a jinému feSeni na jiném intervalu (zkuste si to promyslet podrobné). Pro

1422
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¢ & [—5, 5] jsou mezi nalezenymi feSenimi jen omezend (maximdlni z nich jsou

definovana na celém R).
Pro ¢ = =% a ¢ = 7 dostdvame, ze feSeni y(z) =
definované na R.
p— - v v, _ 1
Pro c € (=73, 5) dostavame, zZe feSeni y(r) = prrrp——
mélni, je-li definované bud na intervalu (—oo, tg(—c)), nebo na (tg(—c), ).

1 : ,
arctgztc Je neomezene a

je neomezené a maxi-

|
Priklad Najdéte vSechna lichd maximalni feSeni ulohy

Yy =2yl, y(2) = 1.

Reseni. Funkce identicky rovné nule na R je opét maximalnim feSenim. UvaZzujme
nyni feseni y: (a,b) — R, kterd nabyvaji na (a, b) jen kladngch, pfipadné jen zapor-

nych, hodnot. V téchto pfipadech tedy fesime rovnici y’ 2\% = 1 a metoda feSeni
Y

rovnic se separovanymi proménnymi ndm dava rovnici

Vy=x+cproy>0,atedy x> —c;
a rovnici

—v/—y=z+cproy <0, atedy x < —c.
Dostavame tak feseni y(x) = (z +¢)? proz > —ca y(z) = —(z + ¢)? pro = < —c.

Tentokrat maji ovSem tato feSeni v bodé —c limitu nulovou, a proto budeme zva-
zovat, zda lze definovat feSeni, které bude na rtznych ¢astech defini¢niho oboru de-
finovano riznymi ze zminénych moznosti. PovS§imneme si proto, ze derivace funkce
+(z + ¢)? v bodé —c je rovna nule. Kazdé feseni nasi ilohy bude navic neklesajici,
nebot mé nezapornou derivaci v kazdém bodé. Jediné Feseni, které spliiuje rovnost
y(2) = 1 a je zaroveni kladné na celém definiénim intervalu, je y(z) = (z — 1)? a
to na maximélnim intervalu (vzhledem ke zminéné podmince) (1, 00). Jedind moz-
nost, jak toto FeSeni ,,prodlouzit“, je uzit nulového feSeni na intervalu (—1, 1), nebot
feSeni musi byt nerostouci a liché. Vzhledem k nulovosti derivace funkce (z — 1)?
v bodé 1 jde skuteéné o feSeni na intervalu (—1, 00). Z pozadavku lichosti pak plyne,
7e jedinym maximalnim lichym FeSenim spliiujicim podminku y(2) = 1 mtize byt
funkce y(z) rovna (x — 1)2 na (1,00), nule na [~1,1] a —(x — 1) na (—oco, —1).
Vzhledem k feenému je popsand funkce resenim na R.

|

Priklad  Najdéte vSechna maximalni sudé reseni tlohy
zy =ky, y(1) =1,
kde k je (kladné) pfirozené ¢islo.
Reseni. K tomu, abychom mohli pfevést tillohu na rovnici se separovanymi promén-

nymi ve vy$e uvedeném smyslu, uvazujme zatim jen ta feSeni y: (a,b) — R, kterd
nenabyvaji nulovou hodnotu a pro kterd interval (a,b) neobsahuje nulu. Takové
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feSeni spliiuje rovnici y’ % = ki, a tedy musi spliiovat rovnost log |y| = klog|z| + ¢
pro néjaké ¢ € R na (a,b). Proto je ,maximaln&* y(z) = +e°z* na (0,00) nebo na
(—00,0). Reseni, které by nabyvalo v néjakém bodé o nulu musi mit v tomto bodé
nulovou derivaci nebo aspon vlastni derivaci, je-li xy = 0. Protoze jedinym bodem,
kde maji nalezend nenulové feseni limitu nula je bod nula, zajiméa néas druhy pii-
pad. Jedinou sudou funkei splitujici y(1) = 1 a y(x) = +e°x* na intervalu (0, 00)
pro né&jaké ¢ € R je funkce y(x) = |z|¥. Ta se na intervalech (—oc,0) a (0, 0c0)
rovna nékterym z nalezenych feSeni a v nule ma vlastni derivaci, prave kdyz k > 2.
Pro k = 1 tedy hledané (maximélni) feSeni neexistuje a pro k > 2 je jim funkce
y(a) = |z|*. u

Piriklad Najdéte vSechna maximalni feSeni tlohy

2 —
5

TS

(cos?z)y’ = cos?y, y(Z) =2

Re$eni. Vsimneme si, 7e konstantni funkce y(z) = 3 +nm, n € Z, jsou feseni na
R, a budeme dale hledat feSeni y: (a,b) — R, kterd nenabyvaji zddnou z hodnot
5 +nm, n € Z, a pro kterd interval (a,b) neobsahuje zZadny z bodi § + k7, k € Z.
CO‘Z;y = —1—, a fefeni y(z) musi proto spliiovat rovnost
tgy(x) = tgx + ¢ pro néjaké ¢ € R. Plati tedy, ze y(z) = nm + arctg(tgx + ¢) na
nékterém z intervalti (=% + km, § + k), k € Z, pro néjaké n celé. Toto feSeni ma
v pravém krajnim bodé defini¢niho intervalu limitu nm + 5 zleva a v levém krajnim
bodé téhoz intervalu ma limitu zprava nm — 5. Piislusné jednostranné derivace jsou
rovny jedné (ovéfte podrobné). Z toho vyplyva, ze kazda funkce yy, (c,kez), 7 € Z,
¢, € R, definovana pfedpisem

Yn,(er) () = nm 4 km 4 arctg(tg x + ¢i) na intervalu (=5 + kn, § + k)

a Yn,(c) (5 k) =nm+kr+ 5 prok €Z

je maximalnim feSenim rovnice a pro n = 0 fe$i nasi poc¢atecni tlohu. Dalsim
fesenim je funkce, kterd se rovna § na R. Vzhledem k tomu, Ze tato mé derivaci
(v bodé %) nulovou a funkce yg, (.,) maji v bodé 7 derivaci nenulovou, jsou vyse

popsana feseni vSechna maximalni feSeni tlohy.

Pak jde o feseni rovnice

Radu diferencialnich rovnic lze vhodnou zdménou proménnych prevést na typ
rovnice, ktery jiz fesit umime. Jako priklad mohou slouzit tzv. homogenni rovnice
[ Yy
tvaruy’ = f(¥).

Piiklad Najdéte feseni rovnice

2ayy’ = 3y* — 2%,

které spliiuje podminku y(2) = 6 a je definovano na maximélnim moZném intervalu.
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Reseni. Pro x nenulova, t.j. bud z intervalu (0,00), nebo z intervalu (—oc,0),
pfepiSme rovnici do tvaru
oY, (y)2
—y =3(=) -1
T

x
(Nebudeme rovnici pfevaddét na homogenni rovnici ve vySe naznafeném smyslu,
abychom se vyhnuli diskusi pfipadu y = 0.) Zavedeme novou nezndmou funkei z =
4. Plati tedy y’ = z+ 22’ a dosazenim do rovnice dostévame 2z(z + z2z’) = 322 — 1,
a konecné
2zw2 = 2% — 1.
Budeme-li se zabyvat feSenim na intervalu, na kterém nenastane rovnost |z| = 1,
tj. ly| = |z|, pak jde o rovnici se separovanymi proménnymi
22, 1
2-1° "z

Standardnim postupem dostavame, ze log |22 — 1| = log|z| + ¢ pro ¢ € R na defi-

ni¢nim intervalu funkce z(z), tedy |22 — 1| = |z|d pro n&jaké d > 0. Nutné plati,
7e |z| = V14 xd pro néjaké d # 0. Hodnota d = 0 vede k FeSenim z(z) = 1 a
z(x) = —1, kterd jsme neuvaZovali, ale kterd zfejmé rovnici spliiuji. Pfejdéme nyni

k rovnici pro y. Dostavame, Ze funkce y(x) = t+xv/1 + dz je feSenim na intervalech,
kde > 0 nebo = < 0 a kde |1 + dz| # 1, pokud d neni nulové. M4-li byt splnéna
podminka y(2) = 6, je y(z) = /1 + 4z pro x > 0. Derivace funkce v/1 + 42 v nule
je rovna jedné, a proto je FeSenfm i na intervalu (—3,00). V bodé —1 ma zprava
derivaci +00, a tedy jde o maximalni Feseni. Funkce y(z) = z je ovSem téZ feSenim
s derivaci jedna v nule (jde o feSeni, které odpovida z(z) = 1), a tedy hledané feseni
y(z) je rovno x pro x < 0 a xv/1+ 4z pro x > 0. To je definovano na celém R, a
jde tedy zfejmé o maximalni mozny interval, na kterém jsme feseni mohli nalézt. B

§30. Linearni rovnice prvniho ¥adu jsou rovnice tvaru y’ + p(x)y = q(z).
Ukéazeme si, jak hledat feSeni na otevienych intervalech, na nichZ jsou funkce p
a ¢ spojité. V pripadé, ze ¢ = 0 jde o specialni pfipad rovnic se separovanymi
proménnymi z §29. Toho nyni nevyuzijeme, nicméné to dava moznou metodu feseni
naznacenou nize v §33.

Piiklad Reste rovnici 2y +y = sinx.

Reseni. Vsimnéme si, Ze levou stranu rovnice lze zapsat ve tvaru derivace souéinu:
(ry) = sinz.

Jinak vyjadieno, zy = —cosz + C, kde C je néjaks konstanta. ReSenim jsou tedy
funkce y(z) = £=252 2 € (0,00) nebo z € (—00,0), kde C € R je libovolné. [ |
Poznamenejme, Ze uvedend feSeni jsou pro C' # 1 maximélni, protoZe v bodé

0 zprava (zleva) maji nevlastni limitu. Tak tomu vSak neni pro C = 1, kdy lze
1—(:0sz7 T 7& O7

x

slepit“. Tim dostaneme maximalni feseni y(z) = { 0 0
, z=0.
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Rovnice v predchozim prikladu nebyla ve tvaru uvedeném na pocatku tohoto
paragrafu (pro z # 0 ji 1ze na tento tvar pfevést vydélenim z). Byla vSak ve tvaru,
ktery umoznil rychlé vyreseni rovnice. Kazdou linearni rovnici prvniho fadu mtzeme
na takovy tvar pfevést vynasobenim vhodnou funkci, tzv. integracnim faktorem. Pro
rovnici 4 +p(z)y = q(z) je integraéni faktor roven e”’(*), kde P je primitivni funkce
k p. Vsimnéme si, ze integracni faktor je vzdy nenulovy, a tedy vynasobime-li jim
rovnici, jde o ekvivalentni tipravu (na intervalech spojitosti funkce p). Po vynédso-
beni Ize levou stranu rovnice zapsat jako (ye!(*))’. T tento piepis je ekvivalentni
apravou, protoze e’ ®) je nenulova funkce majici vlastni derivaci, a tedy v’ existuje,
pravé kdyz (yeP(®))’ existuje.

Piiklad Reste rovnici ¢/ + zy = 1.

Reseni. Mame p(z) = z, za primitivni funkci lze tedy vzit P(z) = 1% Po vy-

nasobeni integra¢nim faktorem mé rovnice tvar g’ e’ /2 4 gev®/ 2y = =’/ 2. neboli
!

(ye$2/2) = ¢*’/2. To je ekvivalentni s tim, Ze pro néjakou konstantu C' € R

plati rovnost ye C+ fow et®/2 dt. Vyraz na pravé strané je primitivni funkce

k funkei e*’/ 2. kterou neumime lépe vyjad¥it. Resenimi jsou tedy funkce tvaru
y(z) = e /2 (C’ +Jy et’/2 dt)7 x € R, kde C je libovolna konstanta. [ |

831. Diferencidlnich rovnic, které lze fesit tim, Ze si levou stranu vyjadiime jako
derivaci vhodného vyrazu, je vice. Patii k nim exaktni rovnice.

Piiklad Resterovnici 1+ etV 4 ¢/t = 0.

Reseni. Rovnici piepiSeme ve tvaru (z + e*¥)’ = 0. Funkce y(z) je tedy fesenim
rovnice na intervalu I, pravé kdyz existuje C' € R, 7e na I plati = + e*T¥(*) = C.
Odtud lze vyjadiit y(z) = —z + log(C — ), z € (—o0, C). [ |

Piiklad Reste rovnici y/(1 + e*t¥) + e*t¥ = 0 s pocdateéni podminkou
y(0) = 0.

Reseni. Rovnici pepiseme ve tvaru (y+e*t¥)’ = 0. Existuje tedy C € R, Ze feseni
splituje y+e*T¥ = C. Z této rovnosti oviem neumime vyjadiit y, musime se s ni tedy
spokojit. I z ni vSak mutzeme ziskat dostatek informaci o feSeni — o jeho existenci
a vlastnostech, napfiklad s vyuzitim véty o implicitni funkeci (viz §76). M4-1i feSeni
spliiovat navic po¢ateéni podminku y(0) = 0, musi byt C = 0 + €9 = 1. Hledané
feseni spliiuje tedy rovnici y(x) 4 e*T¥(*) = 1. [ ]

K tomu, abychom poznali, zda pro rovnici tvaru 3’ f(z,y) + g(z,y) = 0 lze
levou stranu zapsat jako derivaci funkce F'(x,y(z)) pro vhodnou funkci F, slouzi

nasledujici véta.
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Necht funkce f(x,y) a g(x,y) maji na obdélniku (a,b) X (c,d) spojité parcidlni
derivace prvmho mdu Pak existuje funkce F(z,y) definovand na (a,b) x (c,d)
takovd, Ze —y = f a 5y =g, prdavé kdyz 3 f = g—y

Implikace = plyne z véty o zamennostl par(:lalmch derivaci, viz napt. [D2, Véta
191]. Obracend implikace je snadné, zkuste si ji dokdzat sami s pouzitim metody

feSeni néasledujiciho piikladu.
Piiklad Reste rovnici 1+ (1+ zy)e® + (1 + 22e™¥)y’ =0

Resent. ame f(x =14+ 22" a g(x =1+ (14+zy)e® a celém ati
h Mf(y)l Vag(z,y) =1+ (1+ zy)e™. Na celém R? pl

gi = 2ze®™ + x2ye®V = 39 . Existuje tedy funkce F(z,y) na R2, pro kterou %I; =f

a ?91; = ¢g. Najdéme ji.

Jest G0 = 1+ a%e™, tedy F(z,y) = y + ze™ + C(z), kde C(z) je n&jaka
funkce nezavisejici na y. Pak ovSem %—I; = ™ + xye® + C'(z). Protoze %—I; =g,
dostdvame C’'(z) = 1, tedy C(x) = x + D, kde D je konstanta. Mzeme tudiz
polozit F(z,y) = x + y + ze®V.

Reseni y(x) nasi rovnice tedy spliji (z + y(z) + ze*¥®)" = 0, ekvivalentné
z + y(z) + ze*¥®) = ¢, kde ¢ je néjaka konstanta. Podobné jako v predchozim
prikladu neumime vyjadrit feseni y explicitné. ]

§32. Kdyz rovnice ¢ f(x,y)+g(z,y) = 0 neni exaktni, 1ze ji vynasobit integraé-
nim faktorem, aby se exaktni stala. V nékterych pripadech lze tento integraéni
faktor i nalézt. O nékterych z téchto pripadd hovori nasledujici véta, jejiz dukaz je

snadny.
of

99 _9f
Pokud % nezavisi na y, pak pro rovnici y' f(z,y)+g(x,y) = 0 existuje inte-

99 _0f
gracni faktor, ktery je funkci x. Pokud % nezavist na r, pak ecristuje integracni
faktor, ktery je funkci y.

Piiklad Reste rovnici 32y + 3% + (22 + 2y)y’ = 0.

Reseni. Mame f(z,y) = 2% + 2y a g(z,y) = 3xy + y>. Jest % = 2z + vy,
=3z +2y a % g— = —x — y. Existuje tedy integracni faktor p(z). Pro
n&j musi platit 2 (f(z,y)p(x)) = £ (9(z, y)p(x)), tedy

p(x)(2z +y) +p'(z)(2? + zy) = p(x)(3z + 2y),

neboli
P'(2)(@® + 2y) — p(z)(x +y) = 0.

Vydélime-li rovnici  + y (nyni se nezabyvame ekvivalentnosti tprav, protoze hle-
ddme libovolné p tuto rovnici spliiujici), dostaneme linedrni rovnici prvniho fadu
p'x —p =0, jejimz YeSenim je naptiklad p(z) = 2 (to bud uhodneme nebo najdeme
postupem dle §30).

55



Metody reseni vybranych Gloh z matematické analyzy

Rovnice 322y + zy? + (23 + 2%y)y’ = 0 je jiz exaktni. Opét najdeme piislusnou
];u;lkci 1; M2a plafit or — 39523; + 232, ted?r .F(:c, ,y) = 23y + %jc2y2v+ Q(y). Pak
oy = v +aty+C (y), tedy C'(y) = 0. Rovnici se ndm tedy podafilo pfevést na tvar
23y(x) +2%y(2)? = ¢, kde c je konstanta. V tomto pripadé bychom mohli i vyjadfit
y(x) explicitné a diskutovat intervaly, na kterych je feSenim, to v8ak nechdme na
Ctenari. [

833. Obecné vlastnosti linedrnich zobrazeni lze vyuZit pii feSeni linearnich
diferencialnich rovnic n-tého ¥adu. To jsou rovnice tvaru

v+ ar(@)y" Y 4 i (2)y + an(2)y = f(2).

Funkcim aq, ... , a, fikdme koeficienty a funkci f pravéa strana. V pfipadé¢, ze f = 0,
mluvime o homogenni rovnici. Dilezity nastroj feSeni je obsazen v nasledujici véte.

Necht funkce a1 (), ..., an(z) a f(x) jsou spojité na intervalu (o, 3). Pro funkci
y, kterd md na (o, B) spojitou n-tou derivaci, polozme

L(y) =y"™ +ar(@)y" ™+ + an-1(2)y + an(2)y.

Pak véechna maximdlni fesent rovnice L(y) = f jsou definovdna na celém intervalu
(o, B). Navic plati:
o MnoZina vSech maximdlnich feseni (homogenni) rovnice L(y) = 0 tvoii vek-
torovy prostor dimenze n.
o Je-li yo jedno mazimding feseni (nehomogenni) rovnice L(y) = f, pak mno-
Zina véech jejich mazximdlnich Tesent je tvorena vsemi funkcemi tvaru yo+yn,
kde yn je maximdlni reseni homogenni rovnice.

Poznamenejme, ze vektorovym prostorem rozumime vektorovy prostor nad R.
Zajimaji nas totiz realné fesSeni. Nicméné nékdy je uzitecné se zabyvat i komplex-
nimi feSenimi — k tomu je t¥eba si uvédomit, ze komplexni funkce (realné proménné)
se derivuje tak, ze derivujeme zv14st redlnou a imaginarni éast. I v této situaci zu-
stava predchozi véta v platnosti s tim, ze uvazujeme komplexni vektorové prostory.
To vsak nebude pfedmétem naseho zajmu.

Predchozi véta umoziiuje feseni linedrnich rovnic ve dvou krocich. Prvnim kro-
kem je nalezeni baze prostoru feseni homogenni rovnice (tzv. fundamentélniho sys-
tému) a druhym nalezeni jednoho FeSeni nehomogenni rovnice (tzv. partikuldrniho
FeSeni). V tomto paragrafu to ilustrujeme na linedrni rovnici prvniho Fadu. P¥i-
tom ukéZeme pouziti metody variace konstanty, coz je specialni ptipad obecné;jsi
metody popsané v §38. Linedrnim rovnicim vys$Sich fada se budeme vénovat v na-
sledujicich paragrafech.

Piiklad Reste rovnici y — 4xy = z".

Resent. Jde o linearni rovnici prvniho fadu, jejiz koeficient i pravéa strana jsou
funkce spojité na R. ReSeni budou tudiz definovana také na R. ReSme nejprve
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homogenni rovnici y’ — 4zy = 0. To je rovnice se separovanymi proménnymi, a tak
muzeme aplikovat metodu z §29.

PiepiSme rovnici ve tvaru iy’ = 4zy. Vidime, Ze y = 0 na R je jediné stacionarni
feSeni a Ze FeSeni, kterd nenabyvaji hodnoty 0 spliuji 3’ /y = 4z, neboli (log|y|)’ =
4x. Tedy log |y| = 222 + ¢, kde ¢ je n&jaka konstanta. Odtud dostaneme

‘y| _ e2w2+c _ 6062w2 — ker,
kde £ je kladna konstanta. Uvazime-li moznost, ze y > 0 nebo y < 0, vychazi
y= ke”2, kde k je nenulova konstanta. Zahrneme-li stacionarni feseni, dostavame,
Ze FeSenim jsou praveé vSechny nasobky funkce e’ Vsimnéme, si ze tvori skuteéné
vektorovy prostor dimenze 1.

Partikularni feSeni nehomogenni rovnice lze najit metodou variace konstanty.
To znamend, %e ho hleddme ve tvaru yo(z) = k(z)yn(z), kde yp, je pevné zvolené
nenulové FeSeni homogenni rovnice a k() je vhodné funkce. To jest, hleddme funkci
k(x) takovou, aby funkce yo = k:(ar:)e%2 byla fesenim. Dosadime-li toto do piivodni
rovnice, dostaneme k'(2)e2*” + k(z) - 4ze®®” — dak(z)e*™” = 27, neboli k'(z) =
27e™27" | 7byva spoditat [27e?®” do = 35 [(—22%)3e~2" . (—4z) dz. Provedeme-
li substituci ¢ = —222 (prvni véta o substituci, viz §4), dostavame o5 [t3e’dt =
35 (83 — 3t2 + 6t — 6)e’ + C (viz §3, strana 13). Za partikulérni feseni lze tedy vazit
Yo(x) = — o5 (82° + 122 + 1227 + 6).

Obecné feseni ma pak tvar y(z) = — 35 (82% + 122 + 1222 + 6) + ce2®”, [

Pozndmka. Pro Teseni linearnich rovnic prvniho fadu je jisté rychlejsi metoda
integrac¢niho faktoru z §30, kterou vsak nelze bezprostfedné rozsifit na lineadrni
rovnice vyssich fadd. Doporucujeme proto ¢tenati ovladnout i metodu variace kon-
stanty z tohoto paragrafu, nebof tu naopak lze na linedrni rovnice vysSich fada
zobecnit.

834. Hledani fundamentalniho systému pro linearni rovnice s konstant-
nimi koeficienty. Pro homogenni linedrni rovnici s konstantnimi koeficienty, tj.
pro rovnici tvaru

(*) y ™ +ary TV ot an Y +ay =0,

kde ai,...,a, € R, fundamentalni systém najdeme s vyuzitim charakteristického
polynomu y(\) = A" + a; A"+ a1 A+ ay.
Je-li A € R kotenem ndsobnosti p charakteristického polynomu, pak funkce
N g L Pl

jsou tesenimi rovnice (*). Je-li a« + i3 € C\ R kotenem ndsobnosti p charakteris-
tického polynomu, pak o — i je rovnéz jeho kovemem ndsobnosti p a funkce

e®® cos B, €% sin Sz, xe®* cos Bx, e sin Bz, . .., P~ 1e cos Bx, P71 sin Sz
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jsou Fesenimi rovnice (*). Navic vSechna wvedend teseni odpovidagici riznym kore-
nim s nezdpornou imagindrni édsti tvoii fundamentdini systém rovnice (*).

Pozndamka. Piredchozi véta mé v komplexnim oboru jednodussi tvar:
Uvazujme rovnici (*), kde aq,...,a, € C. Je-li A € C kofenem nédsobnosti p
charakteristického polynomu, pak funkce

N ge L Pl
Jjsou Fesenimi rovnice (*). Navic vSechna uvedend feseni odpovidajici riznym kofe-
num tvoiif fundamentélni systém rovnice (*).

Poznamenejme, ze komplexni funkci redlné proménné derivujeme tak, ze derivu-
jeme zv1ast redlnou a imaginarni ¢ast. Tvar fundamentalniho systému pro rovnice
s realnymi koeficienty dostaneme snadno z uvedeného komplexniho tvaru — funkce
prislusejici redlnym kofentm maji tyz tvar a funkce prislusejici kofentum s klad-
nou imagindrni ¢asti dostaneme jako redlnou a imagindrni ¢ast pfislusnych prvki
komplexniho fundamentéalniho systému.

Prfiklad Najdéte fundamentalni systém feSeni rovnice vy +4y"” + 3y’ = 0.

Reseni. Charakteristicky polynom je x(A) = A3 +4X%2 4+ 3\ = A(A +1)(A + 3). M4
tfi jednoduché koteny, a to 0, —1 a —3. Fundamentalni systém tedy tvori trojice
funkei 1, e=% a e 37, [ |

V rovnici z pfedchoziho pfikladu se nevyskytuje samostatné y. Dosazenim z = y/
dostaneme z puvodni rovnice rovnici druhého Ffadu pro neznamou funkci z. Mohli
bychom ji vyfesit a FfeSenimi puvodni rovnice by byly primitivni funkce k naleze-
nym FeSenim. Tento postieh je obecné uzitecny, ale v nasem pfipadé by nam praci
neusetfil.

Prfiklad Najdéte feSeni rovnice 3" + 2y’ + 2y = 0 spliujici podminky
y(0) =0ay'(0) =1.

Reseni. Nejprve nalezneme fundamentalni systém. Charakteristicky polynom
X(A) = A% +2)\ +2 m4 dva komplexné sdruzené koteny —1+1i a —1 —i. Fundamen-
talni systém tedy tvoii funkce e™* cosx a e~ % sinx. Hledané feSeni musi proto mit
tvar y(z) = ae”* cosz+be *sinz, kde a,b € R. Z podminky y(0) = 0 plyne a = 0.
Pak ¢/ (x) = —be "sinz + be~® cosx. Z podminky y'(0) = 1 dostdvame b = 1.
Hledané feSeni je y(z) = e *sinz. [ |

Piiklad Najdéte viechna Feseni rovnice y* + 2y” +y = 0.
Reseni. Charakteristicky polynom je xy(A) = A +2X% + 1 = (A2 + 1)2. M4 tedy
dvojnéasobny kofen i a dvojnasobny kofen —i. Fundamentalni systém tvoii funkce

cosx, sinx, xcosz a xsinz, obecné feSeni ma tudiz tvar

y(x) = (ax + b) cosz + (cx + d) sinz,
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kde a,b,c,d € R. [ |

Piiklad Doplite dvojici funkei (22 + 2 + 7)e” a sinz na fundamentalni
systém FeSeni néjaké linearni rovnice s konstantnimi koeficienty.

Reseni. Funkce z2e®, xe®, €%, sinz a cosz tvoii fundamentalni systém rovnice
s charakteristickym polynomem (A — 1)3(A2 + 1) = A5 — 3\ + 403 — 422 + 3)\ — 1.
To je rovnice y® — 3y + 4y — 4y + 3y’ — y = 0. Protoze prostor feSeni méa
dimenzi 5 a pétice funkci (2% + o + 7)e®, xe®, e, sinx a cosz mé stejny linearni
obal jako uvedeny fundamentalni systém, je sama bazi prostoru feseni, a tedy muize
poslouzit jako hledany fundamentalni systém. [ ]

Poznamenejme, zZe feSeni pfedchoziho prikladu dava navod, jak dokazovat line-
arni nezévislost ur¢itych systémi funkci s vyuzitim véty z pocatku tohoto paragrafu.

835.  Je-li prava strana linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty v jistém speci-
alnim tvaru (tzv. specidlni prava strana nebo téz kvazipolynom), pak existuje
feSeni podobného tvaru. Konkrétné plati nasledujici véta.

Necht f(x) = e** - (Pi(z) cos Bz + Py(z)sinfz), kde o, € R a P, Py jsou
polynomy. Pak existuje fesend rovnice y™ + a1y + -+ ap_1y/ + any = f ve
tvaru y(x) = z™e** - (Q1(x) sin Bz + Q2(x) cos Bx), kde m je ndsobnost éisla o+ i
jako kotenu charakteristického polynomu (m = 0, neni-li toto c¢islo kofenem) a
Q1, Q2 jsou polynomy, jejichZ stupen je nejvyse roven vétsimu ze stupni polynomai
Py, P; (za stupen nulového polynomu miZeme v tomto pripadé povaZovat tieba —1).

Pfiklad Najdéte alespoii jedno feSeni rovnice y” — 6y’ + 5y = €.

Reseni. Pouzijeme predchozi vétu. Jest a = 1, 3 = 0, Pi(z) = 1 (polynomem P,
se nezabyvame, protoze 3 = 0). Charakteristicky polynom je x(A\) = A2 =6\ +5 =
(A=1)(A —5), ¢islo 1 je tedy kofenem nasobnosti 1.

Existuje tedy FeSeni ve tvaru y(z) = axze®. Neznamé ¢islo a je tim polynomem
@1 stupné nejvys 0. Zbyva urcit a, coz udélame dosazenim do rovnice. Je

y'(@) =alz+1)e" a y'(zx) =a(z+2)e",

a tedy leva strana rovnice je y” (z)—6y’(z)+5y(x) = —4ae®. Chceme-li, aby vyslo e?,
musi bjt a = —1/4; feSenim nasi rovnice je tudiz naptiklad funkce y(z) = —Lze®.

1
|
Pfiklad Najdéte vSechna feSeni rovnice 3y —y = xsin z.

Reseni. Nejprve najdeme fundamentélni systém homogenni rovnice. Charakteris-
ticky polynom je x(\) = A2 — 1 = (A — 1)(\ + 1), fundamentalni systém tvoii tedy
funkce e” a e™ 7.

Prav4 strana je ve specidlnim tvaru, pfitom a =0, =1, Pi(z) =0 a Py(z) =
x. Cislo i neni kofenem charakteristického polynomu, a tak existuje Feseni ve tvaru
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yo(z) = (ax + b)coszx + (cx + d) sinz. Piseme Q1(z) = ax + b a Qa(z) = cx + d,
protoze to maji byt polynomy stupné nejvyse 1. Zbyva urcit koeficienty, a tak tvar
1o dosadime do rovnice.
Jest
yo(z) = (cx +d +a)cosz + (—ax — b+ ¢)sinz,
yo () = (—ax — b+ 2¢) cosx + (—cx —d — 2a) sinx.

Musi tedy platit
(—2ax — 2b+ 2¢) cosx + (—2cx — 2d — 2a) sinx = xsinx.

Porovnanim koeficienttt dostavame soustavu rovnic (tato soustava je ekvivalentni
poslednimu tvaru rovnice diky linearni nezavislosti pfislusnych funkci — viz vétu na
pocatku §34):

—2a =0

—2b+2c¢ =0

—2c =1

—2a —2d=0.
Odtud méme a = 0, b = ¢ = —1/2, d = 0. Hledané partikularni feSeni je tudiz

yo(z) = —% cosT — %xsinx.

Obecné feseni pak mé tvar y(z) = —L1cosz — losinz + Ae” + Be™?, kde
A, BeR. |

§36. Dilezitym typem soustav diferencidlnich rovnic, pro které existuje metoda
analytického FeSeni, jsou soustavy linearnich rovnic prvniho fadu s konstant-
nimi koeficienty. To jsou soustavy tvaruy’ = A-y+ f(z), kde A je ¢iselnd matice
typu n x n, f je vektorové funkce (tzv. prava strana) a y je nezndmé vektorova
funkce (obé reprezentované jako sloupcové vektory fadu n). V pi¥ipads, ze f = 0,
mluvime o homogenni soustavé.

Piiklad Najdéte viechna feSeni soustavy y' = 2y + 2, 2/ =y + 2z.

Reseni. 7 prvni rovnice lze vyjadiit z = 3’ — 2y. Dosadme odtud za z do druhé
rovnice. Dostaneme y” — 2y’ = y + 2(y' — 2y), po Upravé y’ — 4y’ + 3y = 0. To je
homogenn{ linedrni rovnice druhého fadu s charakteristickjm polynomem x(\) =
A2 — 4\ + 3, kofeny jsou 1 a 3. Proto vSechna feseni maji tvar y(z) = ae® + be3®,
kde a,b € R jsou konstanty. Zbyva vypoéitat z(z) = y/'(z) — 2y(z) = —ae® + be3®.

Resenim soustavy jsou tedy dvojice funkci y(z) = ae® + be3* a z(z) = —ae® +
be3* na celém R, kde a,b € R jsou konstanty. ]

V predchozim piikladu jsme Teseni soustavy dvou rovnic prvniho fadu prevedli
na feSeni jedné rovnice druhého fadu a pak pouzili metodu z §34. Nasledujici pfi-
klad ukazuje odlisny postup v piipadé, kdy nelze mechanicky aplikovat metodu
z predchoziho piikladu.
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Piiklad Reste soustavuy’ =5y, 2’ =y + 4z

Resent. V prvni rovnici se nevyskytuje z, podle §30 (nebo §34) jeji feSeni maji tvar
y(z) = ae®®, kde a E R je konstanta. Dosadime-li toto do druhé rovnice, dostaneme
rovmc1 z —4z = ae®, kterou vyfesime podle §30. Vynasobime integra¢nim faktorem
e~ 4 a dostaneme (ze~4%) = ae®, tedy ze~4* = ae® + b, neboli z(x) = aed® + bel®.

Resenim soustavy je tedy dvojice funkci y(z) = ae®® a z(z) = ae’® + be’® na
celém R, kde a,b € R jsou konstanty. [ |

Uvedené dva priklady ukazuji dvé moznosti feSeni soustavy dvou rovnic. Roz-
myslete si, Zze pro kazdou soustavu lze alespon jedné z nich pouzit. Mame-li soustavu
vice nez dvou rovnic, lze pouzit urcitou kombinaci uvedenych dvou variant. Sou-
stavu lze ekvivalentnimi ipravami pfevést na tvar, ktery umozinuje postupné feseni
rovnic s jednou nezndmou funkei (soucet ¥ada téchto rovnic bude roven poctu rovnic
v soustavé). Tyto tpravy lze délat zpiisobem pfipominajicim Gaussovu eliminaci.
Podrobné vysvétleni véetné dukazt potfebnych vét 1ze najit v oddilu XVII.3.2 skript
[JKZ] nebo téz (v obecnéjsim kontextu) v kapitole VI knihy [G]. Tuto metodu zde
popiseme. Vyjdeme z matice Al — A (proménnd A\ zastupuje ,operator derivovani,
tato matice symbolizuje soustavu (- d _ A)y :=19y — Ay = 0). Nyni uvedenou matici
prevedeme posloupnosti fadkovych 1 uprav na horni trojihelnikovou matici. Pritom
rfadkovymi Gpravami rozumime:

a) prohozeni dvou fadk;

b) vynésobeni fadku nenulovou konstantou;

¢) pfi¢teni P(\)-ndsobku jednoho ¥ddku k jinému fadku, kde P()) je polynom
v proménné A.

Vsimnéte si, ze mezi tpravami neni vynasobeni fadku polynomem stupné ale-
sponi 1. Stoji za zduraznéni, ze to skute¢né neni pripustna radkova uprava.

Vzniklou horni trojihelnikovou matici nyni pfepiSeme opét na soustavu dife-
rencidlnich rovnic. Ma-li matice tvar

Pii(\) P\ ... P\
0 Pun(\) ... Pun())
0 0o .. Pm;(A)

pak nova soustava bude mit tvar

Pll(%)yl +P12(d%)y2 + .. +P1n(%)yn =0
Po(-Dyyy  + oo 4Pu( L)y, =0

kde symbolem P(,(Ci )y rozumime funkei apy® + ap_1y*V 4+ - 4+ a1y’ + agy,
pokud P(\) = axA\* + ap_1A\* "1+ + a1\ + ao.
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Poznamenejme, ze polynomy na diagonale jsou vSechny nenulové a soucet jejich
stupniit je n. To plyne ze znamé véty o vztahu Ffadkovych elementarnich tprav a
hodnoty determinantu. Tento fakt ndm umoziiuje soustavu nakonec vytesit odzadu
— posledni rovnice je rovnice s neznamou y,,, tu vyresime a jeji feSeni dosadime do
predchozich rovnic. V predposledni pak ztistane jako neznamé y,_1, vyresime ji a
dosadime do predchozich a takto pokracujeme az k prvni rovnici.

Takto jsme popsali feseni homogenni soustavy. V pripadé, Ze soustava neni ho-
mogenni a prava strana je dostatecné hladké, mtzeme postupovat podobné. K ma-
tici AI — A pridédme jesté sloupec pravych stran a upravujeme takto rozsifenou
matici. Po tipravé budou prvky posledniho sloupce souéty vyrazi tvaru A*h(z),
kde k¥ € NU {0} a h je funkce proménné x. P¥i opétném pfepisu na soustavu
diferencialnich rovnic vyraz A*h(z) nahradime vyrazem h(¥)(z). To odpovida po-
vaze Fadkovych uprav (srovnejte s FeSenim posledniho pfikladu tohoto paragrafu).
Ukazeme si to na soustavé dvou rovnic.

Priklad Reste soustavu u’ = —u + 2v +sinz, v’ = —2u + 3v + cos .

Reseni. Podle predchoziho odstavce upravujeme matici (zde i déle symbolem N

vr VY, . « b c
znaéime pouziti fadkové tpravy a), podobné pro ~ a ~):

A+1 -2 sinz a 2 A—3 cosz <
2 A—3 cosx A+1 —2 sinx
c (2 A—3 Ccos T

~

0 —%)\2 + A= % sinz — ihcosz — Lcosz

2 2

Tim dostavame soustavu

2u+1v —3v =cosz,

1, , 1 . 1 , 1
——v" +v' — Zv=sinx — =(cosx) — = cosz.
3V TV T glcosa) =3
Druhou rovnici lze prepsat ve tvaru v/ — 20’ + v = cosz — 3sinz. To je nehomo-
genni rovnice druhého ¥adu. Charakteristicky polynom je A\ — 2\ +1 = (A — 1)?,
fundamentélni systém feSeni homogenni rovnice tvoii funkce e® a xe® (viz §34).
Pravé strana je ve specidlnim tvaru (ve smyslu §35), partikularni feseni existuje

ve tvaru vg = acosx + bsinz. Pak v) = bcosz —asinz a vj = —acosx — bsinz.
Po dosazeni dostavdme —2bcosz + 2asinz = cosz — 3sinz. Odtud b = —1/2 a
a = —3/2, obecné feseni tedy vypadd
1
v(z) = —g 8T — 5 sinx + (cx + d)e”.

Z prvni rovnice dopoéitame u = 1 (cosz — v’ + 3v), tedy

3
u(z) = —g 8T — 5 sinz + (cx +d— g)ew.

Piiklad Restesoustavuv' =v+w, v =u+w, w =u+v.
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Reseni. Hledejme Feeni v poradi u, v, w. Matice soustavy je pak

A:

= = O
—_ O =
e

budeme tedy postupné upravovat matici A\l — A pomoci fadkovych tprav:

A -1 -1 -1 A -1 -1 A -1
“1 X 1|2 X =1 -1~ 0 —14+X —1-)]|<~
-1 -1 A -1 -1 A 0 —-1-X X+1

-1 A -1 -1 A -1

Lo —1-Xx A+1 | S0 —-1-2) A1

0 —1+4X2 —1-2) 0 0 A2 —\—2

Dostévame tedy soustavu —u+v'—w = 0, —v' —v+w'+w = 0, w”’ —w' —2w = 0.
Posledni rovnice mé charakteristicky polynom A% — )\ — 2, jeho# kofeny jsou 2 a —1,
feSeni je tedy w(z) = ae?® + be~® (viz §34). Druh4 rovnice bude mit nyni tvar
v 4+ v = w' +w = 3ae®*. Postupujme dle §30: (ve®)’ = 3ae3®, tedy ve® = ae3® + ¢,
neboli v(z) = ae?® + ce™®. Zbyva z prvni rovnice dopoéitat u = v/ — w = ae?® —
(b+c)e ™.

Resenim je tedy trojice funkci

u(r)= ae®® — (b+c)e™?,
v(z)= ae*® + ce™®,
w(z)= ae®® + be™*

na R, kde a, b, c € R jsou konstanty. [ |

Poznamenejme, Ze popsanou eliminaci lze délat pfimo, bez pouziti maticového
zapisu. Mzeme radkové tpravy provadét pfimo s rovnicemi - pak tyto tpravy jsou:
prohozeni dvou rovnic, vynasobeni rovnice nenulovou konstantou a pri¢teni realného
nasobku rovnice nebo jeji k-té derivace k jiné rovnici. Pii vétsim poctu rovnic je
v8ak vyhodnéjsi pouzit maticovy zapis a symboliku polynomt. P#imy postup si
ukdzeme v nésledujicim piikladu (kde upravy znacime opét pismeny a, b, ¢ — podle
analogie s vySe uvedenymi fadkovymi ipravami matic).

Pifiklad Reste soustavu v/ = v — v+ w, v = —u + 2v + 2w, v’ =
—2u + v + 3w.
Reseni. Provadéjme fadkové Gpravy se soustavou:
v —ut+v—w=0 u+v —2v—-2w=0 u+v —2v—-2w=0
utv —2w—2w=0~ WW-utv—w=0~ W4 —v—3w=0 ~

2u—v4+w —3w=0 2u—v+w —3w=0 20 +3v+w +w=0

u+v —2v—-2w=0 u+v —2v—-2w=0
~ =" 30— v+ 20 —3w=0 ~ %U’—U—%w”+%w’—3w=0 ~
20 +3v+w +w=0 20 +3v+w +w=0
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u+v —2v—-2w=0 u+v —2v—-2w=0
5iv—§w”+ w—%w 0~ 51}—1§w"+ qw' —Jw=0 ~
2 +3v+w +w=0 3v-— 5w”’—|— 18 7 13w +w=0
u+v —2U—2w 0
c 5 "
~ fv—fw + w ~%w=0
/// 2f " 3%

5w+w 8w—|—w0

Posledni rovnici miizeme zapsat jako w”’ —6w” +10w’ —8w = 0. Charakteristicky
polynom je A3 — 6A2 4+ 10\ — 8 = (A — 4)(A\% — 2)\ + 2), jeho kofeny jsou 4 a 1 =+ i.
Reseni ma tedy tvar w(z) = ae*® + e®(bcosx + csinx). Z druhé rovnice dostavame
v = 2w’ — 2w + 2w, tedy v(z) = ae*® + ¢*(bsinz — ccosz). Nakonec z prvni
rovnice je u = —v' 4+ 2v + 2w, tedy u(x) = e*((b — ¢) cosz + (b+ ¢) sinx). [

Postup feseni v predchozim ptikladu je ponékud méné prehledny. To svédéi o
vyhodnosti maticového zapisu — prace s polynomy je pohodlnéjsi nez prace s di-
ferencidlnimi operatory. Pro soustavy dvou rovnic mezi obéma postupy neni pod-
statnéjsiho rozdilu, jak je zfejmé z uvedenych prikladu.

Nakonec poznamenejme, Ze existuje jind ¢asto uvaddénd metoda feSeni soustav
s konstantnimi koeficienty. Spo¢iva na pozorovani, Ze je snadné vyfesit soustavu,
jejiz matice je v Jordanové tvaru, a ze kazdou soustavu lze vhodnou substituci
na takovy tvar prevést. Nicméné tento pievod je zdlouhavy a pro matice vyssiho
fadu obtizné popsatelny. Navic tento tvar muze obsahovat i imaginarni ¢isla, coz
déle prodluzuje postup feseni. Nami uvedend a pouzivand metoda vyuziva jeden
krok postupu hledéni Jordanova kanonického tvaru — tipravu matice A\ — A na horni
trojuhelnikovou matici. A to je pravé vse, co je tfeba, neni nutné hledani Jordanova
tvaru dokoncovat, staci vyuzit znalosti feSeni jedné rovnice vyssiho fadu.

Podrobny vyklad o Jordanové tvaru a jeho uziti na feSeni soustav linedrnich
diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty lze nalézt v kapitole IV skript [B].

837. Zminény pfevod na Jordantv tvar vyuziva vlastni ¢isla, vlastni vektory a
jim p¥islusné fetézce. V piipadé, Ze vSechna vlastni ¢isla jsou jednoduché (ndsob-
nosti jedna) a redlnd, je i tento postup jednoduchy. Popisuje ho nasledujici véta.

Je-li y' = Ay soustava linedrnich diferencidinich rovnic, kde matice A je vddu
n s navzdjem ruznymi vlastnimi ¢isly A1, ..., A\, € R, pak reseni maji tvar

y(z) =D : , z€R (a1,...,a, €R),

kde D je matice, kterd md, pro kaZdé j € {1,...,n}, v j-tém sloupci vlastni vektor
prislusny vlastnimu ¢islu \;.

Piiklad Reste soustavu v/ = 10u + 3v + 6w, v/ = —1lu — 4v — 12w,
w =u+ v+ 4w.

64



Obyc¢ejné diferencialni rovnice 5.

10 3 6
Reseni. Matice soustavy je A= | =11 —4 —12
1 1 4

Nejprve najdéme vlastni ¢isla matice A. Charakteristicky polynom je
det(A — A) = A3 — 10\? + 23\ — 14.

Jeho kofeny jsou 1, 2 a 7 (umime je jednoduSe najit, protoZe jsou celo¢iselné). To
jsou tedy vlastni Cisla matice A.

Daéle najdéme vlastni vektory piislusné jednotlivym vlastnim ¢islim. Najdeme
je vyfesenim tii soustav linedrnich rovnic — vlastni vektor pfislusny vlastnimu c¢islu
1 je feSenim soustavy (I — A)y = 0, vlastni vektor pfislusny ¢islu 2 je FeSenim
soustavy (2I — A)y = 0, podobné pro ¢éislo 7.

Vlastni vektor pfislusny éislu 1 vyjde (1, —7,2), vlastni vektor pfislusny ¢islu
2 je (0,—2,1) a vlastni vektor p¥islugny ¢islu 7 je (1,—1,0). (Vlastni vektory pti-
slusné jednoduchému vlastnimu ¢islu tvofi jednorozmérny vektorovy prostor bez
nulového vektoru, vybrat mtizeme libovolny, obvykle zvolime takovy, jehoz tvar je
co nejjednodussi.)

1 0 1
Nyni utvofme matici D = | =7 —2 —1 |, jejiz sloupce tvoii nalezené vlastni
2 1 0
u(x) ae’x
vektory. Tvar feSeni soustavy je tedy | v(z) | = D | be®** |, neboli
w(x) ce™

u(r)= ae® + ce™,
v(z)= —Tae® — 2be?* — ce™,
w(z)= 2ae® + be?*

pro z € R (a,b,c € R). [ ]

Jinou moznosti nez primy Vgpoéet vlastnich vektort, je hledat matici D tak, aby
ajet®

vektorové funkce y = D : , * € R, byly fesenim. Jde o specialni pripad

AnT
ane n
tzv. ,metody neurcitych koeficient, ktera je v obecnéjsim kontextu popsana v [B,
Véta 20.3]. Jeji pouziti ilustruje nésledujici priklad.

Piiklad Reste soustavu v’ = u + 3v, v’ = 2u + 2v.
13 )

3 5 ) Je detM — A) = X* — 3\ — 4 =
(A + 1)(A —4). Vlastni éisla jsou tedy —1 a 4.

Reseni. Matice soustavy je A = (
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ReSeni ma proto tvar u(z) = apre™™ + bge®, v(z) = are™® + bse*® pro
x € R (a,b € R), pro vhodnou volbu p,q,7, s € R. Jakd volba je vhodn4, zjis-
time dosazenim téchto vztahii do ptivodnich rovnic. Pak dostavame

—ape™" + 4bge* = a(p + 3r)e™" + b(q + 3s)e*”,
—are™™® + 4bse®™ = a(2p + 2r)e”" 4 b(2q + 25)e*”.

Tyto rovnice maji platit pro kazdé x € R a kazdou volbu a,b € R. Tedy —p = p+3r,
4q9 = q+ 3s, —r = 2p + 2r, 4s = 2q + 2s. Prvni a tfeti rovnice davaji —2p = 3r,
druhd a ¢tvrta davaji ¢ = s. Moznou volbou je tedy p=3,¢=1,r= -2, s = 1.
Reseni nasi soustavy maji tudiz tvar u(x) = 3ae™+be'®, v(z) = —2ae’® +be'®
pro z € R (a,b € R). [

Poznamka. Metoda z tohoto paragrafu je pro pfipad jednoduchych realnych vlast-
nich ¢isel témér stejné jednoduché jako metoda eliminace, tfebaze navic vyzaduje
vypocet vlastnich vektort. Hlavni nevyhodou je ovSsem skute¢nost, ze pfedem ne-
vime, zda zadand matice A mé jednoduchd vlastni ¢isla. To vsak lze zjistit bez
Casové ztraty nasledovné.

Pro vypocet vlastnich ¢isel matice A je tfeba najit kofeny polynomu det(A— A).
Tento determinant mizeme pocitat metodou eliminace. Pomoci uvedenych radko-
vych tprav matici AI — A pfevedeme na horni trojihelnikovou. Determinant této
matice bude redlnym nenulovym nésobkem det(Al — A), a tudiz bude mit stejné
kotfeny. Ty spoc¢teme a podle vysledku se rozhodneme, zda budeme pocitat vlastni
vektory ¢i postupovat déle metodou eliminace. Tim nic neztratime, protoze ony
koreny bychom pocitali, i kdybychom rovnou pouzili metodu eliminace, jelikoz jde
o kofeny charakteristickych polynomi vzniklych rovnic vyssiho fadu.

838. Variace konstant. Na nékolika prikladech si ukdzeme, jak lze Fesit linearni
diferenciédlni rovnice ¢i jejich soustavy s nenulovou pravou stranou tzv. metodou va-
riace konstant, zname-li vSechna feseni prislusné homogenni rovnice. Jeden priklad
feseny touto metodou jsme jiz uvedli v §33.

Resime-li soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic proniho ¥ddu

(b) y' (=W un)") = Alz)y + b(x),

kde A(x) je matice typu n X n a b(x) je (sloupcovy) vektor v R™, jejichZ prvky
jsou spojité funkce na intervalu (a,b) C R, a je-li matice Y(z), z € (a,b), typu
n x n tvorena sloupci (y;(z),...,yi(x))T, i = 1,...,n, které tvori basi linedrniho
prostoru vSech teseni homogenni rovnice y' = Ay, pak existuje (,partikuldrni®)
fesSent rovnice (b) které je tvaru y(z) = Y (x)c(x), kde c(x) je vektor, jehoZ sloZky
jsou diferencovatelné funkce na x € (a,b).

Dosazenim zjistime, Ze to znamend, Ze c¢(z) je feSenim soustavy rovnic, kterd
ma maticovy zapis

(c) Yd =b.
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Obyc¢ejné diferencialni rovnice 5.

Protoze Y (x) je regulérni pro vSechna x € (a,b), vede TeSeni na tlohu hledéni
primitivnich funkei ke slozkam vektorové funkce Y ~1(x)b(z).

Piriklad Najdéte vSechna maximélni feSeni rovnice
(cos? z)y —y = e'8®
ktera spliiuji pocateéni podminku y(0) = 1.

Reseni. Maximélni interval, na kterém ma rovnice smysl a ktery obsahuje nulu,

je interval (=%, 7). Na ném jde o linedrni diferencidlni rovnici prvniho fadu

) 1 1

Y = y+ e'8 .

cos? x cos? x
Ozna¢me b(z) = —zetg ¥, Vsechna FeSeni homogenni rovnice y’

cos? C052 y na
intervalu (—Z,Z) jsou tvaru ce'®% kde c je libovolna realnd konstanta (odvodte

202
postupem vyloZzenym v §29). Uvazujeme-li namisto konstanty ¢ funkci ¢(z), dosté-

vame po dosazeni do nasi linearni diferencialni rovnice, ze

Lc(z)etgz + b(x).

tgz+ / tgz _
e d(x)e .

c(r)———

cos? x

Diky tomu, Ze funkce e'8® fedi p¥islusnou homogenni rovnici, plati rovnost
/ tgx __
c(x)e®® = b(x),

kterou jsme mohli téz napsat ihned po vyfeseni homogenni rovnice, pokud bychom
si pamatovali vySe uvedeny vzorec (¢) a uvédomili si, Ze v naSem piipadéjen =1a
Y () lze volit rovno e'8® na (— 7, 7). Resime tedy rovnici ¢/(z) = e~ 8% _L_¢t82 5
dostévame, Ze ji spliiuje funkece ¢(z) = tgx a téz funkce, které se od ni 1isi o pFi¢teni
realné konstanty. Jednim ,partikularnim “ feSenim je proto funkce y(z) = tgze's®.
Vsechna FeSeni jsou pak tvaru y(z) = Ce'®” + tgze'®”, C € R, podle tvrzeni o
linedrnich diferencidlnich rovnicich. Poc¢ateéni podminku y(0) = 1 splﬁuje jediné
maximalni FeSeni a sice funkce y(z) = (1 + tgx)e'®® na intervalu (-3, 7).
Poznamenejme jesté, Ze dosazenim vSech moznych feSeni ¢(x) = tga + C do
vztahu y(x) = ¢(z)e'®® jsme mohli dostat obecné Feseni piimo, bez pFi¢itani obec-
ného feSeni homogenni rovnice. Ovéite si, Ze i tento postup vede vzdy k cili.
Povsimnéte si téZ toho, Ze ptivodni rovnici s koeficientem cos? z u ' jsme nemu-
seli délit timto koeficientem a dosazenim FeSeni ve tvaru y(z) = c(x)e'®* bychom
dostali, Ze musi platit cos? zc/(z)e*®® = €'8%. To vede rychle ke stejnému vysledku

jako drive. [ |

Predvedeme si nyni postup na soustavé vice rovnic.
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Metody reseni vybranych Gloh z matematické analyzy

Piiklad Najdéte vSechna maximélni feSeni soustavy diferencialnich rov-
nic
Y1 = Y2 +ys +e*
Yo = Y1+ us3
Y5 = Y1 +ya + 2¢%.

Reseni. Napi. metodou eliminace vylozenou v §36 si odvodte, Ze vSechna FeSeni
homogenni soustavy

Y1 =2 + Y3
Yo =y1 +ys3
y§=y1+y2

jsou linearnimi kombinacemi vektorovych funkci

yl(x) = (6_m70’ _6_I)Ta yz(l‘) = (€2m762z762I)T a y3(x) = (an_zr _e—z)T.

(Muzete si povSimnout, Ze tato homogenni soustava byla jiz FeSena metodou
eliminace v predposlednim pfikladu §36 a odvodit nase tvrzeni z tam dosazeného
vysledku.)

Variace konstant vede k hledéni partikuldrniho feSeni ve tvaru (s ,,proménnymi
konstantami“) Y (x)(c1 (), c2(), c3(2))T, kde Y (x) = (y1 (), y2(x), y3(x)).

Funkce c1, co a c3 Tesi soustavu

Méame tedy partikuldrni feseni Y (z)(c1(2), c2(z), cs(2))” = e**(z,z — 5,2 + 3)T.

VsSechna maximalni feseni soustavy jsou pak trojice tvaru

y1(x) = Cre™" + Coe®® 4 ze?®,
yo(x) = C2e** + C3e™ + (2 — %)e“,
ys(z) = —Cre™" + Cae® — Cze™ " + (x + 3)e*”.

Vsimnéte si, ze vzorce lze jesté upravit do o néco jednodussiho tvaru, my jsme
je vsak zapsali tak, aby bylo patrnéjsi, jak jsme k nim dospéli, totiz jako soucet
obecného feseni homogenni soustavy s nami nalezenym partikularnim fesenim. H

Nyni si pfedvedeme pouziti metody na rovnici vyssiho fadu. Pfipomeneme si,
7e rovnici
v+ ar @)y 4+ an(@)y = b()
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Obyc¢ejné diferencialni rovnice 5.

muzeme prepsat jako soustavu rovnic

Zl = Z9
/
Zn—l = Zn
2t = —an(x)21 — - — a1(x)z, + b(2).
pro funkce z1 =y, 20 = v/, ..., 2, =y~ V. Jsou-li tedy y1, ..., y, Fedeni piislusné
homogenni rovnice n-tého fadu, hleddme partikularni feseni ve tvaru ¢q (z)y1 () +
<o+ ep(x)yn(x), pficemz funkce ¢y, ..., ¢, Fesi soustavu rovnic
y1(x) . Yn(x) ey (z) 0
“ n@ e | @] [ o
o =
T e O VA ) ()

Poznamenejme, ze v §36 jsme si vylozili metodu eliminace, kterou lze prevést
feSeni kazdé soustavy linearnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu na postupné
feSeni rovnic vyssiho fadu. Pokud bychom postup metody eliminace aplikovali na
soustavu s nenulovou pravou stranou, dosli bychom k rovnicim vyssiho fadu s nenu-
lovou pravou stranou, které bychom mohli fesit tak, jako to udélame v nasledujicim
prikladu. To ndm dava jinou moznost, jak jsme mohli postupovat i v prikladu pred-
chozim.

Priklad Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice
" —t
Yy +y=tgx,

kterd spliji podminky y(0) = 1 a zérovei lim y(z) = 0.
TG
Reseni. ReSenimi homogenni rovnice jsou linearni kombinace funkci sinz a cosz,
jak se lze snadno presvédéit pomoci feSeni charakteristické rovnice A2 +1 = 0 a
diive vylozené metody.
Hleddme tedy partikuldrni feSeni ve tvaru cj(x)sinx + co(z)cosx a vime, ze
c1(x) a co(z) musi splitovat soustavu rovnic

(o 50 (20) - ()

_ sin’z

Snadnymi tipravami dojdeme k zavéru, ze ¢} (z) = sinz a cy(z) = —22=F, a ze tedy
jednu dvojici feseni tvoii funkce c1(z) = —cosz a ca(z) = sinz — log /315RL g

intervalu (=%, ). (Provedte si podrobné vypocet primitivnich funkci. Pro nalezeni

69



Metody reseni vybranych Gloh z matematické analyzy

. . .’ Vel in2 Vel . . v
o jsme si vyjadiili ¢h(z) = — Toa7 cosz a uzili substituci novou proménnou za
funkci sinz.)

Obecné reseni je tvaru

: . . 1+sinx
asinz +bcosz + (—cosz)sinz + | sinz — logy/ ——— | cosz.
1—sinz

Jeding volba a = 0 a b = 1 dava TFeSeni, které splituje pozadované podminky. (O
tom se presvédéte napf. vhodnym pouzitim L’Hospitalova pravidla ¢i vlastnosti
Taylorovych polynomii.) Je definovano na maximalnim mozném intervalu (=%, 7).

|

Na zavér tohoto paragrafu si predvedeme pro srovnani feSeni rovnice fadu dva
se specialni pravou stranou, kterou jsme fesili jiz v §35 metodou vhodnou vyhradné
k feSeni rovnic se zminénymi specidlnimi pravymi stranami. Zde pouzijeme metodu
variace konstant. Zaroven budeme postupovat tak, ze dosadime tvar partikularniho
feSeni do rovnice a odvodime vztahy pro funkce c; () a cz2(x). To je nepatrné odlisny
postup od pfedchoziho. Nemusime si totiz k nému pamatovat soustavu (¢) pro ¢1 ()
a co(x) zpaméti. Zato si musime pamatovat argument, o kterém se na pfislusném
misté feSeni jesté zminime. Podobné jsme jiz postupovali v prvnim piikladu tohoto
paragrafu, kde ovSem slo o pfipad, kdy n je rovno jedné, a tak argument, na ktery
chceme upozornit, nebyl z dtivodu, ktery bude patrny v nasledujicim, zapottebi.

Piriklad Najdéte asponl jedno maximalni feSeni rovnice

y" — 6y + by = e”.

Reseni. Koreny charakteristického polynomu p¥isluné homogenni rovnice A2 —
6\ + 5 jsou 1 a 5, a tedy fundamentalni systém jejich Feseni je tvofen naptiklad
funkcemi e a e5*.

Hledejme partikuldrni feseni zadané rovnice ve tvaru y(x) = c1(x)e® +ca(z)ed®.
Ptredpokladejme, Ze ¢ i ca maji druhé derivace a spo¢téme si prvni a druhou derivaci
funkce y(z). Méme

y'(z) = c1(x)e” + ca(w)5e® + ¢ (2)e” + ch(x)e”.

Dfive nez pfejdeme k vyrazu pro druhou derivaci, udélame krok, ktery je pro zvoleny
postup podstatny a je tfeba si ho zapamatovat. Vyrazy v predchozi rovnosti, které
obsahuji derivace funkci ¢; a ¢z, nebudeme dale derivovat. Tomu se vyhneme tim,
ze polozime

i (z)e” + cy(x)ed® = 0.

(Podobné kroky by nésledovaly u derivaci druhé az (n — 1)-ni, kdybychom Fesili
rovnici fa4du n.)
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Konvergence cCiselnych rad 6.

Pro nejvyssi, v nasem pripadé druhou, derivaci pak dostavame
Y (x) = c1(x)e” + ca(2)25e5 4 ¢ (x)e” + ch(x)5e®.

Dosazenim vyrazl pro y, ' a y” do zadané diferencidlni rovnice dochazime k rov-
nosti

c1(z)(e® — 6e” + 5e”) + co(x)(25e5” — 6 - 55 + 5 - 5%) + ¢} (x)e” + ch(x)5e>” =

i (z)e” + ch(x)5e> = e*.
Konecné tedy dostavame timto postupem rovnice
A@)e” +ch(x)e =0 a  cj(x)e” + ch(x)5e’ = e¥,

které jsme si téz mohli pamatovat z vySe popsaného postupu (viz (¢), resp. (c))
zpameéti.

Resenim soustavy rovnic pro ¢} a ¢, dostavéme, ze ¢} (z) = —} a ch(z) = e,
Moznou volbou je proto c1(z) = —jz a ca(z) = —{5e ** a jednim maximélnim
feSenim zadané rovnice je funkce

1 1\ e*
T —4x Sx
——xe’ — e = T+ - —
4 16 4) 4
|

6. Konvergence ciselnych fad

oo
Souctem nekoneéné fady > a, (komplexnich nebo redlnych ¢isel) rozumime li-
n=1
mitu posloupnosti ¢asteénych souétd, tj. lim (a3 + - - + a,), pokud tato existuje.
n—oo

Rekneme, ze fada konverguje, je-li jejim souc¢tem (komplexni nebo redlné) dislo.
oo

V opacném piipadé fikdme, ze fada diverguje. Konverguje-li fada >_ |ay|, fikdme,
n=1
o0
7e Y ay konverguje absolutné. Pokud fada konverguje, ale nekonverguje absolutné,
n=1
fekneme, Zze konverguje neabsolutné. Analogicky se definuje soucet, konvergence a

oo oo
divergence fady > a, pro k € N. Je zfejmé, ze fada ) a, konverguje, praveé kdyz

n=~k n=~k
o0
konverguje fada > a, (ovSem za predpokladu, Ze vSechna a, jsou definovand), i
n=1
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k=1

kdyZ soucty se lisi o ¢islo > a,. UkdZeme si zédkladni metody zkoumédni, zda dana
n=1

fada konverguje ¢i diverguje.

839.  Prvni moznosti je pouziti definice, tedy explicitni vyjadfeni n-tého ¢as-

tecného souctu a vypocet limity.

o0
Piiklad Zjistéte, pro které hodnoty ¢ € R konverguje fada > ¢™.

n=1

Resent. Spoctéme n-ty Castecny soucet. Pro ¢ # 1 jest s, = q + q2 +o g =
q~qq_—_ll,proqzljesn:1+1+...+1:n. Pritom plati

N = 400 q>1,
lim n =400 a lim q-q - = 1% qge(—1,1),
n— oo n— oo q— 1 .q .
neexistuje q < —1.
Odtud plyne, Ze nase fada konverguje praveé pro g € (—1,1). [ |

o0
Piiklad VysSetiete konvergenci fady > n.

n=1

Reseni. Plati lim (14+2+---+n) = lim in(n+ 1) = 400, fada tedy diverguje.

n—oo n—oo 2

|
Piiklad Konvergujeiada ) log 2t ?
n=1

Reseni. Jest

. 2 3 n+1 ) 2-3-...-(n+1)

1 log— +log-+---+1 = lim 1 =

= lim log(n + 1) = +o0,

fada tedy diverguje. [ |
840. K dtkazu divergence se obéas hodi nutna podminka konvergence, ob-

sazend v nasledujici véte.

o0
Jestlize fada Y, a, konverguje, pak lim a, = 0.
n:1 n—oo

Piiklad Prokterd x € R konverguje fada > sinnz?

n=1
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Reseni. Je-li x = km pro né&jaké k € Z, pak fada konverguje, protoze viechny jeji
¢leny jsou nulové. V ostatnich pfipadech lim sinnz neexistuje (podle [Z, Cvideni

n—oo

35], dtikaz je podan v [D2, kap.IL, §2, cvideni 7]), a tedy fada diverguje. [ |

Poznamenejme, ze uvedenou vétu nelze pouzit k dikazu konvergence. Uvedena
podminka lim a, = 0 je totiz nutna, ale nikoli postacujici pro konvergenci fady
n—oo

o0

> an. O tom svédéi posledni ptiklad pfedchoziho paragrafu a téz piiklady v néa-
n=1

sledujicim paragrafu ¢i v §45.

841. Nutnou a postacujici podminkou pro konvergenci fady je Bolzano-Cau-
chyova podminka.
oo
Rada Y ay je konvergentni, prdvé kdyZ
< ) |

n=1

5 An+k

(Ve > 0)(3Ino € N)(¥n € N,n > ng)(Vp € N) (

Piiklad Ukazte, ze fada ). 1/n diverguje.

n=1
Reseni. Plati Y. 1/(n+k) > n-1/2n = 1/2. Tedy, pokud ¢ = 1/2, pak pro kazdé
k=1

P
> aptk| > e. To

k=1
dokazuje divergenci rady. [ ]

ng € N existuje n > ng a p € N (konkrétné p = n = ng), ze

842.  Nasledujici véta se nazyva srovnavacim kritériem.
Necht (ar,) a (by,) jsou dvé posloupnosti redlnych éisel, pro které existuje ng € N
o0
takové, Ze pro viechna n € N,n > ng plati |a,| < by,. Jestlize > b, konverguje,
(o) o0 OOnZl
pak konverguje i Y ap. Jestlife > an diverguje, diverguje i Y by,
n=1 n=1 n=1
o0 (o)
V popsané situaci se fada Y b, Casto nazyvd majorantou fady . a,. Pak
n=1 n=1
lze uvedenou vétu parafrazovat takto: Ma-li fada konvergentni majorantu, je sama
konvergentni.
Dtisledkem srovnavaciho kritéria je nasledujici tvrzeni.
o0
Jestlize fada > a, konverguje absolutné, pak konverguje.

n=1

o0
Piiklad Prokteré hodnoty = € R konverguje fada > 17757
n=1
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Reseni. Pro x = —1 nebo z = 1 fada diverguje podle tvrzeni v §40.

Déle zkoumejme piipad = € (—1,1). Pak ’ < |z[". Rada Y |z|™ konver-
n=1

Trom
guje podle prikladu v §39, nase fada tedy konverguje téz (dokonce absolutné)
< |x|n = L ‘n. Rada Z T ‘n

1+x 14217

Nakonec zkoumejme pfipad |z| > 1. Pak ’

konverguje podle piikladu v §39, nase fada tedy konverguje téz (dokonce absolutne).
Zaver je, ze nase fada pro x = +1 diverguje a v ostatnich ptipadech konverguje
absolutné. ]

843. Uzite¢nou variantou srovnavaciho kritéria je jeho limitni verze.

Necht (an) a (by) jsou dvé posloupnosti redlngch cisel, pricemz b, > 0 pro
vSechna n € N.

(i) Pokud hm 3= ezistuje a je vlastni, a pokud Z b, konverguje, pak 1 Z an

n=1 n=1
k‘onvergwe (dokonce absolutné).

(i) Pokud hm o - je vlastni a nenulovd, pak Z an, konverguje, pravée kdyz kon-
n=1

verguje Z by,.
n=1

o0
Piiklad Zjistéte, pro které hodnoty = € R konverguje fada Y 2" sin %

n=1

Reseni. Pro x = 0 fada ziejmé konverguje. Dale uvazujme ptipad = > 0. Protoze

R sm%n ) sm%n
lim —* = lim = 1,
n—oo I_ n—oo —_—
2"1 2’!1
) n
konverguje nase rada, pravé kdyz konverguje fada Z_. A ta konverguje pro
J 2
n=1

€ (0,2), pro & > 2 diverguje.
Zbyva vysetfit pfipad x < 0. Pokud x > —2, pak fada diky pfedchozimu od-
stavci konverguje absolutné, a tedy konverguje dle §42. Pokud x < —2, pak nelze
pouzit srovnavaci ani limitni srovnavaci kritérium lze vSak pouzit nutnou pod-

minku konvergence. Kdyby totiz lim z"sin 5; = 0, pak i
n—oo
1 x sin %
0= lim [z]"sin — = lim ( ) 2
coz je spor, protoze posledni limita se rovna 1 pro x = —2 a 400 pro x < —2.

Zaver je, ze fada ze zadani konverguje pro x € (—2,2) a diverguje, pokud |z| > 2.
|
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844. Disledky srovnéavaciho kritéria jsou odmocninové a podilové krité-

rium. Casto se pouzivaji jejich limitni verze.

Cauchyovo odmocninové kritérium: Necht (a,)52 je posloupnost redingch éisel.
o0

(i) Jestlize lim ¥/|a,| <1, pak 3" a, konverguje absolutné.
n=1

(i1) Jestlize lim {/|ay| > 1, pak > a, diverguje.
n=1

D’Alembertovo podilové kritérium: Necht (a,)52 je posloupnost redlnych cisel.
o0

(i) Jestlize lim |an41|/|an| < 1, pak > a, konverguje absolutné.
n=1

o0
(i1) Jestlize lim |an+1|/|an] > 1, pak > an diverguje.

n=1
Ze znéni vét je ziejmé, Ze podilové kritérium je pouzitelné pouze pro fady s
nenulovymi ¢leny (nebo alespoii s ¢leny nenulovymi od jistého ng po¢inaje). Dalsim
omezenim je predpoklad existence prislusné limity.

o0 n
Piiklad Zjistéte, pro které hodnoty a € R konverguje fada > (5“7;1:117) .
1

n=

Reseni. Pocitejme

.l an+1\" an+1 lal
lim S E—— = lim|——| = —.
n—00 5n 4+ 17 n—oo | 5n 4+ 17 5
Pokud a € (—5,5), pak fada konverguje absolutné podle odmocninového kritéria,
pokud |a| > 5, fada diverguje. V pfipadé, ze a = 5 nebo a = —5, nelze odmocnino-

vého kritéria pouzit. Nicméné

lim (;’:fé) = lim (1 — #fw) = nh_)nolo exp (n log (1 — 5711—+617)) =

n—oo n—o0

log(1— =25
_ 1 16 & Bnt+17 _ ,—16/5
= lim exp (_Snf’i ( Snt )) = ¢ 16/5

n—oo 5n+7

pro a = 5 tedy fada diverguje podle §40. Podobné pro a = —5 je

—5n+1\" 5n—1\" 18 "
) ey 22— ) e (1 —2
<5n+17> (=1) (5n+17> (=1) ( 5n+17) ’
kteraZzto posloupnost nemd limitu (posloupnost sudych ¢lend m4 limitu e

posloupnost lichych ¢lentt —e~18/5).
Zaver je, ze fada konverguje absolutné pro a € (—5,5) a v ostatnich pfipadech

-18/5 5

diverguje. [ |
Piiklad Prokterd a € R konverguje fada 21 ((;2; ?
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Metody feseni vybranych Gloh z matematické analyzy

Reseni. Rada ma kladné ¢leny. Ozna¢me a,, = % a pocitejme

[RYe | o
lim & +1_ lim ((n+1)h*  (2n)! _ im (n+1) _
n—oo Gy n—oo (2n+2)! (N noocc (2n+2)(2n+1)
(n+ 1) 0 a < 2,
n
= lim — 7 . N*2=1{1/4 =9
A S yensn Y /4 a=2
400 a > 2.

Podle podilového kritéria tedy fada konverguje (absolutné) pro o < 2 a diverguje
pro o > 2. |

Uvedend kritéria lze zobecnit i pro pfipad, ze prislusna limita neexistuje. Tak
napiiklad v odmocninovém kritériu lze lim mnahradit limsup, a tvrzeni zustanou

n—0oo n—oo
v platnosti. V podilovém kritériu lze hm v bodé (i) nahradit limsup a v bodé (i)
n—oo
liminf.
n—oo

Piiklad Prokteré hodnoty a € R konverguje fada > (W) ?

n=1

n+(=1)"-an

D v 7’ n
Resent.  Jest T

. Posloupnost ¢lenil s lichymi in-

n+( 1)"-an
2n+3 -

dexy ma limitu |1 — a|/2, posloupnost ¢lent se sudymi indexy ma limity |1 + a|/2.
Limes superior je tedy max{|1 — a|/2, |1 + a|/2}.

Pokud a = 0, pak existuje limita a rovnd se 1/2 (a fada tedy konverguje ab-
solutné). Pokud a > 0, pak limes superior je (1 + a)/2. Pfitom (1 + a)/2 < 1 pro
a < 1. Proto pro a € (0,1) fada konverguje absolutné a pro a > 1 fada diverguje.
Pokud a < 0, pak limes superior je (1 — a)/2. Tedy fada konverguje absolutné pro

€ (—1,0) a diverguje pro a < —1.
Zbyva vysetiit, co se déje pro a = 1 a a = —1. Pro a = 1 mé fada tvar

oo n n
> (%) . Cleny s lichymi indexy jsou nulové, éleny se sudymi indexy maji
1

n=

n n
tvar (2313) = (1 = %Jrg) , maji tedy limitu e~3/2 (coz lze spocitat stejné jako
podobnd limita v prvnim pfikladu tohoto paragrafu). Proto fada diverguje podle

§40. Podobné pro a = —1 jsou ¢leny se sudymi indexy nulové a ¢leny s lichymi
indexy maji limitu e—3/2.

Zaver je, ze pro a € (—1,1) fada konverguje absolutné a v ostatnich pfipadech
diverguje. ]

845. Pouzit vysledky o konvergenci ur¢itych (Newtonovych) integraltt — viz od-
dil 4 — umoziiuje integralni kritérium.
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Konvergence Ciselnych rad 6.

Necht f je spojitd nezapornd nerostouct funkce definovand na intervalu [1,00).
o0

Pak tada Y f(n) konverguje, pravé kdy konverguje integrdl [ f(z)da.

n=1

19
ne -’

18

Piiklad Prokterda a € R konverguje fada

n=1

Reseni. Pokud a < 0, neni splnéna nutnd podminka konvergence, a tedy fada

diverguje podle §40. Je-li a > 0, pak funkce f(z) = z_a spliiuje predpoklady inte-
gralniho kritéria. Podle §21 integral floo % konverguje, praveé kdyz o > 1. Tedy i
nase fada konverguje pravé pro a > 1. [ |

nlogZn’

o0
Piiklad Zjistéte, zda konverguje fada
e

Reseni. Pouzijeme integralni kritérium pro funkci f(z) = ktera je spojita

xlog z’

a klesajici na [2, 00). Pfitom podle §26 plati f2 . Posledni integral

xlog z flog2 y?

konverguje dle §21. Rada tedy konverguje. [ ]
o0

846. Uzitenou moznosti je srovnani s fadou typu > n% Nejde vlastné o
n=1

novou metodu, jde o vyuziti faktu, ze Z - konverguje, pravé kdyz o > 1 (dle

pfedchoziho paragrafu) a srovnavaciho krlterla (842 a §43).

Piiklad Zjistéte, zda k je fada 3 f22Flon
i a jistéte, zda konverguje ra anz::lm.

Reseni. Nejprve ¢leny fady upravme (pouzivdme metodu vhodného rozsiieni a
metodu vytknuti pfevladajictho ¢lenu podle [Z, oddil 2.1, §7 a §6], které se hodi i
pii vySetfovani konvergence fad)
vni+1l—n Y/ (n+1)2+ {/n(n+1) + V/n?
ap = = =
Y1 vn?2+1+n

1 f/(1+%)2+</1+%+1
nt/s V1t m+1

o0

Plati tedy nh_)n;o % = 3/2. ProtozZe fada El nl—l/?, diverguje, diverguje i nase fada.
n n=

|

847. Nejjednodussim kritériem pro neabsolutni konvergenci je Leibnizovo kri-
térium.
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Metody reseni vybranych Gloh z matematické analyzy

Necht (an)52, je nerostouci posloupnost redlngjch cisel s limitou 0. Pak Tada
(oo}
> (=1)"a, konverguje.
n=1

OO

Piiklad Prokterd a € R konverguje fada > G2

nOt
n=1

Reseni. Pokud a < 0, pak fada diverguje, protoze neni splnéna nutna podminka

konvergence z §40. Pokud « > 0, pak nh_}nolo n% = 0 a navic je posloupnost (n%)fl":l
klesajici. Rada tedy konverguje podle Leibnizova kritéria. |

Poznamenejme, ze v §45 jsme ukazali, ze fada z pfedchoziho piikladu konver-
guje absolutng, pravé kdyz a > 1. Pokud tedy a € (0,1], pak fada konverguje
neabsolutné.

(="

— (D7
n )

o0
Piiklad Zjistéte, zda konverguje fada > "
1

n=

&)
Reseni. Podle limitniho srovnavaciho kritéria z §43 srovndnim s fadou Y. 1/n

n=1
snadno zjistime, ze fada nekonverguje absolutné. Zkusme tedy aplikovat Leibnizovo
kritérium pro a, = — 5 —5=. Jest oviem lim a, = 0. Vidime vsak, Ze
n+T n— o0
ay =—-1/19,a0 =1/6,a3 = —9/11,a4 = 4/9;
posloupnost tedy neni nerostouci.
Nicméné pro n > 7 plati
1 1 <
Anp+1 = 20 (—1)ntl = 20 —
< 1 < 1 < 1 < 1
— — — — n =a b
n+1/27 n+ 2 T+ T 4 2000 "

S} n

a tedy rada 27 % konverguje podle Leibnizova kritéria. Protoze vSechny
n= 3

¢leny rady ze zadani jsou definovany, konverguje i ona.

Rozmyslete si, jak jsme prisli na to, Ze monotonie plati zrovna od n = 7. Je-li
totiz 20/n2 < 1/2, pak tento ¢len monotonii nepokazi. A to je splnéno pro n > 7.
Mohli jsme vSak argumentovat i tim, ze 20/n? m4 limitu 0. A tedy tento vyraz je
od jistého ¢lenu poéinaje mensi nez 1/2, aniz je tieba specifikovat od kterého ¢lenu.

|

§48.  Dalsim kritériem pro ovéfeni (nikoliv nutné absolutni) konvergence je Di-
richletovo kritérium, které je analogii stejnojmenného kritéria pro konvergenci
integrélu.
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Konvergence diselnych fad 6.

Necht ()52 a (b,)52, jsou posloupnosti redlngch éisel. Pokud posloupnost

o0
(a1 + -+ + an)S2, édstecngch soucti fady > a, je omezend a posloupnost by, je
n=1

o0
monotonni a md limitu 0, pak Y. a,b, konverguje.
n=1
Dirichletovo kritérium je zobecnénim Leibnizova kritéria (uvédomte si proc).
Uzitecn4 je nasledujici pomtcka (viz [D2, kap. III, §5, cviceni 4]).
Necht x € R nent celociselngm ndsobkem 27. Pak pro kaZdé N € N je

sin nx
n

o0
Piiklad Zjistéte, pro kterd z € R konverguje fada Y

n=1

Reseni. Je-li x = km pro néjaké k € Z, pak jde o fadu s nulovymi éleny, kterd

jisté konverguje (dokonce absolutné). Neni-li z ndsobkem 7 (ndsobkem myslime
o0

celo¢iselny nasobek), pak 2 neni ndsobkem 27, a tedy fada »_ sinnz mé omezenou
n=1

posloupnost ¢asteénych souctii (a to ¢islem m dle pfedchézejiciho tvrzeni) a

posloupnost 1/n je klesajici a ma limitu 0. Rada tedy konverguje dle Dirichletova

kritéria. u

o0
ncosnxe

n2—logn"

Piiklad Zjistéte, pro kterd x € R konverguje fada

n=1

o0
Reseni. Pokud z neni ndsobkem 27, pak fada > cos nz mé4 omezenou posloupnost
n=1
¢astednych soucti (dle tvrzeni na po¢atku paragrafu), a tak mizeme zkusit pouzit
. 1/n
= lim —~
00 1—(logn)/n?
je nerostouci. Monotonii mizeme
w
z2—log = Je

Dirichletovo kritérium. Jest lim = 0. Neni vSak na
n—oo

__n__
n2—logn
’ ~ e 7 n
prvni pohled zfejmé, zda posloupnost 77 logn
ovefit napiiklad tak, Ze pomoci derivovani ukdZzeme, Ze funkce f(x) =

nerostouci na [1,00) nebo alesporti na n&jakém okoli +o00. Protoze

() = (22 —logx) — 2(2x — 1/x) _ —22 41— logx

(22 —log x)? (22 — log x)?

je f'(x) <0 prox > 1 (je totiz zfejmé, ze —x%+1—logz < 0 pro x > 1). Funkce f
je tedy skute¢né nerostouci na [1,00), proto i nase posloupnost je nerostouci. Lze
tudiz pouzit Dirichletovo kritérium a fada konverguje.

a muzeme ji srovnat s fadou

o0

. [ . n

Je-li x nasobkem 27, pak méa fada tvar ) 77 logn
=

79



Metody feseni vybranych Gloh z matematické analyzy

o0
> 1/n, kterd diverguje. Proto i nase fada diverguje. [ |
n=1

Nasledujici ptiklad ukazuje moznost nepfimého uziti Dirichletova kritéria pro
dtkaz divergence.

o0 .
Piiklad Prokterd a € R konverguje fada > %
n=1
Reseni. Protoze |sinn| < 1 pro kazdé n, ze srovnavaciho kritéria z §42 a z §45
plyne, ze pro a > 1 fada konverguje. Pro @ < 0 neni splnéna nutnd podminka
konvergence — je totiz % > |sinnl, a posloupnost |sinn| urcité nemd limitu 0,
protoze posloupnost sinn nem4 limitu (to jsme pouzili jiz v piikladu z §40). Rada
tedy diverguje dle §40.
Zbyvé piipad « € (0, 1]. Pak nutnd podminka konvergence je splnéna. Nicméné
|sinn\ > sin’n _1—cos2n __ 1 cos 2n

n® = n< 2ne 2ne 2ne

Rada ). 1 diverguje dle §45, fada ). 2" konverguje dle Dirichletova kritéria.

n=1 n=1
o0 .
Proto Y’ 512% diverguje, a tedy podle srovnavaciho kritéria z §42 diverguje i naSe
n=1
fada. ]
849.  Dalsi analogii s kritérii pro integraly je Abelovo kritérium.

Necht posloupnost (b,)S2, je monotdnni a omezend.

o0 o0
(i) Pokud Y a, konverguje, pak tada Y anb, konverguje.
n=1

n=1

o0
(i) Pokud navic limb,, # 0, pak Y a, konverguje, prdavé kdyz konverguje tada

n=1
(o]
> anby.
n=1
. ) 241
Piiklad Prokterd a,z € R konverguje fada > arctgn - "njC -cosnx?

n=1
Reseni. Nejprve si tlohu zjednodusime podle druhého bodu Abelova kritéria. Po-
sloupnost (arctgn)S®; je rostouci a mé limitu 7/2, naSe fada tedy konverguje,

o0
pravé kdyz konverguje fada > % - cosnz. Dale si vSimnéme, Ze posloupnost
n=1
((n? +1)/n?) je klesajici a m4 limitu 1. Proto, opét dle Abelova kritéria (bod (ii)),
o0
nage fada konverguje, pravé kdyz konverguje fada ) %17,
n=1

oo
Je-li z ndsobkem 27, m4 tato fada tvar ﬁ, a tedy konverguje pravé pro

n=1
a > 3 (viz §45).
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R"™ jako metricky prostor. 7.

oo
Pokud z neni nasobkem 27, pak > cosnz mé omezenou posloupnost ¢astec-
n=1
nych souétu (viz §48), a tedy pro a > 2 Fada konverguje dle Dirichletova kritéria.
Pokud a < 2, pak fada nespliiuje nutnou podminku konvergence z §40. Kdyby totiz
oty mélo limitu 0 pro n&jaké o < 2, pak by i posloupnost cosnz méla limitu 0.
To vsak neni pravda, protoZe tato posloupnost limitu nem4 (analogické tvrzeni pro
posloupnost sin nz jsme jiz pouzili, pro cosnz je ditkaz téméf stejny, viz [D2, kap.
I1, §2, cviceni 7)).
Zavér je, ze fada konverguje, pravé kdyz x je nasobek 27 a o > 3, nebo x neni
nasobek 27 a o > 2. ]

7. R" jako metricky prostor.

Predvedeme predevsim nékolik metod, jak vySetfovat vlastnosti podmnozin R™,
které se ndm budou hodit pfi vySetfovani funkci vice proménnych. Nebudeme se
explicitné zabyvat napf. konvergenci posloupnosti prvkt R™. Ta se redukuje na
konvergenci posloupnosti redlnych ¢isel, protoze posloupnost vektord xx v R™ kon-
verguje k x, pravé kdyz konverguji posloupnosti slozek vektort x; k ptislusné slozce
vektoru x.

Budeme studovat otevienost, uzavienost, omezenost, kompaktnost, konvexitu
a souvislost zadanych mnozin. Vétsinou se budeme zabyvat jen nékterymi z uvede-
nych vlastnosti. Jako cviceni mizete zkoumat i dalsi vlastnosti téchto mnozin.

§50. Otevienost a uzavienost podmnozin R". Zde se budeme zabyvat
metodami zjisfovani otevienosti, uzavienosti, hleddnim uzavéru, vnittku a hranice
mnoziny.

Nékolik metod tykajicich se této problematiky lze nalézt téz v [Z, 2.14].

Piiklad  Necht
M={(z,y,2) eR¥: 1<a®+y>+22<2, 2>0, y>0, z>0}.

(a) Je M oteviend nebo uzaviena?
(b) Co je uzavér a co vnitiek M?
(c) Co je hranice M?

Reseni. (a) Uvazujme bod v = (¥/2,0,0) € M a libovolné » > 0. Pak bod w =
(V2 + 5,0,0) lezi v kouli o stfedu v a poloméru r, ale nelezi v M. Tedy M neni
otevTena.
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Metody reseni vybranych Gloh z matematické analyzy

Uvazujme posloupnost bodt u, = ({/1+ %,0,0) € M. Jejich limitou je bod
u = (1,0,0), nebot konvergence u, k u v R? je ekvivalentni konvergenci i-tych
slozek vektort u,, k i-té slozce vektoru u. Bod w ale nelezi v M, a proto M neni
uzaviens podmnozina R3.

(Nepatrné odlisny argument vyuZiva toho, Ze mnozina je uzaviend, pravé kdyz
jeji doplnék je otevieny. Uvazujeme-li e-okoli bodu (1,0,0) ¢ M, pak snadno uka-
%eme, %e obsahuje n&jaky prvek tvaru (v/1+4,0,0) € M.)

(b) Uvazujme mnoZinu

U={(z,y,2) eR3*:1<23+32+22<2, >0, y>0, 2>0}.

Ta je prinikem mnozin f~'([1,2]), fi*([0,00)), f5'([0,00)) a f;([0,00)), kde
f:R® — R je definovano ptedpisem f(z,y,2) = 2% + 3> + 23, fi(x,y,2) = a,
falz,y,2) = vy, f3(x,y,2) = z. Zobrazeni f, f1, fa i f3 jsou spojitd, nebot jde
o polynomy tfech proménnych. Mnozina U je tedy prinikem vzorti uzavienych
podmnozin R pfi uvedenych spojitych zobrazenich. Proto je mnozina U uzaviena.
Mnozina U ziejmé obsahuje mnozinu M a pfitom ke kazdému bodu mnoziny U
konverguje néjaka posloupnost bodd mnoziny M. Pro libovolny bod v € M staci
volit konstantni posloupnost v, = v, pro bod w = (w1, ws,w3) € U\ M stadi

uvazovat posloupnost bodtt w, = (wy {/1 + %, wa, w3 ), které ziejmé lezi v U, nebot
0 < w; < 1. To plyne z rovnosti wi” + wg’ + wg’ = 1 a z nezdpornosti wy, wy a ws.
Kazdy bod U tedy lezi v uzavéru M a protoze je U uzaviend mnozina, je nutné
U=M.

Uvazujme mnozinu
V={(z,y,2) eER>: 1 <a®+9y3+23<2, 2>0, y>0, 2> 0}.

Mnozina V je oteviend, nebot je prinikem koneéné mnoha otevienych mmnozin
F7H(1,2), f71(0,00)), f51((0,00)) a f5((0,00)). Jde totiz o vzory otevienych
mnozin p¥i spojitych zobrazenich. Mnozina V' je podmnozinou M. K bodu (0, y, z) €
M konverguje posloupnost bodit (—2, v, 2), které nelezi v M, a tedy bod (0,y, 2)
neni vnitinim bodem M. Podobné pro body v M, které maji nulovou druhou nebo
t¥eti soutadnici. Pokud 22 + y + 23 = 2 pro né&jaky bod (z,y, z) € M, konverguje
posloupnost bodt (z + 2,y,2) ¢ M k (z,y,2) a tento neni proto vnitinim bodem
M. Tim jsme ovérili, ze mnozina V je rovna vnitiku mnoziny M.

(¢) Hranice mnoziny M je rovna mnoziné U\ V', tedy mnoziné téch bodt (z, y, 2),
pro které plati namisto nékteré z neostrych nerovnosti v definici U rovnost. |

Piiklad Uvazujme mnoziny M, = {(z,y) € R?: (|z|+|y))e~I=I+IvD) < ¢}
pro r € R. Co je vnitikem a co uzavérem mnoziny M,?

Reseni. Mnozina M, je uzaviend, nebot je vzorem uzaviené mnoziny (—oo,r] C R

pii spojitém zobrazeni f(z,y) = (|| + |y|)e~(=IT1¥D. To je spojité diky spojitosti
funkce |x| + |y|, ktera je ekvivalentni normou na R?, a diky tomu, Ze f je popsano

82



R"™ jako metricky prostor. 7.

pomoci sloZeni spojité funkce te™*

svému uzaveéru.

ProtoZe funkce te~! nabyva svého maxima v bodé 1, je M, = R? pro r > e~ 1.
To je obojetna, tedy uzaviend i oteviena mnozina, a proto je rovna svému vnitiku.
(Pov&imnéte si, Ze pro r = e~! neni vnitikem M, mnoZina popsana jako M, s
nahrazenim neostré nerovnosti ostrou nerovnosti.)

Pro r < 0 neobsahuje M, zadny vnitini bod, nebot je prazdna pro r < 0 a
jednoprvkova ({(0,0,0)}) pror = 0 a v R? neni {(0,0,0)} oteviend, nebot v kazdém
okoli pocatku lezi napt. bod (%, 0,0) pro néjaké, dostateéné velké, n € N.

Dokéazeme, Ze pro r € (0,e~!) je oteviend mnozina

s touto normou. Mnozina M, je tedy rovna

t

{(z,y) € R%: (|| + |ye#1HD <y

vnitikem M,.. Necht (|z| + |y|)el*I*1¥| = 7. Ukazeme, 7e v kazdém okoli bodu (z, %)
lezi bod z doplitku M,.. UvaZime-li, Ze funkce te! je rostouci na intervalu [0,1] a
klesajici na intervalu [1,00], je bod ((1 + €)z, (1 + ¢)y) takovym bodem, pokud
|z| + Jy] < 1 a ¢ je dostateéns malé kladné ¢islo, a bod ((1 — &)z, (1 — €)y) je
takovym bodem, pokud |z| + |y| > 1 a € je dostate¢né malé kladné éislo. |

§51. Omezenost a kompaktnost mnozZin v R”. Ukazeme si na nékolika
prikladech, jak lze vySetfovat omezenost mnozin. Plati:

Podmnozina R™ je kompaktni, pravé kdyZ je omezend a uzavrend.

Diky tomu je omezenost tizce spojena téz s vySetfovanim kompaktnosti, a na-
opak, podafi-li se nam ovéfit kompaktnost jinak, pak tim dostdvame i omezenost
mnoziny. Proto tyto vlastnosti studujeme spolecné v tomto paragrafu.

Piriklad Je M z prvniho ptikladu paragrafu §50 omezena?

Reseni. Necht (z,y,2) € M. Protoze jsou soufadnice nezadporné, plynou z nerov-

nosti % + y3 + 23 < 2 nerovnosti z < 2, y <2 a2z <2 Mnozina M je tedy c¢asti

omezeného intervalu [0, 2] x [0,2] x [0, 2]. Je tedy téZ omezen4. [ |
Piiklad Jemnozina A= {(z,y,2) € R®: 2 < xyz < 4} omezen4?

Reseni. Volme v, = (n, %7 2). Pak v, € A a norma v,, je vétsi nez n. Mnozina A

tedy neni omezena. |
Priklad Dokazte, ze mnozina
M ={(z,y,2) ER*: 2 +y+2=5, zy+yz+ 2z =8}
je kompaktni.
Reseni. Mnozina M je uzavien4, protoze je priinikem mnozin f~1({5}) a g~ *({8}),

kde f(z,y,2) =z +y+ 2z a g(z,y,2) = vy + yz + zx. Protoze f i g jsou spojité
funkce a jednoprvkové podmnoziny R jsou uzaviené, je M uzaviena.
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Pro (z,y, 2) € M je (z+y+2)% = 25 = 22 4+9y>+22+16, tedy /22 + 92 + 22 = 3.
Mnozina M je tedy podmnozinou povrchu koule se stfedem v poc¢atku a o poloméru
3 a je tudiz omezena.

Protoze kazd4 omezena uzaviena podmnozina R?® je kompaktni, je M kom-
paktni. [ |

Piriklad  Dokazte, Ze mnozina
D={(z,y) eR*: 2® +9*> — 22y =0, >0, y > 0}
je omezena.
Reseni. Ovéite si nejprve, Ze
{(z,y) ER*: 2 >0, y >0} ={(rcosa,rsina) € R*: r >0, a € [0, Z]}.

Dosadime-li vyjadfeni prvku prvého kvadrantu pomoci r a o do rovnosti po-
pisujici D, dostaneme r = % Mnozina D je tedy obrazem kompaktniho
. T e el s . o sin 2cv . “.
intervalu [0, 3] pii spojitém zobrazeni p(a) = 505 (cos a, sina). Mnozina D

je tudiz kompaktni a tedy i omezena. |
Priklad  Dokazte, Ze mnozina
M = {(x,y) € R*: 52 + 2y* + 2zy < 5}
je omezena.

Reseni. Piedvedeme dva diikazy. Prvni zcela elementarni vyzaduje Gpravu levé
strany nerovnosti v definici M na vhodny tvar. Druhy vyuziva hlubsi vlastnosti
kvadratickych forem.

1. Uprava 522 + 2y? + 22y = 42 + y* + (z + y)? < 5 déva snadno, ze |z| < é
a |y| < v/5. Mnozina M je tedy omezena.

2. Mizeme pséat 5z2 + 2y + 2zy = [A(z, y)T, (x,y)T], kde

5 1

(1)
Sylvestrovo pravidlo dava, Ze kvadraticka forma definovand matici A je pozitivné
definitni, nebot determinanty 5 a det A = 9 jsou kladné. Je tedy (Av,v) > 0,
pokud ||v]| = 1. Protoze funkce f(v) = (Av,v) je spojitd na kompaktni mnoziné
S = {v € R?: |lv|| = 1}, existuje vy € S, ve kterém f nabyva svého minima na S.
Konecné méme f(qr) = f(vo) > 0 pro z € R\ {(0,0)}. Pro nenulové v € M je
proto 5 > f(v) > f(vo)||v||?, tedy |lv|| < v/5 a M je omezena.

(Poznamenejme, Ze jsme vpodstaté odvodili, Ze pro kazdou pozitivné definitni
kvadratickou formu f: R" — R existuje kladné ¢ takové, ze f(v) > ¢[|v||* na R™.
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To je zndma vlastnost pozitivné definitnich kvadratickych forem na R™ a neni tfeba
ji odvozovat pfi FeSeni pfikladu, pokud ji znite z prednésky.) ]

§852. Konvexita a souvislost mnozin v R". Pojmy konvexity a souvislosti v R
splyvajis pojmem intervalu (mezi intervaly zde zahrnujeme i jednoprvkové mnoziny
a prazdnou mnozinu). Jejich vyznam je proto podstatnéjsi az v roving, kde uz se
mohou podstatné lisit a pfi studiu spojitych funkci mohou v jistém smyslu nahradit
pojem intervalu na primce. Plati:

Kazda konvexni mnoZina v R™ je souvisld.

Konvexita je proto ¢astym prostfedkem k diitkazu souvislosti. K ovéreni toho,
ze dand mnozina je konvexni se hodi snadné pozorovani:

Je-li f: C CR™ — R konvezni funkce definovand na konvexni mnozine C, pak
mnoZiny {x € C: f(x) <r} a{x € C: f(x) <r} jsou konvexni pro kazdé r € R.

Plati téz:

Prunik jakéhokoliv systému konvexnich mnozin je konvexni mnozina.

Priklad  Dokazte, Ze mnozina
K={(z,y,2) €R®: |z| +e¥ <e, 2® + 1> + 2% <2}
je konvexni.
Reseni. Podle piedchoziho staci ovéfit, Ze funkce
[y, )=zl +e¥  a  gz,y,2) =" +y° +2°

jsou konvexni, protoze mnozina K je priinikem mnozin {(z,y,z) € R3: |z|+e¥ < e}
a{(z,y,2) € R3: 22 +y? + 22 < 2}.

Oveéfime to pfimo pomoci nerovnosti charakterizujicich konvexitu funkce. (Jind
cesta vySetfovani konvexity funkci bude ukdzana v §57.)

Zvolme (x1,y1, 21), (72,92, 22) € R3 at € (0,1). Pak

F(t(x1,y1,21) + (1 — ) (22, ya, 22)) = [tz1 + (1 — t)xo| 4+ e¥1H1-Hv2 <
<tz + (1 —t)|xa| + te¥r 4+ (1 —t)e¥? =
=tf(w1,y1,21) + (1 =) f (22,92, 22).

Zde jsme uzili konvexitu funkci jedné proménné ¢ — |t| at — e'. Podobné s vyuZitim
konvexity funkce ¢ — t? dostavame, Ze g je konvexni. [ ]

Piiklad Je M z prvniho ptikladu paragrafu §50 souvisla? Je konvexni?
Reseni. Mnozina M neni konvexni, nebot napt. body ({/2,0,0) a (0, f/g, 0) patii
272

muzeme tedy uzit konvexitu jako postacujici podminku pro souvislost M. Pfesto
ukazeme, ze M je souvisla.

do M, ale stred tusecky, kterd je spojuje, tedy (% 3/3 1 {’/g, 0) v M nelezi. Ne-
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Mnozina S = {(z,y,2) € R®: 23 +¢* + 23 =2, 2 >0, y >0, 2z > 0}
je spojitym obrazem mnoziny K = {(z,y) € R®: 23 +¢y3 < 2, 2 > 0, y > 0}
pri zobrazeni (z,y) — (x,y, v/2 — 23 — y3). Mnozina K je konvexni podmnozinou
R2. Je-li totiz (w3,y3) = a(z1,vy1) + (1 — a)(x2,y2) pro néjaké a € (0,1) a body
(x1,y1), (z2,y2) v K, snadno ovétime, ze diky konvexité tfeti mocniny na [0, c0)
plati vSechny nerovnosti z definice K i pro bod (z3,y3). Mnozina K je tedy souvisla
a mnozina S je souvisla, nebot je jejim spojitym obrazem. Konecné, je-li (x,y, z) €

M \ S, je usecka Ua:,y,z = {t(%y, Z), te [1, {’/ﬁ]} souvisla podmnoiina M,

ktera protinad S. Z toho jiz snadno ovéfime, Ze kazda obojetna neprazdna mnozina,
ktera protina neékterou ze zminénych tsecek nebo mnozinu S, musi obsahovat celé
M= SUU{Usy.:: (z.y.2) € M\ S}. -

Piiklad Dokazte, Ze mnoZina
D={(z,y) eR?: 2 +¢y®> — 22y =0, 2 >0, y >0}
je souvisla.

Reseni. O této mnoziné jsme ukézali v predchozim paragrafu, ze je spojitym ob-
razem kompaktniho intervalu [0, §]. Proto je téz souvisla. [ |

Piiklad Dokazte, Ze mnoZina
S={(z,y) € R?: 2% + | arctg x| —|—y23|-’/| =2}
je souvisla.

Reseni. Mnozina S je rovna f~1({2}), kde f: R? — R je spojit4 funkce definovana
piedpisem f(z,y) = z* + |arctg x| + y2elY!, a tedy S je uzaviena.

Je-li (z,y) € S, pak |z] <2 a |y| < 2, nebot [ je souctem nezapornych funkei,
funkce el?! je vétsi nebo rovna jedné a V2 < ¥/2 < 2. Mnozina S je tedy omezena.
ProtoZe je i uzaviena v R?, je kompaktni.

Uvazujme mnozinu I = {z € R: z* + |arctgz| < 2}. Funkce z* + |arctgz|
je spojitad sudéd a je rostouci pro x > 0 s limitou +oo pro x — 400, a proto [
je kompaktni interval tvaru [—xg,xo]. Projekce mnoziny S na prvni soufadnici,
tj. {x € R: Jy: (x,y) € S}, je zfejmé ¢asti I. Pro libovolné = € [0, z¢] je funkce
y — y2el¥l 2%+ | arctg x| —2 spojita a rostouci na intervalu [0, 00), nabyva nekladné
hodnoty v nule a jeji limita v oo je nekoneénd. Proto existuje jediné y,(z) > 0
takové, ze (z,y4(x)) € S. Ze symetrie dostavame

S ={(@,y+(2)): z € FU{(z,y-(2)): z € I},

kde y4 a y_ jsou sudé funkce na I, pficemz y_ = —y.

Graf G funkce yy: I — R je roven SN {(z,y) € R?: y > 0}. Proto je to
uzaviend a omezend mnozina, tedy kompaktni mnozina. Ozna¢me ¢, : I — S zob-
razeni definované predpisem ¢4 (z) = (x,y+(x)). Pro libovolnou F C S uzavienou
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je p7 (F) = {x € I: (3y € R) (z,y) € F}. Tedy vzor F pii ¢, je obrazem kom-
paktni mnoziny F' C S pii spojitém zobrazeni (z,y) — z, a je tedy kompaktni, a
proto i uzavienou podmnozinou I. Zobrazeni ¢, : I — R je tudiz spojité. Proto
je mnozina ¢ (I) souvisla. Totéz plati o zobrazeni p_(z) = (x,y_(x)) a grafu y_.
Mnozina ¢_(I) je tedy souvisld z podobnych divodi. Mnoziny ¢4 (I) a ¢_(I) jsou
souvislé, jejich sjednoceni je rovno S a tyto dvé mnoziny maji neprazdny prinik
(napt. bod (zg,0) lezi v obou téchto mnozindch). Mnozina S je tedy sjednocenim
dvou souvislych podmnozin, které se protinaji, a je proto souvisla. |

8. Lokalni vlastnosti funkci vice
proménnych

§53. Limita a spojitost funkci vice proménnych. V tomto paragrafu spoc-
teme nékolik piikladt na uvedené pojmy. Upozoriiujeme ale na to, ze i v [Z, 2.12 a
2.13] 1ze nalézt nékolik fesenych prikladi.

Mnohokrat uzijeme tvrzeni souvislosti mezi limitou a spojitosti:

Funkce (zobrazeni) f z R™ do R™ je spojitd v a € R™, prdvé kdyz lim f(z) =

r—a
f(a).

Kromé vét o souvislosti mezi pojmem limity realné funkce a aritmetickymi ope-
racemi, pripadné nerovnostmi, které budeme bez dalsiho pouzivat, pfipomenme
zejména vétu o limité slozeného zobrazeni:

Necht g je zobrazeni z R™ do R™, h je zobrazeni z R™ do RP, lim g(v) = b a

v—a
limbh(w) = ¢. Je-li navic splnéno, Ze g(v) je rizné od b na néjakém prstencovém
w—
okoli a, pak je lim(h o g)(v) = ¢, tj. limita sloZeného zobrazeni se za uvedengch
v—a

predpokladi rovnd limité ,,unéjsitho“ zobrazeni v odpovidajicim bode.

Pozndmka. Jisté se setkate i s nasledujici variantou predchoziho tvrzeni:

Necht g je zobrazeni z R™ do R™, h je zobrazeni z R™ do RP, lim g(v) =b a h

v—a
je spojité v b. Pak lim (h o g)(v) = h(b).
v—a

Pouziti tohoto tvrzeni je o poznani jednodussi a pohodlnéjsi, nez je tomu v

pripadé predchoziho tvrzeni, a tak priklad na to neuvadime.

Piiklad Lze funkci S22 spojité rozsifit na R2?

S +y?

Reseni. Pro x?+y% # 0, t.j. (x,y) # (0,0), je zadana funkce podilem funkei sin zy
a /22 + y2. Funkce sinzy je sloZenim spojité funkce sin: R — R a polynomu
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zy. Funkce /22 + y2 je slozenim funkce /-, kterd je spojitd na intervalu [0, c0)
s polynomem z2 4 42, jehoz hodnoty jsou nezaporné. P¥ipometime si, Ze polynomy
dvou proménnjch jsou spojité funkce na R?, nebot je lze popsat pomoci spojitych
funkci (projekei) (z,y) — x a (z,y) — y a operaci ndsobeni a s¢itani, které spojitost
/ oz sinzy P 2 4 2 2
zachovavaji. Funkce s i tedy spojitd na R\ {(0,0)}, protoze /a2 +y% # 0

pro (z,y) # (0,0). Proto ji lze spojité rozsifit na R?, pravé kdyz ma vlastni limitu
v pocatku. Je

. 2 2
| sin zy| < |zy| < ¢ +y :\/W-
\/x2+y2 \/x2 + 2 /x2+y2

Funkce /2 + y2 je spojitd v podatku (viz vySe), a jeji limita v pocatku je tedy
rovna jeji hodnoté tamtéz, t.j. nule. Protoze absolutni hodnota nasi funkce je ome-
zena zdola nulovou funkci a shora funkci s nulovou limitou v poc¢atku, ma v pocatku
limitu nula. .
(Jiné zdtvodnéni: Je (I.’yl)igao’o) % \/ﬁ—zﬂ = 0. Prvni zlomek ma4 limitu jedna
zy

sint

pomoci véty o limité slozené funkce (uzijeme ji na vnéjsi funkci =5+ a vnitini funkci
(z,y) — xy) a druhy zlomek m4 limitu nula jak bylo ukdzéno vyse. ProtoZe na osach
mimo pocatek je funkce nulovéd, ma limitu nula v pocéatku.) [ ]
Piiklad Lze funkci f(z,y) = % spojité rozsifit na R2?
Reseni. Mohli bychom obdobné jako v minulém piipadé odivodnit, ze funkce je
spojitd mimo pocatek, kde neni definovana. Jak se ukaze, byla by to zbytecna prace,
nebot neexistuje limita v podatku. Kdyby totiz existovala, tak by se podle véty o
limité slozené funkce musela rovnat hodnoté }ir% f(t,0) a zaroven téz }ir% ft,t).V

prvnim pt¥ipadé jsme za vnitini funkei (zobrazeni) zvolili ¢(t) = (¢,0), ve druhém

¥(t) = (¢,t); v obou pFipadech je vnéjsi funkei funkee f. Prvni z obou limit je rovna

nule, zatimco druhd je rovna jedné poloviné. Funkce f tedy nemtze mit v pocatku

limitu, a nelze ji tedy v pocatku spojité dodefinovat. [ ]
Piiklad Lze funkei f(z,y) = % spojité rozsirit na R2?

Reseni. Funkce je spojita, pokud = +y # 0. To plyne ze spojitosti funkce sinus,

polynomu x +y a zachovavani spojitosti pii s¢itani a déleni. Bude nas proto zajimat

( )lirga ) f(x,y) pro a € R. Pomoci vzorce pro soucet sint je
z,y)—(a,—a

z+y#0
sin 2 gy
3 2
Protoze %in% sint — 1 a o dm I3 = 0, je hledand limita rovna diky spojitosti
— z,y)— (0,0

z+y#0
funkce kosinus hodnoté cos a.
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Definujeme-li tedy f(a,—a) = cosa pro vSechna a € R, je f spojitd na celém

R2, nebot pro a € R je lim  f(x,y) = lim  f(x,y) = cosa, a tedy i
(I,yz):y(;bfa) (I,yz):y(ibfa)
lim f(z,y) = cosa, jak se mlizete snadno piesvédéit. [ |

(z,y)—(a;—a)

Piiklad Spoététe lim Snetloel+y)
(z.y)—(0,0) z+y
z+y#0

Reseni.  Uvazujeme-li funkci ¥(t) = (¢,0), dostavdme slozenim se zadanou funkci,

Ze limita, pokud existuje, se musi rovnat hodnoté liII(l) Sl—;‘t =1.
t—

Mozna az po nékolika pokusech dokazat, ze limita je rovna jedné, dojdeme k
podezreni, ze tomu tak byt nemusi, a to zhruba proto, ze jmenovatel x +y muze byt
velmi maly, zatimco hodnoty x a y vyznamné pro velikost sinx a log(1 + y) mohou
byt relativné vétsi. Tuto hrubou myslenku zkusme realizovat tak, ze budeme sklddat
nasi funkei s funkei ¢(t) = (¢, —t + t2), kde by se naznadeny efekt mohl projevit.
Pokud existuje hledané limita, pak je dle véty o limité slozené funkce rovna

_sint+log(1—t+12)  cost—+ A2
lim =lim -
t—0 t2 t—0 2t
_ 2y _ _ 2
. — Slnt + 2(1 fr—ttltg; 1) ].
= lim =-.
t—0 2 2

Zde jsme dvakrat uzili L’Hospitalovo pravidlo. To bylo mozné, protoze limity v
¢itateli a jmenovateli v prvnich dvou limitach jsou zfejmé nulové a protoze posledni
limita existuje.

Protoze by limita musela nabjvat dvou rznych hodnot, dostavame, Ze nemuze
existovat. [ ]

§54. Parcialni derivace a totalni diferencial. Pfipomerime si, Ze nejéastéj-
$im zpusobem, jak zjistit existenci totalniho diferencialu a jeho hodnoty je pouziti
nasledujicich fakt:

Je-li f funkce zR™ do R takovd, Ze parcidlni derivace ;T];(:c) jsou spojité v bodé
a € R™ (jako funkce n proménnych), pak funkce f md v bodé a totdlni diferencidl
df (a).

Existuje-li totdlni diferencidl f v bodé a, pak existuji parcidlni derivace f v a a

df (a) md v bodé h € R™ hodnotu dp f(a) = > %(a)hk.

To nam dava moznost postupovat pii vySetfovani totalniho diferencidlu nasle-
dovné. Spocitame parcidlni derivace funkce na okoli zkoumaného bodu a. Jsou-li
v bodé a spojité, vime co je totalni diferencial diky obéma uvedenym tvrzenim.
Nejsou-li spojité, ale zname jejich hodnotu v bodé a, pak vime diky druhému uve-
denému tvrzeni, co je totalnim diferencidlem, pokud existuje. Zda je to skutecné
diferenciél ¢i nikoliv, to zjistime uzitim definice totalniho diferencialu.
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Nutnou podminku pro existenci totalniho diferencidlu, ktera mize ulehéit dikaz
neexistence diferencialu, dava tvrzeni:

Existuje-li totdlnt diferencidl redlné funkce n proménnych f v bodé a € R™, pak
je f v bodé a spojitd.

Piiklad Dodefinujte funkei f(z,y) = mfizg na R? tak, aby méla totalni
diferencial ve vSech bodech a spoctéte ho.

Reseni. Pro (z,y) € G = R?\ {(0,0)} je funkce definovana a snadno spoéteme jeji

parcialni derivace:
32’y(a®+y*)—aPy2x _ 2?y(2?43y7)

of —

a(m,y) - (z2+y2)2 = (z2+4y?)2
of _ 2@yt —aty2y _ 2 (a?—y?)
Fy(xa y) = (@21 y2)2 = @E)?

To jsou spojité funkce dvou proménnych na G, nebot jsou to racionalni funkce
na svém defini¢nim oboru. Proto méa funkce f na G totalni diferenciél, pficemz ten
je v bodé (z,y) € G zobrazenim

2 2 2 3(,.2_,2
df (w,): (hn,he) = “EEES y + CE 8 o

M3-li byt f rozsifena na R? tak, aby méla totdlni diferenciil, musi byt rozsi-
fena spojité. Protoze tlin% f(t,0) =0, je nutnou podminkou pro takové rozsifeni, Ze

£(0,0) = 0. Dodefinujeme proto f v poc¢atku nulou a uvazujeme, zda mé totalni di-
ferencidl v pocatku. Protoze nyni mame f(x,0) = f(0,y) = 0 pro vSechna z,y € R,
jsou obé parcialni derivace funkce f v pocatku nulové z definice. Existuje-li to-
talni diferencial, musi platit, ze df (0,0): (h1, ha) — 0, tedy, Ze je to nulova linedrni
forma. Ovéfime, Ze ta je totalnim diferencidlem f v poc¢atku podle definice:
Polozme
£ ((0,0)+(h1,h2))=f(0,0)=d(n; ,ny) F(0,0)] [h2h1ha|
e(h, ha) = [ )] = arnd) g =
h?  hi+h3
—_ h%ihg\/ﬁ S ||(h’17h’2)H
Je tedy Ain}) g(h) = 0 a totélni diferencidl f v pocdatku je roven nulové formé dle

definice. m

A

Piiklad VySetfete, zda funkei f(z,y) = %Jrzg log(1+ zy) 1ze dodefinovat

na néjakém okoli poc¢atku tak, aby v ném meéla totalni diferencial.

Reseni. Protoze funkce zy je spojitd v poc¢atku a ma v ném hodnotu nula, je
na néjakém okoli pocéatku jeji hodnota vétsi nez —1 a funkce f je na prislusném
prstencovém okoli pocatku definovana.

Ma-li funkce mit totalni diferencidl v po¢atku, musi v ném byt dokonce spojitéa.
Protoze f(0,y) = 0 pro vSechna y # 0, je jedinou moZnosti, jak dodefinovat f
v pocatku, polozit f(0,0) = 0.

Protoze nyni je f(0,y) = f(x,0) = 0 pro vSechna z, y € R, tak parcidlni derivace
v pocatku jsou nulové. Jedinym moznym kandiddtem na totalni diferencidl v po-
¢atku je tedy nulova linedrni forma na RZ2. Je-li skuteéné totalnim diferencidlem,
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pak podle definice musi platit, ze lim f(hha) ) Slozime-li oviem zkou-

(h1,h2)—(0,0) \/hi+h3

manou funkci proménnych hy, hy v prstencovém okoli poéatku s funkei t — (¢, 1),
pak zjistime, ze limita pro ¢ — 04 je rovna % a to je ve sporu s vétou o limité

slozené funkce.

(Poznamenejme, Ze pokud bychom vySetfovali napfed parcidlni derivace funkce
f v okoli pocatku, pak bychom po jistém 1sili s jejich vypoc¢tem a se zkouméanim
limity zjistili, Ze nejsou v pocatku spojité. Neexistenci limity bychom mohli dokazat
téz zkouménim ,po osdch“a ,po diagonéle*, tedy skldddnim s t — (¢,0), ¢ — (0, t)
atr— (t,t). Tim bychom ovSem dospéli k tomu, Ze tato cesta k cili nevede a pak
bychom jisté pristoupili ke zkoumani diferencidlu podle definice jako vyse. Protoze
funkci f lze spojité dodefinovat nulou v poc¢atku, nelze nutnou podminku spojitosti
uzit k vyvraceni existence diferencidlu v tomto pripadé. Je proto dobré ziskat cit
pro to, kterému postupu dat prednost, abychom aspon nad jednodussimi piiklady
neztraceli pfili§ mnoho casu.) [ |

§65. Derivace ve sméru. K vypoctu derivace ve sméru je ¢asto vyhodné uzit
totalni diferencial, pokud existuje:

Existuge-li totdlng diferencidl df (a) funkce f zR™ do R, pak derivace ve sméru
h € R" (Ohf(a) = tlgr(l) w) je rovna hodnoté dy, f(a) tohoto diferencidlu

v h. Poznamenejme, Ze geometrické predstavé sméru odpovidaji jen nenulovd h a
Ze nékdy se o derivaci ve sméru mluvi jen v piipadé, Ze ||h| = 1.

Piriklad Spoctéte derivaci funkece f(x,y) = arctgzy v bodé (1,1) ve sméru
-1 -1
(7 )

B oy, cs1. . . af _ y of - .
Reseni. Parcidlni derivace jsou 53 (z,y) = 1122 a 5, (2,y) = To jsou

1+§2y2 .
funkce dvou proménnych, které jsou spojité na R?, specidlné jsou spojité v bodé
(1,1). Funkce f mé tedy totélni diferencidl v bodé (1,1) a derivace f v bodé (1,1)
ve sméru ( \/l f) je rovna hodnoté totalniho diferencialu df (1,1) v bodé (=% ot \/—)

tedy!]erovnaQ\f—&—éx_[l—\_[1 |

§56. Teéna nadrovina. Existuje-li totalni diferencidl redlné funkce vice pro-
ménnych, mizeme mluvit o teéné nadroviné k jejimu grafu:

Ma-li funkce f z R™ do R totalni diferencial v bodé a, pak graf zobrazeni
x €R" — f(a)+ du—of(a), (t.j. mnoZina

(a, f(a)) + L= {(a, f(a)) + (&77): a €R”, (&77) € L},
kde L je graf zobrazeni df (a)) je tecnou nadrovinou ke grafu f v bodé (a, f(a)).

Piiklad Necht T je te¢na rovina ke grafu funkce p(x,y) = —2% — y? +
21 + 4y — 4, kterd je kolm4 k piimce {(t,t,t) € R®: t € R}. Ve kterém bodé protind
T ,osu z“(t.j. pfimku {(0,0,¢) € R3;t € R})?
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Reseni. Totalni diferencial funkce p v libovolném bodé (z, y) € R? existuje, protoze
parcialni derivace %(x, y)=—-2x+2a g—g(x, y) = —2y+4, a to jsou spojité funkce
dvou proménnych. Te¢na rovina ke grafu funkce p v bodé (xo, yo, p(x0,yo)) je tedy

{(z,y,2) € R?: (2,) € R?,
z = p(wo,Yo) + (=220 + 2)(z — o) + (—2y + 4)(y — yo)}.

Ma-li byt kolméa k (nésobktim) vektoru (1,1,1), musi byt vektor
(x — 20,y — yo, (—2w0 + 2)(x — 20) + (20 + 4)(y — ¥0))
kolmy k (1,1, 1) pro kazda x,y € R?. Skalarni soucin téchto vektort
T =20+ Y — Yo+ (=20 + 2)(z — o) + (—2y + 4)(y — vo)

musi byt roven nule pro kazda x,y € R. Musi byt tedy 3 —2x9 = 5 —2yy = 0. Mame
tedy T = {(m,y,p(%, %) — (z — %) —(y— %)) z,y € R}. Polozime-li x = y = 0,
dostavame, ze hledany bod na ose z je (0,0, %) [ ]

857. Druhy diferencial a konvexita. Druhjym diferencidlem funkce f: R" —
R v bodé a se v moderni literatufe obvykle rozumi symetricka bilinearni forma
d?f(a), pro kterou plati d?f(a)(s,t) = di(dsf)(a) pro libovolna s,t € R™. Pi
zkoumani vlastnosti funkce f nas bude zajimat predevsim kvadratickd forma h —
d?f(a)(h,h), kterd oviem jednoznac¢né uréuje symetrickou bilinearni formu druhého
diferencialu, a proto nedojdeme ke Spatnym vysledktim, i kdyz budeme za druhy
diferencidl povazovat tuto kvadratickou formu (jak tomu je napf. v [DII]). Navic si
pfipometime, Ze (odpovidajici) kvadraticka ¢i bilinedrni forma druhého diferencidlu
je urcena symetrickou ¢tvercovou (Hessovou) matici druhych parcidlnich derivaci
(%(a))i7j:17,,_7n2 a Ze druhy diferenciil v a existuje, pokud jsou vSechny druhé
parcialni derivace spojité na néjakém okoli bodu a.

Ani libovolné hladké funkce vice proménnych, na rozdil od funkci jedné pro-
ménné, nemusi byt konvexni ani konkévni na zadné oteviené konvexni podmnoziné
defini¢niho oboru (napt. f(z,y) = 2% —y?). Pro realnou funkci f: R — R, kterd m4
spojité druhé parcidlni derivace na oteviené podmnoziné R™ tedy mize mit mno-
Zina bodi a, ve kterych je f ,lokdlné konvexni (konkévni)“ (existuje oteviend koule
se stfedem a, na které je f konvexni (konkdvni)) doplnék s neprazdnym vnittkem.
Vysetfovani (,lokalni*) konvexity (konkdvnosti) se ndm ovSem bude hodit p¥i hle-
dani lokalnich extrémi a absolutnich extrému funkci. Plati nasledujici postacujici
podminky:

2Uzivame klasické znaceni %aj;j(a) = %(%)(a) Casto se muizete setkat s obra-
cenym znacenim. V pripadé Hessovy matice to ovSsem diky jeji symetrii nehraje roli.
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Necht f: G — R md spojité druhé parcidlni derivace na konvezni oteviené mno-
zZin€ G C R™ a kvadratickd forma druhého diferencidlu (ekvivalentné Hessova ma-
tice) je pozitivné semidefinitni (pozitivné definitni) na G. Pak je [ konvexni (ryze
konvexni) na G. Specidlné, je-li Hessova matice f v bodé a pozitivné definitni, je
f ,lokdlné konverni® ve vyse wvedeném smyslu. Stejné vztahy plati mezi negativni
semidefinitnosti (negativni definitnosti) Hessovy matice a konkdvnosti (ryzi kon-
kdvnosti) funkce. Je-li Hessova matice indefinitni v néjakém bodé, pak funkce f
neni ant konvexni ani konkdvni na Zddném okoli tohoto bodu.

K vySettfeni toho, Ze kvadraticka forma ¢: R™ — R nebo matice @ je pozitivné
definitni, miZeme uzit definice, tedy vySetfovat, zda ¢(z) > 0 nebo zda (Qz,z) > O
pro x # 0. Pfipomenme, Ze pozitivni semidefinitnost je definovana pomoci predcho-
zich vztaht s neostrymi nerovnostmi a Ze negativni definitnost a negativni semide-
finitnost dostaneme, kdyz v pfedchozich nerovnostech zaménime nerovnosti > za
<, resp. > za <.> Vhodnou pomiickou pro vysetiovani definitnosti kvadratickych
forem pro neprilis velka n je tzv. Sylvestrovo pravidlo.

Necht Q = (aij)}j—1 je ctvercovd matice typu n x n. Uvazujme ,levé horni
hlavni subdeterminanty® dy, tj. determinanty ctvercovych matic (aij)f)jzl pro k =
1,...,n. Jsou-li vSechny kladné, pak je @ pozitivné definitni. Jsou-li zaporné pro
k lichd a kladné pro k suda, pak je QQ negativné definitni. Oznacme determinant
matice (a;;: 1 € K,j € K), kde K je libovolnd neprdzdnd podmnozina {1,...,n},
symbolem dg . Jsou-li vsechny ,hlavni subdeterminanty dx matice ) nezdporné,
je @ pozitivné semidefinitni. Je-li dxg < 0, pokud K obsahuje lichy pocet prvki
a dx > 0, pokud K obsahuje sudy pocet prvki, pak je QQ negativné semidefinitni.
V ostatnich pripadech je matice Q indefinitni.

Piiklad Najdéte maximalni oteviené konvexni podmnoziny R?, na kte-
rych je funkce f(x,y) = 23 — y3 + xy? — 1 ryze konvexni (ryze konkavni).

Reseni. Jde o polynom ve dvou proménnych. Ten m4 spojité parcialni derivace
libovolného fadu. Ma tedy v kazdém bodé druhy diferencial. Pokusime se proto
vySetfovat konvexitu a konkdvnost pomoci druhych parcidlnich derivaci. Hessova
matice druhych parcidlnich derivaci v bodé (z,y) je

6x 2y
2y —6y+2x)°

Levé horni hlavni subdeterminanty této matice jsou rovny dy (z,y) = 6z a da(x,y) =
4(32% — y? — 9zy). Resenim kvadratické rovnice y? + 9xy — 322 = 0 pro pevné
z € R dostavéme FeSeni yi(z) = 3(—9z + |2[v93) a (pro z # 0 odlisné Feseni
y—(z) = 5(—9z — |2|v/93). Nyni je zfejmé, Ze na mnoziné

P={(z,y) eR*: >0, y € (y—(x),y+(x))}

3Nektefi autori povazuji za pozitivné semidefinitni pouze takové matice, které jsou
podle uvedené definice pozitivné semidefinitni, ale ne pozitivné definitni.
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jsou dy(z,y) 1 da(z,y) kladné a Hessova matice je pozitivné definitni. Na mnoziné

N ={(z,y) e R*: 2 <0, y € (y—(x),y4(2))}

je di(z,y) < 0 a do(x,y) > 0, a matice je tedy negativné definitni. Na mnoZiné
I ={(z,y) € R?: y > y,(x) nebo y < y_(z)} je matice indefinitni. Poviimnéme
si, ze mnoziny P i N jsou konvexni, a tak mame diky vyse feCenému, ze funkce
f je ryze konvexni na P a ryze konkévni na N. ProtozZe okoli kazdého bodu (z,y)
roviny, ktery nelezi v PUN obsahuje otevienou podmnozinu I, nelezi zadny takovy
bod v oteviené mnozinég, na které je f konvexni nebo konkavni.

Zavérem tedy shrime, ze mnozina P, resp. N, je maximalni oteviend konvexni
takova, ze f je na ni ryze konvexni, resp. ryze konkavni. [ ]

9. Lokalni extrémy

Jednim z pojmu, které slouzi k popisu chovani funkce vice proménnych, je pojem
lokélniho extrému. Pripomerime strucné, ze funkce f z R™ do R ma v bodé a € R
lokélni maximum, jestlize existuje kladné ¢islo r takové, ze f(z) < f(a), pokud
0 < ||z — a]] < r. Nahradime-li neostrou nerovnost ostrou, hovofime o ostrém
lokalnim maximu. Pokud ji nahradime opac¢nou neostrou ¢i ostrou nerovnosti, jde
o lokalni minimum ¢i o ostré lokalni minimum. Pokud a € M a pfislusna nerovnost
plati pro vSechna x € M C R™, pro kterd je 0 < ||z —al| < r, jde o pFislusny lokalni
extrém vzhledem k mnoziné M.

Ulohou vysetfit lokalni extrémy budeme vzdy rozumét nalezeni viech bodii,
ve kterych funkce mé lokalni extrém a urceni typu lokalniho extrému v kazdém z
téchto bodi.

§568. Vztahy mezi extrémy ruzného druhu. Kromé moZnosti nalézt bod,
ve kterém funkce nabyva lokalni extrém, a dokézat tento fakt pfimo pomoci defi-
nice, existuje né€kolik cest, jak k takovému vysledku dospét pohodlnéji. V nékterych
pfipadech mtizeme pouzit jednoduché pozorovani.

V kazdém ovnitrnim bodé a definicniho oboru funkce f, ve kterém f nabyvd
mazima (minima), md f téz lokdlni mazimum (lokdlni minimum).

VySetfovani (globalnich) extrému je vénovan oddil 10, proto se zde uzitim zmi-
néného faktu nebudeme zabyvat. Ukazeme si ale uziti nasledujiciho jednoduchého
pozorovani pro studium lokalnich extrémii.

Ma-li funkce f v bodé a lokdlni mazimum (lokdini minimum) a a € M C R™,
pak funkce f nabyva v a lokdlniho extrému stejného typu vzhledem k mnoZiné M.
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Piiklad Vysetfete vSechny lokalni extrémy funkce

f(z,y) = 2* + |arctg y| — 2°.

Reseni. Piedpokladejme, Ze funkce f v bodé (a,b) € R? lokalni extrém. Pak ho
v tomto bodé m4 i vzhledem k p¥imce {(a,y) € R?: y € R}. Protoze funkce jedné
proménné | arctg y| ma jediny lokalni extrém, a to (ostré lokdlni) minimum v bodé
nula, je b = 0 a funkce f ma v (a, b) lokdlni minimum. Podobné funkce 2% — 2% jako
funkce jedné proménné ma lokalni minimum jediné v bodé x = 0. Funkce f mize
proto mit lokdlni minimum jediné v pocatku. Protoze zfejmé plati, Ze f(z,y) > 0
pro (z,y) # (0,0) a |z| < 1, tak ma f ostré lokdlni minimum v pocatku. Diky
provedené uvaze jiz vime, Ze je to jediny lokalni extrém funkce f.

(Zde i déle ptfedpokladame, Ze Ctendf znd metody pro vySetfovani extrémi
funkci jedné proménné. Lze se s nimi seznamit v [Z, Kap. 2, §§43, 44].) [ |

8569.  VySetfovani lokélnich extrému funkci 1ze nékdy pfevést na vysetiovani
lokalnich extrému jednodussich funkci.

Priklad Vysetfete lokalni extrémy funkce
Fla,y) = (2 + [y = (Jz| + [y])*

Reseni. Povsimnéme si, Ze funkce f je rovna go ¢, kde g(r) = r> —r* a p(z,y) =

|z| +|y|. To umozni vyvodit vie potfebné o lokdlnich extrémech f pomoci lokalnich

extrémil g. Protoze ¢/(r) = 2r — 4r3 na R a nulu nabyvd pror = 0 a |r| = \/g
Jediné body, ve kterych mtze mit g lokalni extrém, jsou nula, % a —\/g . J
g'0)=2>0ag"'(r) =-4<0,jeli |r| = \/g Funkce g mé tedy v nule ostré

lokalni minimum a v bodech \/g a —\/g ma ostra lokalni maxima (lze zjistit, Ze
tam nabyva maximéalnich hodnot; rozmyslete si jak).

Je-li p(a,b) = 0, je (a,b) pocatek. Necht V' C R je okoli nuly takové, Ze g(r) > 0
pror € V'\ {0}. ProtoZe je ¢ spojité, existuje okoli U pocatku takové, ze o(U) C V.
Navic poc¢atek je jedingm bodem s nulovym obrazem. Odtud méme, ze f(x,y) =
g(p(x,y)) > f(0,0) pro vSechna (z,y) € U riznd od poéatku a f méa v poéatku
ostré lokalni minimum.

Je-li |a| + |b| = \/g a V C R je okoli \/g takové, ze g(r) < g(\/g) pror eV,
pak existuje okoli U bodu (a,b) takové, ze ¢(U) C V. Pro (z,y) € U méame tedy, ze
flz,y) = gle(z,y)) < f(a,b). V bodé (a,b) ma tedy f lokdlni maximum. Protoze
v kazdém okoli bodu (a,b) # (0,0) lezi bod (a’,b’) takovy, ze ¢(a,b) = p(da’,d),
tak nejde o ostré lokalni maximum.
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Tteti pfipad, t.j. ¢(a,b) = —\/g ziejmé nemiiZe nastat.

Zbyva ovérit, ze funkce f nema4 jiné lokélni extrémy. Uvazujme bod (a, b) takovy,
ze o(a,b) #0 a p(a,b) # \/g Kdyby nyni f = g o ¢ méla v (a,b) lokilni extrém,
méla by v tomto bodé (lokdlni) extrém na néjakém okoli

U={(z,y); (x—a)’+(y—-0b2<r} r>0,

bodu (a, b). Pak obraz U pfi funkci ¢ obsahuje néjaké okoli V' bodu ¢(a,b). O tom
se presveéd¢ime, kdyz si povSimneme, zZe

e(U) 2 p({(x,0): |z —af <r}) = {[z[+ [b]: [z —a| <7} =
= (lal + [b] =7, |a[ + b +7) = (¢(a,b) = r,¢(a,b) + 7).

Na V m4 zfejmé g | V extrém v bodé ¢(a,b), coz je vnitini bod V, a to je spor s
tim, Ze g v bodé& ¢(a, b) lokalni extrém nema. [

§60. Stacionarni body. Nejc¢astéjsi a nejucinnéjsi metody vysSetfovani lokdlnich
extrému jsou zalozeny na pouziti diferencidlniho poctu pro funkce vice proménnych.
V prvé rad€ dostavame uzitecné nutné podminky.

Pokud f nabyvd v bodé a lokdlniho extrému, a ma derivaci

fla+th) — f(a)

Onf(a) = Jim /

ve sméru h € R™ v bodé a, pak je tato derivace rovna nule.

Tato nutna podminka ¢asto umoznuje omezit se na nékolik ,podezielych bodu*,
mezi kterymi lezi vSechny body, ve kterych f mé lokéalni extrém. Poznamenejme, zZe
v pripadé, Ze jsou parcidlni derivace spojité ve zkoumaném bodé, existuje totalni
diferenciéal a nulovost derivaci ve sméru je ekvivalentni nulovosti parcialnich deri-
vaci. Body, ve kterych méa funkce f nulovy totalni diferencidl, jsou ,stacionarnimi
body“ funkce f (srovnejte s [Z, Kap. 2, §44]).

Piiklad VySetfete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = zy/1 — 22 — y2. Vy-
Setiete téz lokalni extrémy funkce f vzhledem k jejimu defini¢nimu oboru.

Reseni. Budeme nejprve hledat body uvniti definiéniho oboru M, t.j. v mnoziné
M° = {(z,y) € R?: 22 + % < 1}, ve kterych ma funkce f lokdlni extrém. Na
MO istuid i4lni deri ﬂ( ) _ y(1—2x2—y2) ﬂ( ) _ m(l—r2—2y2)

existuji parcidlni derivace 3 (z,y) = ey a 5y (Ty) = iy
Jedingmi body, ve kterych jsou obé& nulové, jsou (0,0) a v8echny ¢&tyfi body (a,b)
takové, ze |a| = |b| = \/g . 'V jiném bodé definiéniho oboru nemtze mit f lokalni
extrém, protoze je v ném nékterd parcialni derivace nenulova nebo nejde o vnitini
bod M. Uvazujme vyjmenované body.
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V pocéatku funkce f nemé lokalni extrém, nebot v kazdém okoli poc¢atku na-
jdeme dvojici bodt (z1,y1) = (,1) a (z2,52) = (£,—21) pro dostatecns velké
pfirozené n, priéemz f(x1,y1) > f(0,0) = 0 > f(x2,y2). Funkece f tedy nemd
lokalni extrém v pocatku.

Funkce f je spojita na omezené a uzaviené mnoziné M, tedy nabyva na ni svého
minima i maxima. ProtoZe na hranici je rovna nule, ma funkce f v bodé, kde nabyva

globélni maximum téZ lokalni maximum. Maximalni hodnotou je nejvétsi z téch,
které f nabyva ve ¢tyfech zbyvajicich ,podezielych bodech®, tedy f (\/7 \/I) =

\/; , f Podobné nabyva funkce f svého minima v bodech ( \/; , f

( \/; ,— f ), kde mé nutné téz lokalni minima. ProtoZe v dostateéné malém okoli

zminénych ¢tyt bodu nelezi dalsi body, kde funkce nabyva maxima nebo minima,
jde dokonce o ostré lokdlni extrémy. Tim jsme vySetfili vSechny lokalni extrémy
funkce f: M — R.

Uvazujme nyni body hranice mnoziny M, tedy body (a, b), pro které a®?+b? = 1,
a tedy f(a,b) = 0. Pokud je ab # 0, maji hodnoty f zfejmé na né&jakém okoli bodu
(a,b) v. M stejné znaménko nebo jsou nulové. Funkce mé tedy ve vSech bodech,
kde ab > 0 a a® + b? = 1, lokalni minimum a v bodech kde ab < 0 a a® + 0% =1
lokalni maximum. Ani jeden z téchto extrému neni ostry. V bodech hranice, kde
ab = 0 najdeme v libovolné malém okoli bod, kde je hodnota f kladna i bod, kde
je zadporna. Napr. body (—%, 1-— %), (%, 1- %) v okoli bodu (0, 1) pro dost velkd
n € N ap. v okoli zbylych tfech bodd. Funkce f tedy nema v téchto ¢tyrech bodech
hranice lokalni extrém. ]

§61. Postacujici podminka a druhy diferencial. Casto je komplikovanéjsi
rozhodnout o konkrétnim ,podezielém bodé“, zda jde skutecné o bod lokalniho
extrému. K tomu muze slouzit nasledujici postacujici podminka uzivajici druhy
diferencial. Pfipomerime si, Ze existenci druhého diferencialu nejcastéji ovétime tim,
ze zjistime, Ze druhé parcialni derivace funkce jsou na okoli pfislusného bodu spojité.
Pokud md f v bodé a nulovy proni diferencidl df (a) a kvadratickd forma druhého
diferencidlu, h — d?f(a)(h,h), je pozitivné definitni, tj. druhy diferencidl existuje
a (Hessova) matice druhiych parcidlnich derivaci v bodé a je pozitivné definitni,
pak md f v bod¢ a ostré lokdlni minimum. Pokud je df(a) = 0 a d?f(a)(h,h)
je megativné definitni, md f v a ostré lokdlni mazimum. Pokud je d*f(a)(h,h)
indefinitnt, t.j. neni ani pozitivné ani negativné semidefinitni, nemd f v a lokdlni

extrém.
2

Piiklad VysSetiete lokdlni extrémy funkce f(z,y,2) =  + 4= + =+ 2

N

definované na mnoziné G = {(x,y, z) € R®: zyz # 0}.

Reseni. Protoze jde o otevrenou mnozinu, na které mé funkce f spojité parcialni

. ) 9 %)
derivace Fﬁ(xayv )_1+ ( wZ)aaii(xvya )_%_Faaz(x Y,z ) %_?a.le

97



Metody reseni vybranych Gloh z matematické analyzy

nutnou podminkou pro to, aby v bodé (a, b, ¢) méla f lokdlni extrém to, aby byly
vSechny tyto parcidlni derivace nulové. Nulové body v G jsou jediné body (%, 1,1)
a(—3,—1,-1).

Spocteme nyni druhé parcialni derivace funkce f na G. Dostavame, ze

9?2 92 3 _

3_;;(x>y7z) 3m—afy(x7y>z) amgz(x’y’z) % # 0
52 52 52 2

ayafm (x7y>z) 6y£ (x,y,z) ayafz (x,y,z) = _# % + 21/% _12/%
92 5> o? _2z 24 4
azgz(x7yaz) azafy(x,y,z) azg(x,y,z) 0 Ug Y + 23

Druhé parcialni derivace na G jsou spojité a existuje tedy druhy totalni di-
ferencial f v kazdém bodé G. Ve ,stacionarnich“ bodech (3,1,1) a (—3,—1,—1)
spoc¢teme hlavni subdeterminanty piislusné levym hornim c¢tvercovym submaticim
typulx1,2x2a3x3.V prvnim pripadé dostavame hodnoty 4, 8 a 32, které jsou
kladné a podle Sylvestrova pravidla je matice druhych parcidlnich derivaci (ekviva-
lentné kvadraticka forma druhého diferencialu) pozitivné definitni a funkce f ma v
bodé (%, 1,1) ostré lokalni minimum. Dosadime-li bod (—%, —1,-1), pak vychézi,
7e tytéz tti subdeterminanty jsou rovny ¢islim —4, 8 a —32; matice druhych parci-
alnich derivaci je v tomto pfipadé negativné definitni a funkce f méa proto v bodé
(—%,-1,-1) ostré lokdlni maximum. [ |

Uvedena postacujici podminka nefika nic pro piipad semidefinitnosti kvadra-
tické formy druhého diferencidlu a neumoziiuje urcit lokalni extrémy, které nejsou
ostré. Dava vSak moznost studovat i pfipady, kdy je kvadratickd forma druhého
diferencialu indefinitni.

Priklad Vysetfete lokdlni extrémy funkce
f(z,y) = 27zy? + 142° — 69z — 5dy
na R2.

Reseni. Prvni parcidlni derivace jsou spojité na R?. Mame

of o2 2 of _
9 (x,y) =27y~ + 422" — 69 a oy (z,y) = bday — b4.

Je-li (a,b) staciondrni bod, je ab = 1 z podminky g—i(a,b) = 0 a FeSenim kvad-
ratické rovnice %(%,b) = 9c®> — 23¢ + 14 = 0, kde ¢ = b2, dojdeme k tomu, Ze
jedingmi ¢tyfmi body, kde jsou obé prvni parcidlni derivace nulové, jsou (1,1),
(—1,-1), ( 3 \/ﬂ) a ( 3 V14

i3 VT —Y3%). VySetiime nyni druhé parcidlni derivace v

téchto bodech. Matice druhych parcidlnich derivaci v bodé (z,y) je
84x Hdy
54y bdx )’

98



Lokalni extrémy 9.

Funkce f mé v bodé (1,1) ostré lokdlni minimum, nebot vypoctem snadno ovéfime,
7e matice druhych parcidlnich derivaci v tomto bodé ma kladné levé horni hlavni
subdeterminanty. Podobné f ma v bodé (—1,—1) ostré lokdlni maximum, nebot
matice druhych parcidlnich derivaci ma v tomto bodé levé horni hlavni subdeter-
minant typu 1 X 1 zadporny a jeji determinant je kladny a kone¢né ve dvou zbylych
bodech vychézi determinant matice zaporny, a tedy forma neni semidefinitni, je
tudiz indefinitni a funkce f nema v téchto bodech lokélni extrém.

Pfti zkoumani kvadratické formy definované vyse uvedenou matici bychom mohli
postupovat téz takto. Pro (a,b) = (1,1) jde o kvadratickou formu

84h2 + 108h1hy + 54h3 = 302 + 54(hy + ha)? > 0,

pokud (h1,h2) # 0. V bodé (1,1) mé tedy f ostré lokdlni minimum. Pro (z,y) =
(==, Y1) jde o kvadratickou formu 84—2-h2 + 1082 hyhy + 54—2-h3, jejiz hod-

Vi’ 3 Vi Vi
nota je v (hy, ha) = (1,0) kladnd a v (hy, ha) = (1, —1) zédporni. Forma je v tomto
pripadé indefinitni a v bodé (\/il—zl7 g) nemé f lokalni extrém.

Protoze f(—z,—y) = —f(z,y), ma funkce f v bodé (—1,—1) ostré lokalni ma-
ximum a v bodé (——, —¥1%) nem4 lokalni extrém. n

V14’ 3
Ne vzdy vSak bude kritérium uzivajici druhy diferencial u¢inné.

Pifklad Vysetiete lokalni extrémy funkce f(z,y) = (1 —a* —y?)(2? — 1)
na R2.

Reseni. Parcilni derivace jsou %(x, y) = —62° + 423 + 22 — 22y? a g—i(x, y) =
—2y(2% —1). Obé tyto parcidlni derivace se rovnaji nule, pravé kdyz (z,y) = (0,0),
(z,y) = (1,0) nebo (x,y) = (—1,0). Pfitom jsme nap¥. zvazili moznost, ze parcialni
derivace podle y je nulova diky rovnosti y = 0 a parcidlni derivace podle x diky
rovnosti —6z* + 422 + 2 = 0. Posledni rovnost totiz vede k tomu, Ze 22 = 1 nebo
% = —%. Posledni pripad vsak zfejmé nepfichazi v ivahu. Druhé parcialni derivace
funkce f jsou spojité na R2. Matice druhych derivaci je v bodé (0,0) rovna

2 0
0 2)°
coz je pozitivné definitni matice, a funkce f ma v bodé (0, 0) ostré lokdlni minimum.

Ve zbyvajicich dvou stacionarnich bodech je matice druhych parcidlnich derivaci
negativné semidefinitni, totiz v obou pfipadech je rovna matici

—-16 0

0 0
a to ndm nedava zadnou odpovéd na problém lokdlnich extrémit v téchto bodech.
Provedeme proto jednoduchou tvahu. Pokud y = 0, je hodnota funkce zaporna pro
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x € (—1,1). Zvolime-li z(¢) = v/1—¢ a y(¢) = v/2¢, pak pro libovolné okoli U
bodu (1,0) najdeme dosti malé kladné ¢ tak, ze (z(¢),y(e)) € U a pfitom méame
f(z(e),y(e)) > 0. Funkce f tedy nema v bodé (1,0) lokalni extrém a totéz plati i
pro bod (—1,0) diky tomu, ze f(—z,—y) = f(x,y). Jedingm bodem, kde funkce f
m4 lokélni extrém je tedy bod (0,0) a v ném m4 ostré lokdlni minimum. [ |

§62. Postacéujici podminka a konvexita. V tomto kratkém paragrafu si uka-
zeme, jak lze uzit nasledujici fakt.

Necht G C R™ je oteviend konvexni mnoZina a funkce f : G — R md v bodé
a € G nulové parcidlni derivace (bod a je staciondrnim bodem funkce f).

Je-li f konvexni (konkdvni) na G, pak v a nabjvd f svého minima (mazima)
na G.

Je-li f ryze konvexni (ryze konkdvni) na G, pak a je jedinym bodem minima
(mazima) f na G (a tedy je a bodem piislusného ostrého lokdlnitho extrému,).

Piiklad Necht f(z,y) = 2* + y® — 25y° na R?. Najdéte vSechny lokalni
extrémy funkce f.

Reseni. Funkce f je polynomem, a mé proto spojité druhé parcialni derivace na
R?. Body (z,y), ve kterych mé lokalni extrém, jsou tedy stacionérni, tj. plati v

nich %(m,y) =42 —52%% =0 a g—’;(m7y) = 6y® — 62°y° = 0. Resenim rovnic

dostavame, Ze stacionarnimi body jsou (0,0), (1, {i/g) a(1,— {i/g) Nyni uvazujme
Hessovu matici funkce f, tj.

1222 — 20238 30z%y°
302%y° 30y*(1 — %)

V bodech (1, Q/g ) a (1, —f/g) dostévame, ze determinant Hessovy matice je za-
porny, tudiz matice je indefinitni a lokalni extrém v téchto bodech funkce nenabyva.
V bodé (0,0) je matice nulova, tedy je pozitivné i negativné semidefinitni, z ¢ehoz
nelze bezprostredné nic usoudit. V§imneme si ovSem, Ze matice je pozitivné semi-
definitni dokonce pro vSechny body z néjakého okoli pocatku:

UZijeme Sylvestrovo pravidlo.

Levy horni ¢len Hessovy matice 2%(12 — 2023y°) je na okoli po¢atku nezdporny
(funkce z? je nezapornd a spojita funkce 12 — 20y je na okoli poc¢atku kladn4).

Podobné Ize vidét, ze pravy dolni ¢len Hessovy matice 30y*(1 — 2°) je na okoli
pocatku nezaporny.

Stejné tak je na okoli po¢atku nezdporny determinant Hessovy matice, ktery je
roven 3022y*((12 — 202y°®)(1 — 2°) — 302%y°).

Ze Sylvestrova pravidla je tedy Hessova matice na néjakém okoli poc¢atku po-
zitivné semidefinitni. Z tvrzeni v §57 je f konvexni na takovém okoli pocatku, a f
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ma proto v pocatku lokalni minimum. [ |

§63. Lokalni extrémy vzhledem k parametricky zadanym mnoZinam
(,,plocham*). Uvedené metody diferencidlniho poétu ovSem neumoznuji hledat
lokalni extrémy vzhledem k mnoziné M mezi body, které nelezi v jejim vnitiku.
Pro feseni tohoto problému se nabizi nékolik moznosti, které ovSem opét nejsou
univerzalni.

Je-li p: U C R™ — V. C M homeomorfni zobrazeni oteviené mnoZiny U na
relativné otevrenou mnozZinu V v M, pak funkce f o @ md v bodé p € U lokdlni
extrém néjakého druhu, prdaveé kdyZ funkce f md stejny druh lokdlniho extrému v
bodé a = @(p) vzhledem k mnoziné M.

Nejcastéjsi pouziti tohoto pozorovani se tyka ptripadu, kdy M je na okoli a
mozno parametrizovat hladkou ¢ z néjaké oteviené podmnoziny prostoru dimenze
m < n, to jest v piipad€, ze M je v okoli a hladkou kfivkou ¢i plochou ap.

Piiklad Zjistéte, kolik extrémt kterého druhu méa funkce f(z,y) = zy?
vzhledem k mnozing M = {(z,y) € R?: 22 +y? = 1}.

Regeni. Uvazme zobrazeni ¢: R — M definované predpisem ¢(a) = (cos a, sin a).
Pak ¢(R) = M a zobrazeni ¢ je spojité. Navic, je-li G oteviend podmnozina in-
tervalu (o — 7, + ) pro néjaké a € R, pak ¢(G) = M \ ¢(Ja — m,a + 7] \ G).
Mnozina [ — 7, a4 7]\ G je kompaktni, nebot je uzaviend v kompaktnim intervalu
[ — 7, a + 7). Jeji obraz pii spojitém ¢ je téz kompaktni, a tedy ¢(G) je relativné
oteviend podmnozina M.

Proto ma funkce f o ¢ lokalni extrém néjakého druhu v o € R pravé tehdy, kdyz
funkce f mé lokdlni extrém stejného druhu vzhledem k mnozing M v bodé ¢(«)
(stadi se totiz omezit napf. na restrikci ¢ na (o — m, o + m)).

Uvazujme tedy funkci h(a) = f o ¢(a) = cosasin® a. Je

h'(a) = —sin® a 4 cos? a - 2sina = (sin ) (2 — 3sin® ).

Stacionarnimi body jsou takova c, ve kterych je sin = 0 nebo sin® o = % Druha
derivace funkce h je pak rovna 2cosa v téch bodech, kde sina = 0, tedy v celych
nasobcich 7, a je rovna —4cosa v bodech, kde sin®a = % V bodech 2km pro
k € Z mé tedy h ostré lokalni minimum. V bodech (2k + 1) pro k € Z mé h ostré
lokalni maximum. Dale v intervalu [0, 27] existuji pravé 4 body, kde sin? @ = %
Pravé jeden takovy bod «; lezi v intervalu (i3, (i +1)%) pro i = 0,1, 2, 3. Funkce
h mé proto v ag a v ag druhou derivaci zdpornou a v bodech a1 a as kladnou.
V prvnich dvou zminénych bodech tedy ma ostré lokdlni maximum a ve druhych
dvou bodech ostré lokdlni minimum. Funkce ¢ je 2m-periodicka, a tedy odpovidajici
tvrzeni plati také o bodech «; + 2km, k € Z a i = 0,1, 2,3. Diky souvislosti mezi
lokalnimi extrémy funkce h a funkce f mame konecné, ze jedinymi body, kde f ma
ostré lokalni maximum vzhledem k M, jsou ¢(7)(= ¢(7 + 2km)) = (—1,0), ¢(ap) a
¢(a3), pricemz diky tomu, Ze ag € (0,%) a ag € (3F,27), je sinag > 0 > sinag a
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v8echny t¥i body jsou navzédjem rizné. Podobné zbylé t¥i body ¢(0) = (1,0), ¢(a)
a ¢(az) jsou navzdjem rizné a funkce f v nich mé ostré lokdlni minimum vzhledem
k mnoziné M, jak plyne z vysSe fec¢eného.

Poznamenejme jesté, ze hodnoty ¢(a;), i = 0,...,4, lze snadno spocitat ze
znalosti hodnoty sin” a; a omezeni, ktera na «; mame. [ ]

§64. Lokalni extrémy vzhledem k implicitné zadanym mnoZinam (,,plo-
cham*). Pokud je M v okoli a popsdna implicitné (jako napf¥. v pfedchozim pii-
kladé), 1ze za piislusnych predpokladi uzit ,vétu o vazanych extrémech.

Necht g € CY(G,RF), k < n pro néjakou otevienou mnoZinu G C R™. Oznacme
M = {zr € G: g(x) = 0 € RF}. Necht ddle f: G — R je v CY(G) a funkce f
md v bodé a € M lokdlni extrém vzhledem k M. Pak matice (typu n X k) pronich
parcidlnich derivaci sloZek zobrazeni g v bodé a md hodnost mensi neZ k nebo
existuje jeding vektor X € R* (jeho slozkdm vikame Lagrangeovy multiplikdtory)
takovy, Ze Lagrangeova funkce f+(\, g) md staciondrni bod v a, tj. Ze proni parcidlni
derivace této funkce jsou v a nulové.

Podobné jako v pripadé lokalnich extrému uvnitf definiéniho oboru, uvedeme
i pro vysetfovani lokalnich extrémi vzhledem k mnoziné M pro nékteré body z
M \ M° postacujici podminky formulované pomoci druhych parcidlnich derivaci.

V nékterych ptripadech, kdy 1ze uzit vétu o vazanych extrémech pro vysetfovani
lokalnich extrémt funkce f na mnoziné M = g~1(0), mtize nastat to, ze Lagrange-
ova funkce L = f + (), g) ma v ptislusném bodé a lokalni extrém. Zde A\ € R¥ je
vektor Lagrangeovych multiplikdtor a (), g) je funkce definovand skaldrnim souéi-
nem A s hodnotou funkce g. To je mozno né€kdy zjistit pomoci druhych parcidlnich
derivaci. Pak funkce f ma v a lokdlni extrém vzhledem k M, nebof f = L na M.

Piiklad VySetfete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = y vzhledem k mnoziné
M = {(z,y) € R?: 2® +y> — 3oy = 0}.

Reseni. Funkce f mé spojité parcidlni derivaci na R?, co je otevienid mnozina
obsahujici mnozinu M = ¢g~1(0), kde g(x,y) = 2 + v — 32y. Funkce g mé téz
spojité parcialni derivace na R?. Necht (a,b) € M je takovy, ze f ma v (a, b) lokalni
extrém vzhledem k M. Pak bud g ma nulovy diferencidl v (a, b), nebo existuje jediné
X € R takové, ze funkce f+Ag mé v bodé (a, b) nulovy diferencidl. V prvnim ptipadé
musi platit, ze 3a%> — 3b = 3b*> — 3a = 0, tedy (a,b) = (0,0) nebo (a,b) = (1,1).
Pocétek je prvkem M a musime ho tedy dale vySetfovat, zatimco bod (1,1) v M
nelezi. Hodnota f v pocatku je nula. Ukazeme, Ze v libovolném okoli pocatku lezi
body z M, ve kterych je f kladné i body, ve kterych je zaporna.

Uvazujme (malé) kladné x pevné a spojitou funkci g(z,.). Snadno se presvéd-
&me, Ze je g(x,0) > 0 a Zze hodnoty g(z, —¥/x) a g(z, ) jsou zdporné, pokud x je
dostateéné malé. Z Darbouxovy vlastnosti spojité funkce g(z,.) dostdvame, Ze exis-
tuji y1(z) € (—¥/x,0) a yo(x) € (0, ) takova, ze (z,y1(z)) € M a (z,y2(x)) € M.
Pro libovolné okoli U poc¢atku najdeme tedy zfejmé x tak, ze oba body (x,y1(x)) i

102



Lokalni extrémy 9.

(z,y2(x)) lezi v U, a f tedy nemd v poc¢atku lokdlni extrém.
V ostatnich bodech (a,b) € M, ve kterych ma f lokdln{ extrém, existuje jediné
A € R tak, ze funkce f + Ag mé4 v bodé& (a,b) nulové parcidlni derivace, tj.

3\ (a? —b) =0,
1+ 3)\(b? — a) = 0 a zarover
a® 4+ b® — 3ab = 0.

ProtoZe pro A = 0 nejsou rovnice splnény, je b = a?. Dosazenim do tieti rovnice
méme a®(—2 + a®) = 0. ProtoZe (a,b) neni pocétek, je a # 0, a tudiz plati a = ¥/2.
Dale je b = (4/2)2. To je tedy jediny kandidat na lokélni extrém. Dopoétéme jesté
hodnotu A = —W z druhé rovnice. Matice druhych parcidlnich derivaci

funkce f 4+ Ag je pak rovna
6 a  —3)\
=3\ 6Xb )

Po dosazeni spoc¢tenych hodnot A\, a a b dostdvame, Ze jde o negativné definitni
matici a ze v nalezeném bodé ma f ostré lokdlni maximum vzhledem k mnoziné
M. (Horni levé hlavni subdeterminanty totiz jsou 6Aa < 0, neboft A < 0aa >0 a
36A2ab — 92 > 0, nebot ab > 1. Tvrzeni tedy plyne ze Sylvestrova pravidla.) H

§65. Lokalni extrémy vzhledem k implicitné zadané mnoZziné a jemnéjsi
postaéujici podminka. Silnéjsim néstrojem je nésledujici postac¢ujici podminka v
situaci, kdy g, f, G, M jsou jako ve vyse zformulované ,vété o vazanych extrémech*,
kdy hodnost matice parcidlnich derivaci funkce g v bod€ a je k a kdy va € M
existuje vektor Lagrangeovych multiplikatord A takovy, Ze prislusnd Lagrangeova
funkce L = f + (), g) ma v a staciondrni bod (viz [DIL Véta 217]).

Pokud je restrikce kvadratické formy druhého diferencidlu h +— d*>L(a)(h,h)
funkce L na ,mnoZinu vektord t kolmgch k normdlovgm smérim k M = {z €
R™: g(x) = 0} v bodé¢ a“, tj. na mnoZinu

n S 891 .
{t e R": (t,Vgi(a)) = thaxj(a) =0,i=1,...,k},

Jj=1

pozitivné definitni, jde o ostré lokdlni minimum vzhledem k M. V pfipadé, Ze je
negativné definitni, jde o ostré lokdlni mazimum vzhledem k M. V pripadé, Ze je
indefinitni, nejde o lokdlni extrém vzhledem k M.

Vsimnéme si, Ze v predchozim prikladu stacilo ovérit, ze kvadratickd forma
druhého diferencialu v bodé (V/2,(V/2)?) je negativné definitni, jestliZe ji ztzime
na podprostor vektort (hy, he), pro které plati, ze

52 (V2,(V2)?) ha+ 52 (V2,(V2)?) ha = 0 b1 +3V2 ((V/2)* — 1) ha = 0.

Jde tedy o vektory tvaru (¢,0), t € R, a stacilo ndm v§imnout si, Zze druha parcidlni
derivace ?)ZT% Lagrangeovy funkce je kladna v bodé (\3/5, (\3/5)2)
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Ukazeme si, ze ne vzdy je mozné pouzit obé vysvétleni jako v pfedchozim pii-
kladu. Provedeme to nejprve na pirikladu, ktery jisté vyfesite mnohem jednoduseji,
kdyZ budete postupovat s vyuzitim parametrizace ¢: t — (t2,t), ale ptiklad umoz-
niuje dobfe pochopit, v ¢em je odlisnost obou zminénych postacujicich podminek.

Priklad Vysetiete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = y?—2x+22 vzhledem
k mnoziné M = {(z,y) € R?: z = y?}.

Reseni. Funkce f i funkce g(z,y) = x —y* maji spojité parcialni derivace prvniho
i druhého fadu na R2. Totalni diferencial funkce g neni roven nule v z4dném bodé

K]

mnoziny M = ¢g~(0), dokonce ani v zddném bodé R?, nebot 3¢ (z,y) = 1. Ma-li f
lokélni extrém v bodé (a,b) € M vzhledem k M, pak musi platit nutnd podminka

—24+2a+A=0
2 + A(—2b) = 0.

To, ze (a,b) € M, dava tteti rovnici

a= b2

Resenim soustavy dostavame, Ze nastava jedna z moznosti

(ao,b0) = (0,0) a A = 2 nebo

1 1

(a1,b01) = (2, \/Q) a A =1 nebo
1 1

(az,b2) = (2, —\/;> aA=1

Matice druhych parcidlnich derivaci Lagrangeovy funkce

L(z,y) = (y* — 2z + 22) + Mz — %)

(6 %)

To je zfejmé matice indefinitn{ kvadratické formy, kter4 je napf. v bodé (1, 0) kladna
a v bodé (0,1) zadporni. Metoda pouZitd pii feseni pfedchoziho pfikladu tedy ne-
vede k reseni. Diky nésledné uvedené postacujici podmince pro druhy diferencial
vSak staci vySetfovat v tomto pfipadé hodnoty této formy na vektorech kolmych

k (g—g(o, 0), g—Z(O, 0)) = (1,0), tj. na vektorech tvaru (0, h2). Protoze tyto hodnoty

jsou zaporné pro hs # 0, mé funkce f v pocatku ostré lokalni maximum vzhledem
k mnoziné M.

je v prvnim ptipadé rovna
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Ve zbylych dvou ,,podezielych bodech” postupujeme podobné. Matice druhych
parcidlnich derivaci Lagrangeovy funkce je v obou pfipadech rovna

2 0

0 0/
Vektory kolmymi k vektoru (%(%7 \/g), %(%7 %)) = (1,—+/2) jsou vektory
t(v/2,1), t € R. Kvadraticka forma druhého diferencialu v t&chto vektorech je rovna
412, tedy je kladnd pro t # 0 a funkce f ma v bodé (ay,b;) ostré lokalni minimum
vzhledem k M. Protoze f(x, —y) = f(z,y) a g(z, —y) = g(x,y), mé funkce f zfejmé

ostré lokaln{ minimum i v bodé (az, by). MiZeme ovSem samoziejmé téZ ovérit pii-
slusnou postacujici podminku v tomto bodé. [ |

Na zavér vyfesme komplikovangjsi piiklad z [DII, Kapitola X, §3, Cvi¢eni 1], na
kterém si ukazeme téz uziti postacujici podminky pro neexistenci vazaného lokal-
niho extrému.

Piiklad VySetfete lokdlni extrémy funkce f(z,y,z) = x+y+ z vzhledem
k mnozing M = {(z,y,2) € R3: 23 + > + 23 + 3zyz = 1}.

Regeni. Funkce f a funkce g(z,y,2) = a® + y3 + 2% + 3xyz — 1 maji spojité
parcialni derivace druhého fadu na R3. Vektor prvnich parcialnich derivaci funkce
g v bodé (z,y, 2) je roven 3(z% +yz,y> + 2, 22+ xy). Je-li tento vektor nulovy, pak
0< (v+y+2)? =22 +y*+22+2(yz+az+ay) = yz+azt+ay = — (22 +y2+2%) <0.
To nastane pouze pro x = y = z = 0. Pro tuto volbu z,y, z vSak neplati, Ze
g(z,y,2) =0, a tedy pro vSechny body mnoziny M je gradient g nenulovy a je-li v
bodé (a,b,c) € M lokaln{ extrém funkce f vzhledem k M, pak musi platit

1+ A\(3a* + 3bc) = 0;

1+ A\(3b* + 3ac) = 0;

1+ A\(3¢* + 3ab) = 0.
Sectenim a-nasobku prvni rovnice, b-nasobku druhé a c-nasobku tfeti dostéavame,

7e a+ b+ ¢+ 3\ = 0, pouzijeme-li rovnost g(a, b, ¢) = 0. Dosazenim do soustavy ti{
rovnic za A mame

1= (a+b+c)(a®+be);
1= (a+0b+c)(b?+ ac);
1= (a+0b+c)(c?+ab).

Z toho plyne, ze nutné plati a +bc = b2 +ac = ¢*+ab. Tedy (a—b)(a+b) = (a—b)c
a (b—c)(b+c) = (b — c)a. Mize tedy nastat, ze a = b = ¢, coZ po dosazeni do

g(a,b,c)zOdévé,ieazbZCZ{’/%.Pokudazbab—kc:a,jec:&
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Po dosazeni do g(a,b,c¢) = 0 mdme a = b = f/g Dalsi dvé moznosti dostaneme
permutacemi a, b a ¢, nebot rovnice se permutaci a, b, c neméni. Pokud a +b=rca
b+ c=a, pak b = 0 a dostavame jedno z feSeni, ktera jiz byla popsana. Totéz plati
o feSeni, které dostaneme, polozime-li a + b = ¢ a b = ¢, nebot to je po zdméné a a
c situace, kterou jsme jiz resili.

Uvazujme nyni matici druhych parcialnich derivaci Lagrangeovy funkce f + Ag
v bodé (a, b, ¢). Dostdvame matici

6 a 3Xc 3)\b
3X¢ 6Xb 3)Xa
3\ 3Xa 6Xc

Dopocteme-li nyni hodnotu A z rovnice a + b + ¢ + 3\ = 0, vidime, Ze ve vSech
nalezenych , podezielych bodech“ je hodnota A zaporna. Vic o A nebudeme jiz dale
potfebovat.

V piipadé,zea =b=c = \3/% , dostaneme levé horni hlavni subdeterminanty po
fadé typu 1 x 1, 2 x 2 a 3 x 3 rovny hodnotam 6a) < 0, 3(3a\)? > 0 a 4(3a))® < 0.
Jde tedy o matici negativné definitni dle Sylvestrova pravidla a funkce f ma v
bodé a =b=c= i/% ostré lokalni maximum vzhledem k mnoziné M. (Opét bylo
mozné uvazovat celou kvadratickou formu; bylo ovSem také mozné omezit se na jeji
zkouméni jen na prostoru vektort kolmych ke gradientu funkce g v bodé (a, b, ¢).)

Ve zbylych t¥ech pripadech musi byt odpovéd ohledné lokalniho extrému diky
symetrii funkce f a funkce g vic¢i permutacim z, y a z stejnd. Uvazujme tedy napf.
pfipad a = b = i/g a ¢ = 0. T¥i hlavni subdeterminanty zkoumané v predchozim

pifpadé jsou nyni 6a\ < 0, 3(3a\)? > 0 a —4(3a\)® > 0, tedy forma (matice)
je indefinitni. To ovSem nefikd nic o lokdlnim extrému funkce f v bodé (a,b,c)
vzhledem k mnoziné M! Spoctéme tedy vektor gradientu g v nasem bodé (a, b, c).
Je Vg({’/g, {’/g, 0)= 3({’/%)2(1, 1,1). Zajim4 nés tedy kvadratickd forma druhého
diferencidlu Lagrangeovy funkce na vektorech (hq, hs, h3), pro které plati rovnost
hy + ha + hz = 0. Kvadraticka forma 2(3a\)?(h? + h3 + hihs + hahs) je indefinitni
na prostoru {(h1, he, hs): h1 + he + hs = 0}, nebot v bodé (1, —1,0) je jeji hodnota
kladnd a v bodé (1,1, —2) je zadpornd. Funkce f tedy nemé v téch ,podezielych bo-

dech“, ve kterych je jedna ze soutfadnic nulova, lokalni extrém vzhledem k mnoziné
M.

Jediny ,vazany“ lokalni extrém ma tedy f v bodé i/g (1,1,1) a jde o ostré
lokalni maximum vzhledem k M. |
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V4

10. Hledani extrému funkce na mnoziné

Ukazeme si zakladni metody hledani nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce vice re-
alnych proménnych na mnozing (a bodd, ve kterych se t&chto hodnot nabyva).
V pripadé, Ze funkce nejvétsi a nejmensi hodnoty nenabyva, budeme hledat supre-
mum a infimum. Jak jsme se jiz zminili, budou nés zajimat piedevsim funkce vice
proménnych. Presto bude uzitecné umeét vysetrovat funkce jedné proménné, jejichz
extrémy hledame naptiklad pomoci vySetfeni monotonie. Hlavni metody jsou po-
psany v [Z, oddil 2.9].

Extrémim ve smyslu predchoziho odstavce se ¢asto Fika globalnd extrémy (nékdy
absolutni extrémy, viz [Z]), aby se odligily od lokdlnich extrémi. My budeme fikat
prosté extrémy, coz je jednak kratsi a jednak dostatecné urcujici.

866. Asi nejdulezitéjsim prostfedkem hledani extrému je kombinace existenc¢ni
véty a rtznych nutnych podminek pro (lokalni) extrém (tzv. ,metoda podezie-
lych bodu*). Zakladni existenéni vétou je véta nasledujici.

Redlnd funkce spojitd na neprdzdné kompaktni mnoziné M C R™ nabyvd na M
sveho maxima i minima.

Nejjednodussi nutna podminka vychazi z pozorovani, ze nabyva-li se extrém v
néjakém vnitfnim bod€ mnoziny, pak je v tomto bodé i lokalni extrém, a z nasle-
dujici véty.

Necht G je podmnoZina R™ a funkce f: G — R necht md v bodé a € G°
lokdlnt extrém. Pokud pro néjaké i = 1,...,n parcidlni derivace %(a) ezistuje,
pak g—g{i(a) =0.

Metoda spociva v tom, ze vyloucime body, které nesplnuji nami uvazované
nutné podminky. Zbylym bodtm se fika , podezielé body“. Mezi nimi dale hleddme
ty, v nichz je funkéni hodnota nejvétsi nebo nejmensi. V nasledujicim pfikladu
ukazeme, jak uvedeny postup pouzijeme s pouzitim uvedené nutné podminky.

Pfiklad Najdéte minimum a maximum funkce f(x,y) = 22 — 3y? + xy
na mnoziné M = {(z,y) € R?: |z| < 1,|y| < 1}.

Reseni. Funkce f je polynom v proménnych z a y, je tedy spojitd na celém R2.
MnozZina M je uzaviend (lze vyjadfit napf. jako prinik dvou mnozin, které jsou
vzorem uzavienych intervalti pfi spojité funkci) a omezend (je totiz rovna uzavie-
nému c¢tverci o strané 2, se stfedem v poc¢atku a se stranami rovnobéznymi s osami,
je tedy obsazena v kruhu o poloméru v/2 se stiedem v po¢atku), je tudiz kompaktn.
Navic je M zfejmé neprazdna, a tak f nabyva na M svych extrém.

Nyni jiz vime, Ze f nabyva na M extrému, zbyva tyto hodnoty urcit. Vylouc¢ime
tedy body, kde extrém byt nemuize, pomoci uvedené nutné podminky. Mnozina M
vsak neni oteviena, musime proto rozlisit dva pripady.

a) Funkce f nabyvéd nékterého extrému v né&jakém bodé vnittku M. Protoze
f mé parcialni derivace prvniho fddu, musi byt v tomto bodé nulové. Plati tedy
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2z 4+y =0, —6y + = = 0, coz je splnéno pouze pro z = y = 0. Jediny bod vnittku
M, kde f muZe nabyvat extrému, je tedy bod (0,0), kde f(0,0) = 0.

b) Funkece f nabyva nékterého extrému na hranici M. Protoze M je uzaviena, je
jeji hranice rovna M\ M°, je tedy tvofena ¢tyfmi tise¢kami. Probereme je postupné.

i)x =1,y € [-1,1]. Na této tiseéce m4 funkce f tvar f(1,y) = 1+ y — 33>
M4-li f extrém v bodé (1,y9), pak funkce (jedné proménné) y — 1+ y — 3y?
mé extrém (stejného druhu) v bodé& yo. To se mize stat bud v pripads, ze yo je
krajnim bodem intervalu [—1, 1], nebo v pfipadsé, Ze uvedend funkce jedné proménné
mé v yo nulovou derivaci (protoZe derivace existuje). Prvni moznost ddvé body
(1,-1)a(1,1), pficemz f(1,—1) = =3 a f(1,1) = —1. Druh4 moZnost dava rovnici
1—6y =0, tedy bod (1,1/6), pficem# f(1,1/6) = 13/12.

ii) z = —1, y € [-1,1]. Na této tiseéce mé funkce f tvar f(—1,y) = 1 —y— 3y2.
Podobné jako v pfedchozim bodu dostédvame jednak krajni body (—1,1) a (—1, —1),
pfiéemz f(—1,1) = =3 a f(—1,—1) = —1; a pak body, v nichz plati —1 — 6y = 0,
neboli bod (-1, —1/6). V ném mame f(—1,—1/6) = 13/12.

iii) y = 1, z € (—1,1). Zde krajni body vySetfovat nemusime, nebot jsme je
zahrnuli jiz v bodech i) a ii). Funkce f m4 zde tvar f(x,1) = 22 + 2 — 3. Je-li v
néjakém bodé& extrém, plati v ném 2z + 1 = 0, coZ splituje jen bod (—1/2,1). V ném
méme f(—1/2,1) = —13/4.

iv) y = -1, x € (—1,1). Funkce f ma zde tvar f(z,1) = 2 — 2 — 3. Je-li v
néjakém bodé extrém, plati v ném 2z — 1 = 0, coZ splituje jen bod (1/2, —1). V ném
mame f(1/2,—1) = —13/4.

Zbyva ucinit zavér. Vime, ze funkce f svych extrémi na M nabyva a Ze jich
nemiize nabyvat mimo nalezenych devét bodi. Porovndnim hodnot ve zminénjch
bodech zjistime, Ze maximum je rovno 13/12 a nabyvé se ve dvou bodech (1,1/6)
a (—1,-1/6); a minimum je —13/4 a nabyva se v bodech (—-1/2,1) a (1/2,—-1). &

Poznamenejme, ze pti vySetfovani funkce f na hranici mnoziny M v pfedchozim
ptikladé jsme mohli vyuzit symetrie této funkce, konkrétné toho, ze f(—z,—y) =
f(x,y) pro (z,y) € R2. Pak vysledek pifpadu (ii) Ize odvodit z pripadu (i) a vysledek
pfipadu (iv) lze odvodit z pfipadu (iii).

867. Z teseni prikladu v pfedchozim paragrafu je zfejmé, ze potfebujeme znat
nutné podminky pro extrém na hranici mnoziny. Ve zminéném piikladu bylo mozné
analyzu hranice jednoduse pfevést na analyzu funkce jedné proménné. To je mozné i

v dalsich pfipadech pomoci parametrizace hranice, naptiklad, je-li hranici kruz-
nice ¢i elipsa.

Piiklad Naleznéte extrémy funkce f(z,y) = z + y na mnoziné

M = {(x,y) € R?: 42 + ¢ < 1}.

Reseni. Mnozina M je uzaviend (lze ji vyjadfit jako vzor uzavieného intervalu
pIi spojitém zobrazeni) a omezend (z definujici nerovnosti je ziejmé, ze kazdy bod
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(z,y) € M spliiuje |z| < 1/2 a |y| < 1), je tedy kompaktni. Funkce f je spojitd na
celém R?, a tedy nabyva na mno#iné M svijch extrémd.

Protoze % = %5 = 1 ve vSech bodech R?, parciilni derivace nejsou nikde nulové
(a viude existuji), a tudiz f nemé ve vnitfku M Zadny lokalni extrém. Proto nabyva
svych extrému na hranici.

Hranici mnoZiny M je mnozina {(z,y) € R?: 422 + y*> = 1} (mnoZina M
je elipsa véetné svého vnitiku, hranici je jeji obvod). Tu miZeme parametrizo-
vat pomoci modifikace polarnich soufadnic: x = %cos t, y = sint, t € R. Tato
parametrizovana kiivka obvod elipsy probéhne nekonecnékrat, kdybychom chtéli
kazdy bod probéhnout pravé jednou, museli bychom se omezit na mensi inter-
val, naptiklad na t € [0,27). To my vSak nepotfebujeme. Nyni pouzijeme pozoro-
véni, Ze mé-li f extrém v néjakém bodé (z,y) = (5 costy,sintp), pak ma funkce
t — f(§cost,sint) = 1cost+sint extrém v bodé tg. Tato funkce je diferenco-
vatelnou funkci jedné proménné, a tedy v bodech extrému musi mit nulovou deri-

1

vaci. Odtud dostdvame rovnici —3 sint + cost = 0, neboli sint = 2cost. Protoze

sin®t + cos?t = 1, musi platit sint = 2/v/5 a cost = 1/4/5 nebo sint = —2/V/5 a
cost = —1/+/5. Mohli bychom nyni mozné hodnoty t vyjadfit pomoci cyklometric-
kych funkci. To v8ak neni tifeba, protoZze nas zajimaji body (% cost,sint) a nikoli

hodnota t. Dostavame tedy dva body (ﬁ? %) a (—ﬁ, —%)

Je f(Q—\l/g, \/lg) = § a f(—Q—\l/g,—%) = —%, v prvnim z bodu je tedy maxi-
mum a ve druhém minimum. [ |

Podobné miizeme postupovat vzdy, kdyz hranici umime vhodné parametrizovat
— at jiz celou nebo po ¢astech. Pro kruznici mtizeme pouzit polarni soufadnice, pro
povrch koule v R3 sférické soufadnice atp.

§68. Dalsi metodou uzite¢nou pii vySetfovani funkci na nékterych mnozinach bez
vnitfnich bodt (napf. na hranicich nékterych mnozin) je metoda Lagrangeovych
multiplikatort. Je zaloZena na pouziti Véty 217 v [D2, kapitola X, §3], konkrétné
jeji prvni ¢asti, kterd obsahuje nutnou podminku pro lokdlni extrém funkce na
mnoziné urcené nékolika rovnostmi. Znéni této véty je pfipomenuto v §64. Nize
uvedené odkazy pouzivaji tam uvedené znaceni.

Piiklad Najdéte extrémy funkce f(x,y,2) = & na mnoziné
M={(z,y,2) eR*: 2® +y* + 2 < L, 2° + y* + 2° = 0}
Reseni. Mnozina M je zfejmé uzaviend, omezend a neprazdna, funkce f spojité
dokonce na celém R3, a tedy f na M svych extrémi nabyva.
P1i jejich hledéni vyuZijeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Aby ji bylo
mozno pouzit, rozdélime si mnozinu M na dvé ¢asti

My = {(z,y,2) e R¥: 2 + 92 + 22 < 1,23 + ® + 23 = 0}
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My ={(z,y,2) eR3: 2? + 92 + 22 = 1,23 + * + 23 = 0}

a vySetfime chovani f zvlast na M; a na Ms.

(i) Najdéme ,podezielé body* v mnoziné M;. Pouzijeme vétu o Lagrangeovych
multiplikdtorech (pro n = 3, k = 1, G = {(z,y,2) € R3: 22 + 3% + 22 < 1},
g(z,y,2) = 23+ y> + 23). Uvédomte si, Ze jsou splnény jeji predpoklady (totiz, ze
funkce f a g jsou t¥idy C! na G).

Je-li v bodé (z,y, z) € M lokdlni extrém vzhledem k M;, pak bud plati rovnost
Vg(x,y, z) = 0 nebo existuje A € R takové, ze Vf(x,y,2) + AVg(x,y,2z) = 0.

V prvnim piipadé dostavdme 322 = 3y? = 322 = 0, tedy bod (0,0,0). Tento
bod lezi v M; a plati f(0,0,0) = 0.

V druhém pripadé dostavame soustavu rovnic

14+ X-322=0,
A-3y2 =0,
A-322=0.

Z prvni rovnice vidime, ze A # 0. Proto z druhé a tfeti plyne y = z = 0. Ma-li
byt (x,y,2) € My, musi byt i & = 0. Pak ovSem neni splnéna prvni rovnice. Tento
pfipad tedy nemuze nastat.

(ii) Najdeme podezielé body v mnoziné Ms. Pouzijeme vétu o Lagrangeovych
multiplikdtorech (pro n = 3, k = 2, G = R3, g = (g1, 92), kde pouzivime znaceni
g1(z,y,2) =22 + 3?2 + 22 — 1 a gao(w,y,2) = 2° + ¢ + 23). Opét si uvédomte, ze
jsou splnény jeji predpoklady.

Je-li v nékterém bodé mnoziny Ms lokélni extrém vzhledem k M, pak bud
jsou vektory Vgi(z,y,2) a Vga(x,y, 2) linedrné zavislé, nebo existuji A\, u € R, Ze
Vf(l‘, Y, Z) + )‘V.QI(x7 Y, Z) + qug(x, Y, Z) = 0.

V prvnim piipadé jsou vektory (x,y,2) a (22,92, 2?) linedrné zavislé, tj. jeden
je nasobkem druhého. To se stane jen v pfipadé, Ze vSechny nenulové souradnice
vektoru (z,y, z) jsou si rovny. Zadny takovy bod viak v mnoziné M, nelezi.

V druhém pripadé dostavame soustavu rovnic

1+X-2z+p-322=0,
N-2y+p-3y2 =0,
N2z +p-322=0.

7 druhé rovnice dostavame, ze y = 0 nebo 2\ + 3uy = 0, z tieti rovnice plyne, Ze
z =0 nebo 2\ + 3uz = 0.

Body, pro které plati y = 0 jsou v mnoziné M, dva: (1/v/2,0,—1/v2) a
(—1/4/2,0,1/+/2). Body splitujici z = 0 jsou rovnéz dva — (—1/v/2,1/1/2,0) a
(1/v/2,-1//2,0).

Dalsi moznosti je, ze 2A+3uy = 0 a 2A+3pz = 0. Odecétenim téchto dvou rovnic
dostaneme 3u(y — z) = 0. Kdyby u = 0, pak z uvedenych dvou rovnic plyne A = 0,
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coz je ovSem ve sporu s prvni rovnici z vySe uvedené soustavy. Proto p # 0, a tedy
y = 2. Protoze (z,y,2) € My, dostavame 22 + 2y% = 1 a 2% + 2y® = 0. To spliuji
vz 1 1 al— V2 1 1

214 ¥2 Ve ¥Va V2t ¥4 Vet Va2 oy Vi Ver Vi)’
Nalezli jsme tedy sedm podezielych bodt, mezi nimiZz jsou body, v nichz se

3
nabyva extrémi. Funkéni hodnoty v nich jsou 0, 2= a + ¥2__ Spadno zjistime,
Y y J NG m ]

jediné body (\/

ze jf% < %7 a tudiz maximum je 1/v/2 (nabyva se v bodech (1/v/2, —1/v/2,0)

a (1/4/2,0,—1//2)) a minimum je —1/v/2 (nabyvé se v bodech (—1/v/2,1/+v/2,0)
a (—1/v2,0,1/v/2)). [ ]

Vsimnéte si, ze jsme uvedené soustavy rovnic nefesili ,,az do konce“. Nasim cilem
nebylo totiz najit pravé vSechna feSeni (coz je potfebné pii vySetfovéani lokalnich
extrémil), ale jen co nejjednoduseji najit co nejmensi mnozinu obsahujici vSechna
feseni. Nevadilo by nadm, kdyby obsahovala nékolik mélo bodt navic.

§69. 'V piipadé, Ze nas zajimaji extrémy spojité funkce na nekompaktni mnoziné,
1ze nékdy mnozinu redukovat na kompaktni pomoci vysetfeni ,limitniho chovani v
nekonecnu.

Piiklad Najdéte extrémy funkce f(x,y) = (2% + 7y2)e_59”2_2-”2 na R2.

Reseni. Zatimco funkce f je zfejmé spojitd, mnozina R? neni kompaktni. Nicméné
tvar funkce f umoziiuje provést nékteré tivahy. Jednak je funkce f zfejmé neza-
porné a nulové hodnoty nabyva jen v pocatku. Proto ma minimum 0. Dale mizeme
usoudit, ze pro body ,hodné vzdalené“ od pocatku budou funkéni hodnoty ,hodné
malé“, protoze ,exponenciala prevazi polynom“. Tyto Gvahy lze zformulovat piesné.
Vyuzijme faktu, Ze tlgrnoo te=t = 0 (coZ ovéfime napiiklad I'Hospitalovym pravi-
dlem).

Je totiz f(z,y) < 7(5x% + 2y2)e~ =" +20") na celém R2. Protoze lim te~* =0,

t——+oo

existuje R > 0 takové, Ze pro ¢ > R plati te™" < {f(1,1). Uvazme mnozinu
M = {(z,y) € R?: 5z? + 2y? < R}. Tato mnoZina je uzavieni a omezena (jde o
néjakou elipsu se stfedem v pocdatku), je tedy kompaktni. Funkce f na M tudiz
nabyva svého maxima v n&jakém bodé& (zg,yo). Pokud je bod (z,y) mimo M, je
f(z,y) < 3f(1,1) (to plyne z volby R). Proto bod (1,1) patfi do mnoziny M, a
tedy f(zo,y0) > f(1,1). Tudiz pro (z,y) € R? \ M plati f(xo,y0) > f(z,y). Proto
funkce f ma v bodé (z¢, yo) maximum na R?.

Tim jsme ukéazali, Ze f nabjvé svého maxima na R2. ProtoZe mnozina R? je
oteviend, staci najit body, v nichZ ma f nulové parcialni derivace prvniho fadu a z
nich vybrat ten, v némz je nejvétsi funkéni hodnota.

Jest % = (20— 10z (22 + Ty?))e 52" ~2" 4 g—g = (14y — dy(a® + Ty?))e 5" ~2"
Obé jsou nulové, pravé kdyz 2z — 10z (2% + 7y?) = 0 a 14y — 4y (2% + 7y?) = 0. Jsou
CtyTi moznosti:
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(i) z =0 ay = 0 — tim dostaneme jiz zndmy bod minima (0, 0).

(ii) 2 = 0 a 14 — 4(2® + 7y?) = 0 — odtud dostaneme dva body (0,1/v/2) a
(0,—1/+/2). V obou je hodnota f rovna .

(iii) 2 — 10(z? 4+ 7y?) = 0 a y = 0 — odtud dostaneme dva body (1/v/5,0) a
(—=1/+/5,0). V obou je hodnota f rovna .

(iv) 2 — 10(z% + 7y?) = 0 a 14 — 4(z* + Ty?) = 0 - tento pripad vSak nemiize
nastat, protoZe vyraz 2% + 7y? nemize byt zaroveri 1/5 i 7/2.

Nyni porovnanim vysledkt dostaneme, ze funkce f nabyva maxima é v bodech

(0,1/v/2) a (0, —1/1/2). [ |

870. Pokud funkce extrémt nenabyva, nebo alespon nevime pfedem, zda na-
byva, hleddme supremum a infimum. Pfitom nam nékdy muize pomoci nésledujici
pozorovani.

Necht funkce f je spojitd ma M. Pak sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) =
inf f(M).

Toto se hodi napiiklad v pripadé, Ze mnozina M je omezena. Pak totiz jeji
uzavér je kompaktni, a je-li f na M spojitd, pak mizeme na M najit extrémy, a
tim uréime supremum a infimum na M.

Piiklad Najdéte supremum a infimum funkce f(z,y) = sinz + siny na
mnoziné M = {(x,y) € R?: 22 +y? < n?/4}. Existuje minimum a maximum funkce
f na M?

Reseni. Mnozina M je oteviend a f méa vsude na M parcidlni derivace. Pokud
tedy ma f extrém v néjakém bodé M, musi v ném byt parcidlni derivace prvniho
fadu nulové, tj. cosz = 0 a cosy = 0. To spliuji body tvaru (3 + km, § + I7),
k,l € Z. Zadny z téchto bodi oviem v M nelezi. Proto f na M extrémii nenabyva.

Nicméné funkce f je spojitd na celém R? a M je kompaktni (M je otevieny
kruh o stiedu 0 a poloméru /2, M je piislusny uzavieny kruh). Proto f nabyva
extrémii na M. Protoze v M extrémy nema, nabyva jich na hranici, tj. na mnoziné
OM = {(x,y) € R?: 22 + y? = 72/4}. (Jelikoz M je oteviend, je OM = M \ M.)
To je kruznice, a tedy bychom ji mohli parametrizovat jako v §67. Tento postup
nechavame na ¢tenéii, zde pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikdtort z §68.

Funkce g(z,y) = 2% + y? — 72 /4 je t¥idy C! na R?, jeji parcidlni derivace jsou
g—g =2ra g—g = 2y. Obé jsou nulové pouze v bodé (0, 0), ktery nelezi v OM. Proto,
mé-li funkce f v n&jakém bodé M lokalni extrém (vzhledem k 9M), existuje A € R,
pro které plati:

cosT+ A2z =0,
cosy+ A2y =0,
2?2 +y? —7n%/4=0.

7 prvnich dvou rovnic dostavame, ze y cosx — x cosy = 0. VSimnéme si, Ze nemiize
byt x = 0 ani y = 0. Jinak by totiz nebyla splnéna prvni nebo druhé rovnice. Proto
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o o\ . 5 v. —(sint)-t— t
rovnici miizeme upravit na tvar <% = <. Pfitom ( costy = M Proto

je funkce t — <L Klesajici na (0,7/2] i na [-7/2,0). ProtoZe navic pro ¢ € (0,7/2]
je €2t > 0aproz € [—7/2,0) je < < 0, je tato funkce prosté na [—m /2, w/2]\{0}.

Jehkoz (z,y) € OM implikuje z,y € [-7/2,7/2], z rovnosti £ = ¥ plyne

z = y. Takové body jsou v M dva: (x/v/8,7//8) a (—7/v/8,—7/V/8). V prvnim
z nich nabyva f na M maxima, ve druhém minima.

Proto, podle tvrzeni na po¢atku paragrafu, je sup f(M) = 2sin f ainf f(M) =

Piiklad Najdéte f(M),jeli M ={(z,y) €R?: 2 >0,y >0}a f(z,y) =
(Tx + 10y)e *~Y.

Reseni. Protoze funkce f je spojita na celém R? a mnozina M je konvexni, a tedy
souvisla, je f(M) souvisld podmnozina R. Proto je f(M) interval. Staci tudiz urcit
supremum a infimum funkce f na M a zjistit, zda f téchto hodnot nabyva.

Mnozina M je oteviena a f ma vSude parcialni derivace. Mé-li tedy f v néja-
kém bodé M extrém, ma tam parcialni derivace nulové. Nechavame Ctenafi ovéfit,
Ze takovy bod neexistuje. Proto f nenabyva extrémi (a tedy f(M) je otevieny
interval).

Podle tvrzeni na pocatku paragrafu je sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) =
inf f(M). Pfitom M = {(z,y) € R*: 2 > 0,y > 0}.

Postupujme podobné jako v piikladu v §69. Je £(0,0) =0 a f > 0 na M. Tudiz
inf f(M) = 0.
__ Abychom nalezli supremum f na M, uvédomme si nejprve, Ze f nabyvd na
M maxima. Pro (z,y) € M plati totiz f(x,y) < 10(x + y)e Y. Protoze plati

lim te~" =0, existuje T’ > 0 takové, Ze pro t > T je te™* < & f(1,1). Pak funkce

t——+oo
f nabyva maxima na mnoziné M; = {(z,y) € M: z +y < T} (tato mnoZina je
kompaktni — jde o uzavieny trojuhelnik) a toto maximum je zdroven maximem na
M, protoze pro (z,y) € M \ My je f(z,y) < f(1,1).

Protoze f na M extrémy nemad, musi bod maxima lezet na hranici. Ta se sklada
z bodu (0,0) (kde je minimum) a ze dvou polopfimek Hy = {(2,0): z > 0} a
Hy ={(0,y): y > 0}.

Ma-li f maximum v néjakém bodé Hi, pak ma v tomto bodé maximum i vzhle-
dem k H;. Na H; md f tvar f(z,0) = Tze *. Mizeme ji tedy vySetfovat jako
funkci jedné proménné. Derivace je rovna 7(1 — y)e™*, je nulova pravé pro x = 1.
Pfitom f(1,0) = 7/e.

Podobné na Hy mé f tvar f(0,y) = 10ye~¥. Derivace této funkce proménné y
je 10(1 — y)e™Y, a to je rovno 0 prévé pro y = 1. Pfitom f(0,1) = 10/e.

7Z préavé provedenych vypoc¢tlu a vyse uvedeného zduvodnéni plyne, ze funkce f
nabyva na M maxima 10/e v bodé (0,1). Proto sup f(M) = 10/e, a mame tedy
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f(M) = (0,10/e). [

.....

871. Ukéazeme si jeSté jednu moznost hledani suprema ¢i infima funkce na ne-
kompaktni mnoziné. Spoc¢iva zhruba feceno v pokryti defini¢niho oboru kompakt-
nimi mnozinami (v nasledujicim ptikladu K.), vySetfeni extrémt na nich (m(c) =
max{f(z) : * € K.}) a ve vySetfovani jednodussi funkce (v nasem piipadé funkce
m(c) jedné proménné).

Piiklad Najdéte nejmensi redlné ¢islo L, pro které plati nerovnost

(22° 4+ 4 + 2%y + 22y + )22 +y2 < L(2? +y* +1)2
pro viechna (z,y) € R2.

Reseni. Prvné si uvédomme, 7e hledané L je rovno supremu mnoziny hodnot

funkce
(223 + 33 + 2%y + 22y® + 2) /22 + y?
(22 +y2+1)
Budeme proto hledat toto supremum a pokud je redlné, je to hledané L, pokud neni
realné, pak hledané L neexistuje. Vsimneme si, Ze F je spojita na R2, jak vySetfovat
jeji Llimitni chovani v nekoneénu® je vSak nejasné. Rozdélime nyni defini¢ni obor
F, tj. celé R?, na kompaktni mnoziny

K.={(z,y) eR*:2® +y* =c} proc > 0.

Jde o pokryti, nebot x2 + y2 > 0 pro vSechna (z,y) € R2. (Jde dokonce o déleni,
nebot ziejmé K.N Ky = () pro ¢ # d.) Kazd4 z mnoZin K, je omezen4 (norma vSech
jejich prvki je /c) a uzaviend (je vzorem uzaviené mnoziny {c} pfi spojité funkci
o(z,y) = 2% + y?). Je tedy kompaktni. Budeme nyni hledat

m(c) = max{F(z,y) : (z,y) € K.}.

Abychom si situaci zjednodusili, vSimneme si prvné, Ze k tomu stac¢i najit
max{f(z,y) : (z,y) € K.}, ¢ >0,

kde f(z,y) = 22 + y3 + 2%y + 2xy® + z, protoze

_ Ve .
m(C) - m max{f(x7y) : (l’,y) € Kc}

Jde tedy o tilohu hledani maxima funkce f za podminky, Ze funkce g(z,y) = 2% +y?
je rovna c. Obé funkce maji spojité parcialni derivace,

Vi(z,y) = (62 + 2y +2y° + 1,3y° + 2° + day) a Vg(z,y) = (22,2y)
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na R?. Gradient funkce g je tedy nenulovy vektor na celém K., pokud c # 0. Protoze
m(0) = 0, omezime se na ¢ > 0, pro kterd mizeme pouzit tvrzeni o Lagrangeovych
multiplikdtorech (o vazanych extrémech) z §64.

Necht ¢ > 0 je pevné zvolené. Nutnou podminkou pro to, aby f nabyvala v
bodé (x,y) € R? maximum vzhledem k mnoziné K., je platnost rovnosti

(1) 622 +2zy +2y% +1 =\ 2z,
(2) 3y + 2% + dzy = \ - 2y,
(3) 22 +y?=c

Vynéasobime-li prvni rovnost y a odecteme od ni druhou rovnost vynasobenou =,
pak dostaneme
222y —xy + 23 +y— 23 =0.

Zkusme dosadit za 2% vyraz ¢ — y?. Dostaneme (po jednoduhé tipravé) rovnost

cx
2ce+1°

(4) y=
Dosazenim do (3) za y dostavame FeSeni

(2c+ 1)y/e
Vhc2 +4c+1

+
T, =

a zaroven (napf. z (4))
+_ /e
Ve = bt dct 1

nebo
I (2¢+1)/c
N V52 +4c+1
a

- cy/e
ve VB2 +dc+ 1
ProtoZe v prvnim ptipadé dostaneme f(zF,yT) > 0 a ve druhém piipadé je
flxz,yo)(= —f(at,yr)) < 0, nabyva f své maximum na K. v bodé (zl,y)),
protoze je to spojitd funkce na kompaktni mnozing K. a bod (zF,yr) je jedingym
kandidatem podle véty o vazanych extrémech. Po dosazeni do definice funkce f a
elementarnim le¢ nepiijemném pocitani dostaneme

flar yF) = max f(K.) = Ve(5c? + de + 1).
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Konecné
max f(K.) =

ve 2\/502—1—40—!—1.

c
~(c+1)? (c+1)
Tento vzorec souhlasi i s tim, Ze m(0) = 0 a definuje spojitou funkci na intervalu

[0, 00). Dalsim elementérnim po¢itdnim dostaneme, ze

8c2 +5c+1
(c4+1)3v5c2 +4c+1’

coz je zfejmé kladné ¢islo pro vSechna ¢ > 0. Dostavame, ze m je rostouci funkce
na intervalu [0, 00). Protoze lim m(c) = v/5, je i sup{m(c) : ¢ € [0,00)} = /5.
cC— 00

m'(c) =

Nejmensi redlné L, které splnuje zadanou nerovnost tedy skutecéné existuje a je
rovno \/5 |

872. Pfi vySetfovani extrému konvexnich nebo konkavnich funkei mize
byt uzite¢né tvrzeni z §62.

Piiklad Najdéte extrémy funkce f(z,y) = e?"+Y 4 ¢~V na R?2, pokud
existuji.

Reseni. Funkce f mé parcidlni derivace viude na R2, proto v bodech extrémii
musi byt parcidlni derivace nulové. Je %(x,y) — 2pe” Y — 7TV g g—i(az,y) =
e®*+Y — ¢=¥=¥_ Odeétenim rovnic % =0a g—i = 0 dostaneme z = 1/2, z prvni
rovnice pak y = —3/8.

Protoze zfejmé hI_P f(x,0) = +00, neni f shora omezené. Matice druhych par-
r—1T00

267 Y 4 43267 HY L em TV Qpe® Y e~ TY ./

2w TY 4 =TV eTHY 4 Ty ) Jeji
determinant je (po upravé) 2207 +2y 4 (4a? — 4o + 3)6’”2_””. Tento vyraz je vidy
kladny (protoze exponencidlni funkce nabyvé jen kladnych hodnot a kvadraticky
trojclen 422 — 42 + 3 rovnéz). Protoze i levy horni prvek matice je kladny, je matice
pozitivné definitni, a tedy je funkce f ryze konvexni na R? (viz §57). Proto dle véty
z §62 je v nalezeném bodé minimum f na R2. [

cidlnich derivaci méa tvar (

Poznamenejme, Ze jsme se mohli piesvédcit o konvexité funkce f z predchoziho
prikladu bez pouZiti matice druhych parcidlnich derivaci. Sta¢i si uvédomit, Ze
funkce 22, x, —z, —y jsou konvexni, funkce e® je konvexni a rostouci, e soucet dvou
konvexnich funkci je konvexni a f o g je konvexni, je-li ¢ konvexni a f neklesajici
konvexni funkce.
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11. Derivovani slozenych funkci

V tomto oddile si ukdzeme zdkladni metody pouziti véty o derivaci slozené funkce
vice proménnych. Za¢néme tim, Ze pfipomeneme znéni této véty (viz [D2, Véta
189]).

Necht o1, ..., jsou funkce s proménnych, které maji v bodé a € R® totdlnd
diferencidl. Polozme b= (¢1(a),...,¢r(a)). Je-li f funkce r proménngch, kterd md
totdlni diferencidl v bodé b, potom funkce (s proménngch) definovand pfedpisem
F(z) = f(p1(x),...,or(x)) ma totdlni diferencidl v bodé a a pro j =1,...,s plati

T

SE@) = 3 8L0)- 520,

§73. Nejjednodussim pouzitim je pFima aplikace na vypocet parcidlnich deri-
vaci slozené funkce (pfipadné téz derivaci ve sméru ¢ totdlniho diferencidlu).

Piiklad Nechf funkce f méa vlastni derivaci v kazdém bodé R. Polozme
g(z,y) = f(x? +9?), (z,y) € R2 Vyjadiete parcidlni derivace prvniho fadu funkce
g pomoci derivace funkce f.

Reseni. Protoze f ma vlastni derivaci, ma i totalni diferencial v kazdém bodé R.
Navic funkce 72 +y? méa zfejmé spojité parcidlni derivace prvniho fadu (uvédomte si,
ze funkce (r,y) — 2z a (z,y) — 2y jsou spojité na R?), a tedy m4 totalni diferencial
v kazdém bodé (viz §54). Proto mé g totalni diferencial a plati 3¢ = f'(22+y?)-2z,

%f/ = f'(z® + y?) - 2y na celém R?. .

Piiklad Necht funkce f = f(u,v) je tfidy C? na okoli bodu (a+b,a —b).
Polozme g(z,y) = f(x +y,z — y). Vyjddiete ;m—;gy(a, b) pomoci derivaci funkce f.

Reseni. Funkce x 4+ y i  — y jsou t¥idy C' na R2, maji tedy totalni diferencil
v kazdém bodé. Funkce f m4 totélni diferencidl na okoli bodu (a + b,a — b), plati
tedy

99 _of _ of B _
ax(Ly)—au(ﬁ:ﬂLy,x Y) 1+av($+y,x y) 1=

_of oy 9f _
—au(xﬂ/,x y)+8v(x+y,x Y)

na okoli bodu (a, b). Dale funkce % a % maji totalni diferencial v bodé (a+b,a—0b)

(protoze maji spojité parcidlni derivace prvniho fddu na okoli tohoto bodu), a tedy
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0? 0? 0?
axagy(a,b) aTLf(‘“Lb b)—auafv(a—i-b,a—b)+
*f *f
+8v8u(a+b’a_b) 8v2(a+b a—0b)=
2 2
z%(a—kb,a—b)—%(a—kb,a—b).

Piiklad Necht f = f(t,u) mé totdlni diferenciél v bodé (1,1) a splituje
f(1,1) = 1. Spoctéte %‘tl(l, 1) pomoci derivaci funkce f, je-li

g(t,u) = f(f(t,u)f(“vt)’ f(u,t)f(tyu)).

Reseni. Funkce (t,u) — f(t,u) méa totalni diferencidl v bodé (1,1) podle zadani,
funkce (¢,u) — f(u,t) mé totalni diferencial v bods (1,1) podle vyse uvedené véty
(aplikované pro o1 (t,u) = u a @a(t,u) = t). Tedy i funkce f(t,u)f @ a f(u,t)f ¢
maji totalni diferencidl v bodé (1,1) (uzivame definici obecné mocniny, podle niz
f(t,u)f @D = exp(f(u,t)log f(t,u)) a podobné v druhém piipadé). Protoze navic
F(1, 170D = 1, mé podle vyse uvedené véty totalni diferencial v bodé (1,1) i
funkce g. Navic plati:

6g(1 1) = (af(f(t’u)f(uvt%f(u,t)f(t,u)) Cf(tw)f .

ot ot
: (%(u,t) log f(t,u) + ;E?i; : %(t,u))-i—
+ L (a0, )70
) Sy tog fla + 10 S ny)
e
~ P+ Aoy

Znaceni pouzité v tomto vypoctu muize byt ponékud matouci. Uvadime ho proto,
7e se s takovym znacCenim ¢tendl muze setkat i jinde, a je tedy uzite¢né mu ro-
zumét. Nejasnosti mohou vzniknout z toho, Ze pismena ¢, u se pouzivaji ve dvou
riznych vyznamech. Jednak oznac¢uji prvni a druhou proménnou funkce f (a také
g), tedy % znamenad derivace funkce f podle prvni proménné, % derivaci funkce
f podle druhé proménné. A potom oznacuji €isla, kterd do vyrazu dosazujeme.
Takze g—i(u, t) oznaluje derivaci funkce f podle druhé proménné v bodé (u,t) (&ili
O2f (u,t)), nikoli derivaci vyrazu f(u,t) podle u (tu bychom znacili 2 (f(u,t)) a

118



Derivovani slozenych funkci 11.

podle véty z pocatku tohoto oddilu by se rovnala %(u, t) = 01f(u,t)). Pro lepsi
ozfejmeni vypoétu ho uvedeme jesté jednou s jinym znadenim. PiSme g(z,y) =
F(f(z,9)f @2 f(y, x)f @) a pocitejme
99 1 1y (9F f(y.) f@) f(y.)
2201,2) = (G (a0 £ ) - )0
)

[y, z) of
L S )

(om0 +

~
S~—

+ 2 (19, f(y, 2 )

ou
) - (O 0w f() + T2 0 ,0))

~ e Fane

874. Dalsi moznosti je tzv. nepfima aplikace. Spoc¢iva v tom, Ze zndmé hodnoty
vyjadiime pomoci neznamych, a tyto nezndmé pak vypocitame jako fesSeni vzniklé
rovnice pfipadné soustavy rovnic.

Piiklad Nechtu=u(z,y) je funkce tiidy C! na R? spliiujici u(z, z?) = 1

a 9%(z,2%) = x pro kazdé x € R. Spoctéte —(:U z?).

Reseni. Opét si uvédomme, ze g—g(:c,xQ) znamend parcidlni derivaci funkce u
podle prvni proménné v bodé (z,x?), tudiz uvedena rovnost znamena totéz, jako
94 (a,a®) = a pro kazdé a € R.

Protoze funkce (z,y) — z i (z,y) — z° maji vSude totdlni diferencidl, lze
derivaci funkce o(x) = u(z,2?) pocitat podle vyse uvedené véty, tedy ¢'(z) =

ou ou 2 / v v ’ " . o
G (x,2?) -1+ gy (@, 27) - 2z. Zdroven vsak vime, Ze funkce ¢ je konstantné rovna

jedné, a tedy ¢'(x) = 0. Plati tedy S (x,2%) + a" oz, 2) . 22 = 0. Po dosazeni za

2

gg (x, 2?) dostavame gu (z,2?) = —1/2 prox € R\ {0}. Protoze viak u je t¥idy C*,
je 5 8—“ spojita, a tedy i @(O 0)=-1/2. [ ]

Piriklad Necht funkce f mé totalni diferencidl v bodé (1,0), funkce g je
definovdna predpisem g(u,v) = f(ecosv,e*sinv) a %( 0) =71, @(070) = —1.
Spoctéte parcidlni derivace funkce f v bodé (1,0).

v

eSeni. Podle véty z podatku oddilu (aplikované pro bod a = (0,0) a zobrazeni
(u v) = (e cosv, e” sinv)) plati
ﬁ ,0) = (01 f(e" cosv, e sinv) - €* cosv + D f(e* cosv, e sinv) - €*sinv),_, _, &
8—9 (0,0) = (O1f(e* cosv,e*sinv) - (—e" sinw) + 0z f(e* cosv, e* sinv) - " cosv),,_, _o-
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Po dosazeni dostavame 7 = 91 f(1,0) a —1 = d2f(1,0). [ |

875.  Dalsi aplikaci véty o derivaci sloZzené funkce je tzv. zména souradnic, tedy
vyjadfeni derivaci dané funkce v novych soufadnicich. Toho lze vyuzit napriklad
pro feSeni diferencialnich rovnic. Vysvétleme si nejprve, co tato zména znamena
(viz téz [D2, Kapitola 9, §1]).

Mgjme néjakou funkci n proménnych, feknéme f = f(x1,...,z,). Dile m&me
zobrazeni ¢ = (1, ..., ®,) definované na néjaké podmnoziné R" s hodnotami v R™

a definujme funkci f(y) = f(e(y)). Cilem je vyjadiit parcidlni derivace funkce f
v bodé ¢(y) pomoci parcidlnich derivaci funkce f v bodé y. To ovSem bude mozné
jen za urcitych predpokladi, které shrneme v nasledujici vété.

Necht a,b € R", funkce f bud t¥idy C! na okoli bodu b, ¢1, ..., @, necht jsou
tfidy C! na okoli a, pficemz ¢(a) = b. Dale nechf Jacobiho matice (tj. matice
parcidlnich derivaci prvniho f4du) zobrazeni ¢ v bodé a je regularni. Pak lze na
néjakém okoli bodu a jednozna¢né vyjadrit parcialni derivace funkce f v bodé ¢(y)
pomoci parcidlnich derivaci funkce f v bodé y.

Postupujeme tak, Ze s vyuzitim véty z pocatku tohoto oddilu, vyjadiime de-
rivace funkce f v bodé y pomoci derivaci funkce f v bodé p(y). Tim dostaneme
soustavu n linearnich rovnic pron neznamych (ap(y)), ceey 6‘1{1 (p(y)). Diky pred-
pokladu, ze matice soustavy je regularni, muzeme tyto neznamé jednoznacéné vyja-
dfit.

Uvedené podminky umoznuji parcidlni derivace vyjadrit lokalné, tj. v néjakém
okoli zadaného bodu. Nékdy lze pouZit globalni verzi. TotiZ tehdy, je-li f tiidy C*
na oteviené mnoziné G, zobrazeni ¢ prosté zobrazuje otevienou mnozinu H na
mnozinu G a v kazdém bodé H ma regularni Jacobiho matici.

P fikla d Najdéte vSechna feseni t¥idy C! parcialni diferencidlni rovnice
(:U y) + yay (x,y) = zy na poloroviné {(z,y): « > 0} pomoci substituce z = u,
y = uv.

Reseni. Nejprve si uvédomme, na jaké mnoziné se nase zména soufadnic odehrava.
Je-li totiz G = {(z,y): * > 0} a p(u,v) = (u,uv), pak Jacobiho matice zobrazeni

. 1 0 . (g . .y . .
© je (v ul? ta je reguldrni pro u # 0. Navic snadno ovéfime, ze zobrazeni ¢

prosté zobrazuje mnozinu H = {(u, v): u > 0} na G. Bude proto stacit, omezime-li
se na @ zazené na H. ~ .

Je-li nyni f funkee tiidy C* na G, pak definujme funkci f predpisem f(u,v) =
f(u,uv). Funkece f je t¥idy C! na H a pro (u,v) € H plati:

0F (O 05 v e
8u( ,U) = 9 (u,uv) + Uay (u,uv) a 9 (u,v) = uay (u, uv).
Odtud mizeme vyjadiit
of 10f
8—y(u»uv) 811( ,v)
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P of
aii(wuv) = ?(u’v) - E*f(uvv)'

u Ov

Déle, funkce f splituje na G rovnici ze zadani, pravé kdyz f splituje na H rovnici:

neboli 4/ = wv. Reseni této rovnice maji ziejmé tvar f(u,v) = 3u?v + h(v), kde h
je libovolna funkce jedné proménné t¥idy C!.

Nyni si zbyva uvédomit, ze slozime-li funkci f s inverznim zobrazenim k ¢ (tj.
dosadime u = =, v = y/x, dostaneme Feseni piivodni rovnice. Resenimi tiidy C*
jsou tudiz funkce tvaru f(z,y) = 2y + h(y/z), kde h je libovolna funkce jedné

proménné tiidy C?!. [

Piiklad Najdéte viechny funkce f : R? — R tiidy C2, které spliuji
diferencidlni rovnici

2 0%/ 2 o*f 2 0%/ of _ of _

Y oz2 ~ zyaxay

Pouzijte pfevod do polarnich soufadnic.

Reseni. Pifipomenime, Ze polarni soufadnice se zavaddi rovnostmi x = rcosy a
y = rsin ¢. Zobrazeni ®(r, @) = (r cos @, r sin p) je t¥idy C*° na mnoziné (0, 00) x R
a zobrazuje ji na R? \ {(0,0)}.

V nésledujicim postupu nebudeme explicitné pouzivat vice. Casto se ale pii
pouzivani polarnich soufadnic hodi to, ze jakobidn ® v bodé (r, ) je roven r, a
tedy je nenulovy. Proto je ® lokdlni difeomorfismus (tj. ® je difeomorfismus na
néjakém okoli kazdého bodu).

Necht g: R? — R je libovolné funkce t¥idy C'. UvaZzujme funkci

g(r, ) = g(rcos p,rsin p).

Méme
@(r )= @(r oS ¢, T sin ) cos p + @(r €os p, T sin ) sin
81" yP) = 8:3 1) 14 4 ay 2 ¥ ®s
0§ 0 0
%(r, ©) = %(r cos p, rsin p)(—rsing) + a—z(r CoS ¢, rsin )r cos .

Odtud vyjadiime prvni parcialni derivace

dg . g 10g .

. %(r cosp, rsinp) = E(r, ) cosp — ;%(r, ®) sin g,
dg . 07 . 197
a—y(r cosp, rsinp) = E(r, ®)sing + ;8_@(T7 ©) cos p.
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Potfebujeme vyjadrit parcidlni derlvace f pomom parcialnich derivaci f To doci-
lime aplikaci (*) nag=f, g = % ag= 91 (Tento postup stoji za zapamatovani.

Dalsi derivovani rovnosti pro prvni par(:lalm derivace f je téz mozné, ale vyzaduje
v dalsim TeSeni soustavy lineérnich rovnic pro druhé parcidln{ derivace.) Proved’me

zminéné dosazeni pro vypocet podrobnejl Dosadime tedy napt. vztah pro

za, g do rovnosti pro g—g:

ﬁ(rcosg@ rsing) = g 5‘vf(rga) singa—i—li év—f(rga) cosp =
0xdy ’ or \ oz rdp \ Oz’

8(8—f(r ) cosp — %a—f( gp)smgp)

= or sin o+
19 (5 0)cosp = L3 () sin o)
+ - cos ¢
r de
0% f 1of g 1 0% f

(r,p) sin? v+

= w( p)cospsing + — 2 9, (r, ) sin r dgor

1 &*f . Of
—l—; <8r8@(r,gp)cos ©— o —=(r, ) sin p cos p—

10%f , 10f )
—;a—w(r,qp)smgpcoscp—;%(r,g))cos ol =
_sm2<p8 f( )+cos2<p 82f( )_sin2<p£f( -
~ 2 92\0¥ r  Ordy e 2r2 Q2 A
congp@f( ) s1n2<p8f( 2).
r2 Oy 14 2r Or

Pfipomerime si, Ze spojitost druhych parcialnich derivaci f i f umoziuje zaménovat

potadi derivovani pfi vypoctu druhych smisenych parcidlnich derivaci. Zbyva tedy
2 2

vyjadrit parcidlni derivace % (rcosp,rsinp) a 27-’; (r cos @, rsin ). To provedeme

obdobnym vypoc¢tem, kdyZ dosadime do prvni rovnice v (*) za g vyjadfeni pro %

a do druhé rovnice v (*) za g vyjadfeni pro %5' Po kratkém vypoctu dostaneme

62
92 (rcosp,rsing) =
92 f sin2p 92f sin® ¢ 92 f
— 2,2 J _ ZJ
= cos” 5 (1,9) - ordg (r) + =3 0.2 (r, o)+
sin2¢ df sin2p 0 f
= (r )+ — =5 (1)
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a
82
—=(rcosp,rsinp) =
oy
9% f sin2p 92f cos? o 92 f
—ain2 ) it ZJ _
=sin o5 (rne) +—— 5 90 (r ) + = 3 052 (r,9)
sin2¢ df cos o df
- r2 © (T7 410) =+ r or (T7 410)

Spoctend vyjadieni parcidlnich derivaci funkce f nyni dosadime do rovnice ze za-
dani; zaroven dosadime x = rcosy a y = rsin . Po elementarnich apravich do-
staneme _
32
k() =0
M4-li néjaka funkce tiidy C? splitovat tuto rovnici pro kladna r, pak je funkce f (r,-)
nutné polynomem prvniho stupné v proménné ¢. Protoze je soucasné 2m periodicka,
je nutné konstatni. Z toho dostavame, Ze f(z,y) = p(||(x, y)||) pro n&jaké p : R — R,
je-li 22 + 9% > 0, a Ze takova funkce spliiuje nasi rovnici na R?\ {(0,0)}, pokud
je t¥idy C2. K tomu je nutné a stacéi, aby funkce p byla t¥idy C? mimo podcétek.
Kazdé rozsiteni do poc¢atku, které je tifidy C? bude feSenim nasi rovnice (ovéite
si). To je mozné, pravé kdyz p lze volit tak, aby p byla ttidy C? na celém R a aby
prvni derivace p v nule byla nulova (ovéfte tim, Zze budete uvazovat napt. funkci
p(||(z,0)]]) jedné proménné). Tim jsme popsali pravé vSechna feSen{ zadané tlohy.
]

8§76.  Dalsi aplikaci je derivovani implicitné zadanych funkci. To jesté vyza-
duje vétu nasledujici.

Necht G C R™"*! je oteviend mnozina, F € CY(G), a € R™, b € R takové, Ze
(a,b) € G a F(a,b) = 0. Necht ddle O,,+1F (a,b) # 0. Pak existuje okoli U bodu
a, okoli V bodu b a funkce f: U — V tridy C' takovd, Ze pro (x,y) € U x V je
F(z,y) = 0, prdvé kdyz y = f(x). Je-li navic F € C*(G), pak f € C*(U).

Piiklad Dokaite, 7e mnozina bodt (x,y) splitujicich zy+a°+y°—y13 =0
je v jistém okoli bodu (0, 1) grafem néjaké funkce y = f(x), kterd je tiidy C™ a
splituje f(0) = 1. Rozhodnéte, zda je f na n&jakém okoli bodu 0 rostouci ¢ klesajici,
konvexni ¢i konkévni.

Reseni. Prvni ¢ast tlohy, tj. diikaz existence funkce f, bude splnéna, jestlize ové-
fime predpoklady véty o implicitni funkci.

Polozme F(z,y) = xy + 2° + y*® — y*2. Pak funkce F je ziejmé tiidy C*° na
R? a plati F/(0,1) = 0. Navic §5(0,1) = (z + 15y™ — 13y"*),—0,y=1 = 2 # 0. Tim
jsou predpoklady véty o implicitni funkci ovéfeny, a tedy existuje okoli U bodu 0,
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okoli V' bodu 1 a funkce f: U — V t¥idy C° takovd, ze pro (x,y) € U x V je
F(z,y) =0, pravé kdyz y = f(x).

Pro zkoumani dalsich vlastnosti funkce f spocteme jeji derivace v 0. Vyuzijeme
toho, Ze pro x € U plati  f(z) + 25 + f(x)*® — f(2)'3 = 0. Proto i viechny derivace
funkce na levé strané jsou nulové na celém U. Specialné pro x € U plati

f(@) +af'(x) + 52 + 15f ()" ' (2) — 13f(x)"* f'(z) = 0

f(@) + f(x) + xf"(x) + 202° + 210 ()" f' () >+
+15f ()" " (x) — 156 f ()" f'(2)* — 13f ()" " (x) = 0.

Nyni do téchto rovnosti dosadime x = 0. Z prvni, s vyuzitim toho, Ze f(0) = 1,
dostaneme 1 + 2f7(0) = 0, neboli f/(0) = —1/2. Z druhé rovnosti pak (s vyuzitim
toho, ze f(0) =1 a f/(0) = —1/2) vychazi —1 + 210/4 — 156/4 + 21" (0) = 0, tedy
7"(0) = —25/4.

Prvni i druhé derivace jsou tedy zaporné v bodé 0. Protoze f je tfidy C'°°, jsou
vSechny derivace v 0 spojité, a tedy prvni dvé jsou zadporné na néjakém okoli 0. Na
takto vybraném okoli je pak f klesajici a ryze konkavni. ]

Piriklad Dokazte, ze rovnici
z + sin(xy) 4+ cosx =1

je na néjakém okoli bodu (yo, 20) = (1,0) jednoznaéné uréena funkce dvou promén-
nych f s oborem hodnot v néjakém okoli bodu xzg = 0 takova, Ze na jejim defini¢nim
oboru je splnéna zadand rovnost, pokud dosadime = = f(y, z). Spod¢téte, Gemu se

, 82 3 82
rovnéa Wgz(o,l) a azafy (0,1).

Reseni. Opét nejprve ovéfime predpoklady véty o implicitni funkci, kterou pou-
Zijeme pro hledani funkce f takové, aby platilo f(1,0) = 0. Polozme F(x,y,z) =
z+sin(zy)+cos x—1. Pak funkce F je tiidy C? (dokonce C*°) naR3 a F(0,1,0) = 0.

(Vsimnéte si, Ze nasim cilem je vyjadfit prvni soufadnici « v zévislosti na zby-
Iych soufadnicich y a z a nikoliv posledni soufadnici, jak tomu bylo ve vété. Snadno
bychom mohli vyhovét i tomuto predpokladu véty, kdybychom zavedli oznaceni
®(&,n) =F(n,&1,8), £ = (&1,&). To v dalsich piikladech nebudeme délat. Uvédo-
mime si jenom, Ze to vede k tomu, Ze pfedpoklad nenulové parcialni derivace funkce
® podle posledni soufadnice v bodé (£5,79) = ((1,0),0) je ekvivalentni tomu, Ze
parcidlni derivace F podle prvni proménné je nenulova v bodé (0,1,0).)

Tedy %—5(0, 1,0) = (ycos(zy) —sin ) z=0,y=1,-=0 = 1 # 0 a existuje okoli U bodu
(1,0), okoli V bodu 0 a funkce f : U — V tifdy C? takova, ze pro (z,y,z) € V x U
je F(z,y,z) =0, pravé kdyz « = f(y, 2).
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Protoze funkce dvou proménnych F(f(y, z),y, z) je identicky rovna nule na U,
ma na U nulové parcidlni derivace. Dostavame, Ze na U plati

0= 2—5 — cos(fy) (g—g +f) (smf)g—i

0= 2—1: =1+ cos(fy) (%y) - (sinf)%.

Chceme-li spoéitat druhé parcidlni derivace funkce f na okoli U (nebo aspon v
bodé (1,0)), pak mizeme nyn{ postupovat dvéma zptsoby. Mtizeme vyjadfit prvni
derivace f z uvedené soustavy dvou linedrnich rovnic a pak pocitat jejich prvni
parcidlni derivace, nebo mtzeme na c¢leny uvedené soustavy aplikovat postupné
parcialni derivace podle y a podle z a dostaneme soustavu ¢tyf rovnic, ve které se
budou vyskytovat vSechny druhé parcialni derivace f. Protoze si ovSsem uvédomime,
7ze v nasem piikladu mame za kol spocitat jen smisSené derivace, které se sobé
rovnaji, nebot f je t¥éidy C?, tak bude stacit derivovat jen prvni rovnici dle z:

2
0= —sin(fy)g—ﬁy (8f + f) + cos(fy) (;ygzy + gﬁ)
32
- (cosf)a—ﬁa—z - (sinf)aygz.

Protoze ndm jde o vypocet v bodé (1,0) (a nezapomeiime, ze f(1,0) = 0), mohli
jsme rovnici zapsat jiz pro hodnoty v tomto bodé a za zndmé hodnoty dosadit, ¢imz
by se rovnice zjednodusila. Dosadme tedy nyni:

of af
(1,0) + 5-(1,0) = =

0% f
0y0oz

of

0= By

—-2(1,0)5=(1,0).

Vidime, ze se budeme muset vratit k rovnicim pro prvni parcidlni derivace a vy-
fesit je; staci ovSem udélat to az po dosazeni proménnych y = 1 a z = 0. To si
muzeme pro pristé pamatovat a rovnice po tomto dosazeni vyrtesit hned. Reseni je
pak mozn4 piehledngjsi. Mame proto 0 = §(1,0) a0 = 14-32(1,0), tj. $£(1,0) =0
g£ (1,0) = —1. Dosazenim do rovnice pro druhou smiSenou parcidlni derivaci ko-

2
neéné dostévéme ze %(17 0) =1 a diky zminéné zaménnosti parcialnich derivaci

Poznamenejme jesté, Ze Castéjsi je psat v predchozich vyrazech x namisto f, je
ale nutné mit v patrnosti, Ze x je v tom pripadé tfeba chapat jako funkci proménnych

yaz. |

§77. Zaména proménnych. V nésledujicich dvou ptikladech si vysvétlime, o
co jde v ulohach, ve kterych je nasim tkolem , provést zdménu zavisle i nezavisle
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proménnych“. Vybrali jsme tlohy, ve kterjch bude dobfe patrny téz vyznam takové
zdmény pro Feseni nékterych iloh. Radu dalsich piikladt muZete najit ve standard-
nich sbirkdch. Ne vzdy je vSak tomuto tématu vénovano misto téz pii teoretickém
vykladu. Podrobné vysvétleni toho, o co jde, zejména jak odivodnit jednotlivé
kroky feSeni pomoci vét o inverznim zobrazeni a o implicitné zadaném zobrazeni,
ale téZ postup pomoci tzv. primé, resp. neprimé metody, lze najit v [DII, kap. IX].
Obvyklé vsak tak jako tak je, Ze se neformuluji obecné véty a Ze se jednotlivé kroky
vice nebo méné presné zdtvodiiuji p¥i Feseni kazdého prikladu zvlast. To také udeé-
lame a budeme se pfi tom snazit byt dostatecné podrobni tak, aby vSe podstatné
bylo feceno. Z vysSe popsanych duvodu bude nas popis feseni trochu obsirnéjsi, nez
je pro danou tlohu nutné.

Piiklad Najdéte vSechny funkce f: R — R tifdy C?, které splituji (dife-
rencidln{) rovnici

fl@)f" (@) = 3(f"(«))* =0

prevedenim tlohy pomoci substituce = ¢, y = p, kde y je ptivodni (,stard“) zavisle
promeénné a ¢ je ,nova“ zavisle proménné. Strucénéji feceno, provedte zaménu zdvisle
proménné a nezavisle proménné.

Reseni. Nejprve vysvétleme, co v tomto piipadé znamend zaména proménnjch.

Necht f je dostateénd hladka (v nasem piipadé ttidy C?) funkce definovani na
okoli bodu zg a necht yo = f(xg). Necht F' je graf funkce f.

Uvazujme zobrazeni (X,Y): R? — R? dané ptedpisem X (p,q) = ¢, Y (p,q) = p,
které bod (po, qo) = (Yo, xo) zobrazi na bod (zg,yo). Navic existuje okoli U bodu
(po, 9o), které se zobrazi na okoli V bodu (zo, o) a na tomto okoli ma (X,Y) inverzni
zobrazeni ® = (P,Q): V — U tfidy C*. (V naSem pfipadé je to jednoduché,
protoze (X,Y) je linearni izomorfismus R? na sebe. Obecné miizeme pouzit vétu o
inverznim zobrazeni, kterd nam ¥ika, Ze mame-li C! zobrazeni, které mé nenulovy
jakobidn v bodé (po,qo), jde o difeomorfismus néjakého okoli (pg,qo) na néjaké
okoli (g, yo). PouZitim véty o derivovéani slozeného zobrazeni se lze presvédéit, ze
piislugné inverzni zobrazeni je t¥idy C¥, je-li ptivodni zobrazeni navic t¥idy C*.)

Uvazme mnozinu G = ®(FNV). Ptame se, kdy je tato mnozina G grafem néjaké
funkce g = g(p) a jaké vlastnosti ma funkce g v zévislosti na vlastnostech funkce f.
Zejména hleddme diferencidlni rovnici, kterou spliiuje funkece g, kdyz (pravé kdyz)
f spliiuje rovnici v zadani.

Rovnici odvodime ze vztahu f(X(p, g(p))) = Y(p, g(p)) na okoli (pg, qo), ktery
je preformulovanim uvedeného vztahu mezi grafy funkci f a g. V naSem ptipadé
jde tedy o to, Ze ma na onom okoli platit rovnost f(g(p)) = p a Ze to spliluje
jedina (t¥ikrat spojité) diferencovatelnd funkce g s grafem v n&jakém dosti malém,
ale pevné zvoleném, okoli bodu (po, o). Chceme proto, aby rovnice f(¢) = p méla
jediné takové feseni, neboli aby f bylo prosté zobrazeni okoli gy na okoli pg. Je-li
f hladka s nenulovou derivaci v xg, pak to plyne z véty o derivaci inverzni funkce
([D1, Véta 125]). (V piipadé obecnéjsich X a Y je asto mozné rozhodnout, zda je
rovnici f(X(p,q)) = Y(p,q) popséna jedind hladkd funkce ¢ = g(p) na okoli pg, s
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pouzitim véty o implicitné zadané funkci, tj. pro hladkd f, X a Y, ovéfenim toho,
kdy je f'(X(po,q0))) Gy (o, o) — % (po, qo) # 0.)

K nalezeni diferencidlni rovnice pro g potiebujeme vyjadrit derivace funkce f
v bodech okoli xy pomoci derivaci funkce g na okoli pg a pomoci derivaci funkci X
a Y na okoli (pog, qo).

Piedpokléddejme tedy nyni, Ze (po,qo) = (yo, o) je vybrano tak, ze f’'(zq) # 0
a ukazme si tzv. pfimou metodu, pii které potfebné vztahy obdrzime derivovanim
obou stran rovnosti f(X(p,g(p))) = Y(p,9(p)) pomoci véty o derivovani slozené
funkce (viz zac¢dtek oddilu 11); nyni jiz tedy za pfedpokladu, ze funkce g na okoli
po mame a ze je to funkce, kterd ma spojitou treti derivaci.

Mame tedy f'(g(p))g’(p) = 1. Protoze f’'(x9) # 0, miizeme predpoklddat, ze
gd'(p) # 0 na zvoleném okoli pg. Mame trochu struénéji, ze f' og = %. Dalsim
derivovanim obou stran rovnice (f' o g)- ¢’ = 1 dostavame (f" og)-(g")2+ (f'og)-
g" = 0. Z toho diky nasim pfedpokladim f”(g(p)) = %. Kone¢né derivujme
predchazejici rovnici jesté jednou:

(f"09) (4) +(f" 0g)-24 - "+ (f"09)-g's" +(f o g)-g" =0.

Dosadime-li jiz spoétené, dostaneme, ze "' (g(p)) = 3((5;;;1)732)2 - (Z:/(/g))zl. Rovnice ze

1 " 2 " 2 .
zadéni tlohy tedy prejde na rovnici T4 (8} + %G B = S 45 g7 (p) = 0.

Je-li g: (o, ) — R maximaln{ feSeni rovnice ¢’ = 0, pro které je g’ nenulova
na (a, 8), pak g(p) = ap?® + bp + ¢ pro n&jaka a, b, c € R.

Je-li f: R — R maximalni feSeni nasi rovnice a I maximalni interval, na kterém
je f’ nenulovd, a tedy f’ je nulova v t&ch krajnich bodech I, které lezi v R. Pak f
je na [ inverzni k polynomu g nejvyse druhého stupné s nenulovou prvni derivaci
na f(I). Protoze g mé vlastni derivaci na celém R a f je zfejmé inverzni ke g
na uzavéru I, ma f nenulovou derivaci v téch krajnich bodech I, které lezi v R.
7 toho vyplyva, ze I = R, a tedy, Ze g je polynom nejvyse druhého stupné, ktery
ma nenulovou derivaci na R. Takovymi polynomy jsou pravé vSechny nekonstantni
polynomy prvniho stupné.

Celkové tedy mame, Ze f je bud konstantni, nebo je to inverzni funkce k nekon-
stantnimu polynomu prvniho stupné, coz je opét polynom prvniho stupné. Tedy f
je polynom nejvyse prvniho stupné. [ |

V dalsi tloze pujde o transformace parcialnich derivaci pomoci substituce, a to
opét jak zavisle tak nezavisle proménnych. Substituce bude popsana zobrazenim,
které ,starym proménnym“ prifazuje ,,nové“. Proto predvedeme feseni, kde budeme
postupovat pomoci tzv. nepfimé metody, ve které derivujeme slozené funkce podle
starych proménnych. Opét pouzivime zdivodnéni, kterd mohou slouzit i v obec-
néjsich ptripadech.

V nasledujicim pfikladu by bylo mozné vyuzit toho, Ze transformace mezi no-
vymi a starymi nezavisle proménnymi na zavisle proménnych nezavisi a Ze transfor-
mace zavisle proménnych je popsana s pomoci jediné nezavisle proménné x. Mohli
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bychom proto pfechod od jednéch soufadnic ke druhym rozlozit na dva jednodussi
kroky. V prvnim bychom piesli od z k w a ve druhém od z a y k v a v.

Pfiklad Najdéte viechna feseni f: R? — R, ktera jsou t¥idy C? a spliuji
(parcialni diferencialni) rovnici

*f *f | 0*f 2
ax2 28x8y+87 0 na R“.

Pouzijte k tomu pievedeni rovnice pomoci zdmeény starych nezavislych proménnjch

x, y a staré zavisle proménné z novymi nezavisle proménnymi v =z +y, v = £ a
novou zavisle proménnou w = 2.

Reseni. Oznacme si zobrazeni U(z,y,2) =z +y, V(z,y,2) =% a W(z,y,2) = 2
definovana na R?\ ({0} x R?). Uvazujme zatim libovolny bod (zg,%0,20) € R?
takovy, ze x¢p # 0. Oznacme déle uy = U(xo,¥0,20), vo = V(xo0,Yo0,20), Wo
W (o, Yo, 20). VySetiime, pro které body (xo,yo,20) je zobrazeni (U,V,W) vza-
jemné jednoznaénym zobrazenim néjakého okoli bodu (xg,yo, 20) na né&jaké okoli
bodu (ug, vo, wyp), pfi¢emz jde o difeomorfismus. To ovéfime v tomto pfipadé snadno
pH{imym vypocétem inverzniho zobrazeni dokonce k zobrazeni (U, V, W) na celém de-

finiénim oboru vyjma bodd, ve kterych je vy = z—g = —1. Pro v # —1 dostavame
v . ’ z _ u . uv — vw
slozky inverzniho zobrazeni X (u, v, w) = 1, Y (u,v,w) = % (u, v, w) = %5

O existenci okoli bodu (g, yo, 20), na kterém jde o (lokélni) difeomorfismus, se mi-
zeme (zejména v komplikovangjsich piikladech) pfesvédéit, kdyz si uvédomime, ze
funkce U, V a W jsou t¥idy C' a jakobian je roven (% + Z_%)a:_lo Jeho nenulovost
vyzaduje, aby byla splnéna taz podminka jako v predchozim pfimém vypoctu, tj.
1+ 2 =1+ #0.

Piechod od funkce z = z(z,y) k funkci w = w(u,v) (nyni uzivame, jak je
obvyklé, znaceni z téz pro funkci proménnych x, y a w pro funkci proménnych wu,
v na misté, kde jsme v pfedchozim ptikladu volili pro vétsi pfesnost znaceni f a 7.
Substituce nyni znamené, Ze mezi funkcemi z a w plati nasledujici vztahy:

z(z0, yo) = 20, 2(X (u, v, w(u,v)),Y (u,v,w(u,v))) = Z(u,v,w(u,v)) a také

w(UOa UO) = Wo, w(U(x, Y, Z(l’, y))’ V(LE, Y,z ( ’y))) = W(l‘, Y,z ( 7y))

O tom, zda je témito vztahy urcena jednozna¢né hladka funkce w na néjakém
okoli bodu (ug, v, wp) se mizeme presvédéit pHimym vypodtem:
napi. z rovnosti z(1% +v, 145) = 11w VypPlyvé, Ze takovou funkci mizeme najit,
pravé kdyz v(= %) # 0. V komplikovanéjsich piikladech bychom pouzili vétu o
implicitné zadané funkc1 Derivace funkce 2({5, 155) — 105 dle w je nenulova,

Y w
pokud v(= ¥) # 0.
Jak jsme predeslali, budeme nyni vyjadfovat parcialni derivace pro zménu z rov-

nosti w(U(x,y,2(x,y)), V(z,y, 2(z,y))) = W(x,y,2(z,y)), tj. wz +y, L)z = 2.
Vyznam to pro nas ma ovsem pouze, pokud = # 0, £ # —1 a y # 0.
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Pocitejme
&:(%hLﬁm;w>w+w
Ox ou ov 2 ’
%:(@LH@ﬂi>w
Oy ou o x '

Dalsim derivovanim ziskanjych vztahtl dostavame druhé parcialni derivace

%z lBQw y 0Pw —y 0w (—y>2 w2y 8w] .

922 | Ouz 22 0udv | 22 dvdu | \ 22 ) O ' 23 v
L (0w —yowy  (ow  —yow
Oou  z2 Ov Oou z2 Ov )’

Provedeme-li dale podobné vypocet zbylych druhych parcidlnich derivaci funkce

: C— : 8%z 8%z 8%z _ )
2 a dosadime-li vysledky do rovnice 55 — 2 o005 T o7 = 0, dostaneme rovnici

%115 (v+1)21 =0, coz je za nagich predpokladii totéz jako %?5 =0.

Kazdé feseni tifdy C? musi byt na okoli (ug, vo, z0) tvaru w(u, v) = ¢(u)+1(u)v,
¢emuz odpovidd z(z,y) = xéd(x+y) + y¥(z +y) na n&jakém okoli bodu (zg, yo, 20)-
Protoze (X,Y,Z) je v nasem piipadé prosté, C? hladké regularni na kazdé z Sesti
otevfenych souvislych mnozin G;, ¢ = 1,...,6, na které déli rovinu primky x = 0,
y =0 ay = —x, tak 2 musi byt nalezeného tvaru z(x,y) = x¢;(z +vy) + y;(z + 1)
na G; a navic t¥idy C2.

Je mozné dale studovat, co to pro feSeni rovnice znamena, ale to jiz je da-
leko od hlavniho zaméru tohoto piikladu. Pro zajimavost si ukazme, jak bychom
mohli pokradovat. Necht prvni kvadrant mé index jedna a dal$i komponenty jsou

o¢islovany proti sméru hodinovych rudic¢ek. Déale je napt. 11151 z(x,y) = ya(y) =
r—uU_
lirgl z(z,y) = y¥1(y) pro kazdé y vétsi nez nula. Je tedy yi1 (y) = yw2(y) = 2(0,y)
T—U4

pro y > 0. Proto je 1; funkce tiidy C? na intervalu (0,0). Podobné pro y < 0
dostaneme, ze y14(y) = y¥s(y) = 2(0,y). Necht tedy ¢ je definovana jako 11 = 1o
na (0,00) a jako 14 = 15 na (—00,00) a navic tak, aby y¥(y) byla tiidy C? na
celém R.

Podobné dojedeme k volbé z¢(x) = zds(x) = xps(x) = 2(x,0) pro x < 0 a
r¢(z) = v¢6(x) = x¢1(x) = 2(x,0) pro x > 0 s zé(x) tiidy C? na R.

Podobnymi avahami pro body pfimky y = —x dojdeme k tomu, ze musi platit
$(0) = 13(0) = ¢2(0) —9(0) a ¢5(0) —(0) = $(0) — ¢6(0).

Zvolime-li funkce ¢, ¥, ¢2, @5, W3 a Y tak, aby splitovaly uvedené podminky
a aby z definované s jejich pomoci bylo tiidy C2, pak jde o FeSeni, nebot na kazdé
z komponent G; je to feseni a funkce na obou stranach rovnice jsou spojité. ]

§78. Implicitné zadana zobrazeni. V predchozich ptikladech na zdménu pro-
ménnych slo mimo jiné o studium implicitné zadanych funkci. Ukazali jsme si, Ze
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ve zvolenych prikladech to $lo studovat pfimym vypoctem nebo téz pouzitim véty o
implicitné zadané funkci. Nyni si pfipomeinme vétu o implicitné zadaném zobrazeni
(jingmi slovy nékolika redlnych funkcich, které tvoii slozky takového zobrazeni).

Je-li F: G C R" xRF — R* zobrazeni oteviené mnoZiny G do R* tridy C*, je-li
F(a,b) = 0 € R¥ pro né&jaké (a,b) € G a je-li jakobidn zobrazeni y € R¥ v F(a,y)
nenulovy v bodé b € RF, pak existugi okoli U bodu a a okoli V bodu b takovd, e pro
vSechna x € U existuje prdvé jedno y = f(x) € V tak, Ze F(z, f(z)) = 0. Pritom f
je tridy Ct a je-li navic F tridy CP, pak i o f lze turdit totéz.

I tato véta ma aplikace na zdmeénu zavisle i nezavisle proménnych. Takovymi
ptiklady se zde vSak jiz nebudeme zabyvat.

Uvedme si jen dva priklady na pfimou aplikaci pfedchozi véty.

Piiklad Dokazte, ze rovnicemi

z + sin(xy) + cosx = 1,
e“y=1

je na néjakém okoli bodu zy = 0 v R urcena jednoznacné funkce f do néjakého okoli
bodu (xg, y0) = (0, 1) takové, Ze jsou na jejim definiénim oboru splnény obé zadané
rovnosti, pokud dosadime = = f1(z) a y = f2(z). Spoctéte, Cemu se rovna f'(0).

Reseni. Polozme Fi(x,y,z) = z +sin(zy) + cosz — 1 a Fy(z,y, 2) = ey — 1. Jsou

to funkce definované na R2, které jsou t¥idy C'*°. Chceme-li uzit vétu o implicitné

zadaném zobrazeni, v nasem piikladu implicitné zadanych funkci z = f1(z) a y =

f2(2) v okoli bodu (f1(0), f2(0),0) = (0,1,0), musime ovétit, ze jakobidn
95(0,1,0)  22(0,1,0)

972(0,1,0)  %2(0,1,0)

je rizny od nuly.* Vypoétem se pfesvédéime, Ze je roven jedné.
Mizeme tedy predpokladat, ze f1 a f2 jsou hladké (dokonce C°°) funkce na okoli
0 spliiujici nase pozadavky a derivujme rovnosti, ve kterych x = f1(2) a y = fa(2),
podle z:
1+ (coszy)(z'y +zy') — (sinz)z’ =0 a
e*yr’ +e*y = 0.

Po dosazeni z = 0 dostavame 1+ f1(0) =0 a f1(0) + f4(0) = 0, a tedy f'(0) =
(—1,1).

Priklad Uvazujme drahu ,objektu®, ktery se nachazi v ¢ase t v bodé
(z(t),y(t)) € R2. Necht je splnéno v kazdém t € (—¢,¢), ze t +sinz(t) +e?® =1

4Protoze predchozi véta hovori o vyjadreni poslednich proménnych v zavislosti na prv-
nich, muzeme uvazovat podobné jako pfi feseni druhého prikladu v §76 pomocné zobrazeni

‘1’1(5,77) = F1(77177727§)» @2(57 77) = F2(77177727§)7 kde n= (7717772)’
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at+ cosxz(t) + log(l + y(t)) = 1, pficemz v case 0 je objekt v poc¢atku. Spoctéte
zrychleni (2(0),y”(0)), které ma zminény objekt v ¢ase 0.

Reseni. Polozme Fy(t,z,y) = t+sinz+e¥—1a Fy(t,z,y) = t+cosz+log(1+y)—1.
Tato zobrazeni jsou na oteviené mnozing G = {(¢t,z,y) € R®: y € (—1,00)} t¥idy

C*, tedy i C2. Jakobian

95(0,0,0) 2£2(0,0,0)

ox oy
9(0,0,0)  22(0,0,0)

je roven jedné, a tedy je nenulovy. Podle véty o implicitné zadaném zobrazeni je
rovnicemi na néjakém okoli U nuly uréeno jednozna¢né zobrazeni ¢t — (z(t), y(t)) do
n&jakého okoli bodu (0,0), které je t¥idy C?. Z rovnic dostavame, Ze prvni derivace
x a y pro t € U museji spliiovat

1+ (cosx)x'(t) + e¥y'(t) =0 a

1
1— (sinz)2’(t) + ——'(t) =0,
() (0) + /1)

speciélné je tedy 2/(0) = 0 a y’(0) = —1. Dalgim derivovanim a dosazenim za z:(0),
y(0), '(0) a y'(0) dostdvame

§79. Tfebaze véta o implicitni funkci je svou podstatou lokalni, kombinace s ji-
nymi metodami nékdy umoziuje vySetfit globalni chovani implicitné zadanych
funkci. Ilustrujeme si to na jednom piikladu.

Piiklad Vysetiete tvar mnoziny

M = {(z,y) € R?: zarctgz = y* arctgy}.

Reseni. Zadéanineni zcela piesné. Reknéme si nejprve, Ze se jim muiiZe myslet zjistit,
zda je mnozina M sjednocenim nékolika (a kolika) grafti funkci a vySetfit chovani
(priibéh) téchto funkei. Oznac¢me F(z,y) = x arctgx — 3 arctgy. Pak funkce F je
tfidy C°° na R? a nage mnozina je nulovou hladinou (vrstevnici) této funkce.

Krok 1. Pro pevné x € R zjistéme pocet a pribliznou polohu takovych y € R, zZe
(z,y) € M. Za tim Gcelem zavedeme funkci f,(y) = F(x,y) definovanou na R. Jest
fi(y) = =3y arctgy — % pro y € R. Odtud vidime, Ze f.(y) > 0proy <0 a

131



Metody reseni vybranych Gloh z matematické analyzy

fi(y) < 0 pro y > 0. Tedy funkce f, je rostouci na (—oo, 0] a klesajici na [0, +00),
v 0 m& maximum. P¥itom f,(0) = z arctgx.

Je-li tedy x = 0, pak rovnice f,(y) = 0 mé jediné feSeni, a to y = 0. Tedy
mnozina M obsahuje jediny bod osy y, a to bod (0,0).

Je-li x # 0, pak f,(0) > 0. Navic zfejmé lim f,.(y) = lim f.(y) = —oc.

y——400 Y——00
Proto mé rovnice f,(y) = 0 dvé FeSeni, jedno kladné a jedno zaporné.

Zéavér: Pro x < 0 existuji pravé dvé ¢éisla yi(z) < 0 a yo(x) > 0 spliujic
(z,y:(x)) € M. Pro © = 0 existuje takové ¢islo préavé jedno, a to 0. Pro z > 0
existuji takova ¢isla pravé dvé, Feknéme y3(z) < 0 a ya(z) > 0.

Krok 2. Z véty o implicitni funkci plyne, Ze funkce y; a ys jsou tfidy C* na
(—00,0) a funkce y3 a y4 jsou C na (0,+00). Zdivodnéme si to podrobné napii-
klad pro funkei y;. Vezméme libovolné zy < 0 a uvazme bod (zg, y1(x0)). V tomto

bodé jsou splnény predpoklady véty o implicitni funkci z §76 (jest %(:}:0, y1(zo)) =

(—3y? arctgy — y;’%)y:yl(m) > 0). Proto je na jistém okoli bodu (zg,y1(xo)) vzta-
hem F(z,y) = 0 uréena funkce y = f(x) tiidy C*. Toto okoli lze vzit tak malé, aby
celé lezelo ve druhém kvadrantu. Pak ovSem z kroku 1 ihned plyne, ze f(x) = y1(x)
na svém defini¢nim oboru. Proto je funkce y; t¥idy C'° na néjakém okoli kazdého
xo < 0, tedy i na (—o0,0). Podobné lze zdiivodnit tvrzeni pro ostatni funkce y;.
Krok 3. Je-lii € {1,...,4}, pak plati x arctg x— (y;(x))3 arctg y;(z) = 0 na (o0, 0)
resp. (0,400). Na stejném intervalu tedy plati

()3
arctg z + s — (3(yi(w))? arctg yi(z) + Ul Jyi(x) = 0,

_Z _
1422

(z))3
3(yi(x))? arctgy;(z) + %

Odtud snadno plyne, Ze y; je rostouci na (—o0,0), y2 je klesajici na (—o0,0),
y3 je klesajici na (0, +00) a y4 rostouci na (0, +00).

arctgxr +

tedy y;(z) =

Krok 4. Protoze y; je monoténni na svém definicnim oboru, méa v krajnich bodech
limity. Spo¢téme nejprve limitu v 0 (piseme lir% , ale myslime prislusnou jednostran-
r—
nou limitu, neboli limitu vzhledem k definiénimu oboru). Jest lin%) yi(z) =c¢; € R
xTr—
(limita je vlastni — funkce y; je rostouci a zdpornd, ma tedy vlastni limitu, podobné
pro ostatni funkce).
Je 0= lin%(x arctgz — (y;(z))% arctgy;(z)) = —c} arctg ¢;, tedy ¢; = 0.
€Tr—
Podobné existuje limita v —oo resp. 400, ozna¢me ji d;. Protoze
lim (zarctgz — (yi(x))3 arctgy;(z)) =0 a lim zarctgxr = +oo,
T—00 T—00
je nutné lim (y;(z))3 arctgy;(x) = +o00. Proto d; = dz = —00, dy = dy = +00.
Tr— 00

Shrnuti. Mnozina M se sklada z grafa ¢tyt spojitych funkei g;, ¢ = 1,...,4.
Vsechny ¢tyti funkce maji v 0 hodnotu 0. Pfitom funkce §; je rostouci na (—oo, 0],
v —oo ma limitu —oco a je t¥idy C'* na (—o0,0). Podobné lze popsat zbyvajici t¥i
funkce.

Rozmyslete si, Ze mnozinu M lze nékolika zptisoby zapsat jako sjednoceni dvou
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grafi spojitych funkci definovanych na R.
|

Poznamka. Mohli bychom vySetifovat dal$i vlastnosti funkci §i,...,94 — jedno-
stranné derivace v 0, konvexitu a konkavnost, asymptoty v +o0co. Nicméné to délat
nebudeme — napfiklad vyraz pro druhou derivaci by jiz byl znacné nepiehledny.
Cilem bylo ilustrovat metody pouzivané pii globalni analyze implicitné zadanych
kiivek.

12. Posloupnosti funkci

Pfipomenime si, Ze posloupnost funkci f,: M — P definovanych na mnoziné M
do metrického prostoru (P,o) konverguje bodové k funkci f: M — P, jestlize
lim f,(z) = f(x) v P pro kazdé x € M. Pigeme kratce f,, — f.
Pokud plati
v€>03n0€an>n0v$€M O'(fn(l'), f(l')) <g,

fikdme, Ze posloupnost f, konverguje stejnomérné k f (na M) a piSeme f, = f
(na M).

Je-li i M metricky prostor, fikdme, ze f, konverguje lokdlné stejnomérné k f
(na M), jestlize pro libovolny prvek zz € M konverguje f, stejnomérné k f na
néjakém okoli x.

Poznamenejme, Ze konverguje-li posloupnost funkci stejnomérné (pfipadné lo-
kalné stejnomérné) k funkei f, pak konverguje k f i bodové. Toto pozorovani bu-
deme casto pouzivat.

Na nésledujicich piikladech si pfedvedeme, jak lze zkoumat, k jaké funkci po-
sloupnost funkci konverguje a o jaky typ konvergence jde.

Zatimco pii vySetfovani bodové konvergence posloupnosti funkci f,, jde vlastné
o vySetfovani posloupnosti f, () pro kazdé x € M zvlast, tedy o vySetfovani ,limity
s parametrem®, tak pri vySetfovani zbyvajicich konvergenci jde o néco nového a
budou se ndm hodit nékteré postacujici ¢i nutné podminky.

§80. Nutna a postacujici podminka pro stejnomérnou konvergenci po-

sloupnosti funkeci. Posloupnost f,: M — (P,c) konverguje k f: M — P stejno-
merné, prave kdyz

nlLII()lo sup{o(fn(x), f(z)): z € M} =0.
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Piiklad  VySetrete konvergenci posloupnosti funkci

TL2.:E3

fu(z) =

14+ n222°

Reseni. Nejprve vysetiime bodovou konvergenci, tj. konvergenci posloupnosti re-

alnych ¢isel f,(x) pro Véechny hodnoty redlného parametru x. Pro pevné zvo-
1+ 2z — = lim x%l = x. Zaroven plati zfejmé
n—0o0 2,2

lim f,(0) = 0, a tedy posloupnost funkci f,, konverguje bodové k funkci f, kde

f(z) =z naR.
Dale vysetfime, zda je tato konvergence dokonce stejnomérné. Chceme zjistit,
¢emu se rovnd sup{|fn(z) — f(x)]: * € R}. Zkoumejme za tim ucelem extrémy

funkce f, — f. Plati, ze (f, — ) (x) = (_I-HL%IZ)/ = (114_7?72902)2 Tato derivace
— 1

lené x € R nenulové je hm

je tedy nulovd, pravé kdyz x = ;- nebo x = —: a pro x blizici se k plus nebo k
minus nekoneénu méa f, — f limitu nula. Z toho plyne, ze f, — f nabyva v bodé
% své maximalni hodnoty = 5, a v bodé —% své minimalni hodnoty —==. Je tedy

lim sup{|f.(z) — f(z)|: x € R} = hm —n = 0 a dostavame, ze f, = f naR. ®H
Piiklad  VySetrete konvergenci posloupnosti funkci

fu(z) =nx(l — )"
na intervalu [0, 1].

Reseni. Snadno zjistime, Ze posloupnost f,,(z) konverguje k nule pro kazdé x z in-
tervalu [0, 1], a posloupnost tedy konverguje k nulové funkci bodové na intervalu
[0, 1].

Pokud posloupnost f,, konverguje stejnomérné, pak musi konvergovat i posloup-
nost ¢isel sup{|fn(x)|: € [0,1]} k nule. Funkce f,, jsou spojité na kompaktnim in-
tervalu [0, 1], a tedy nabyvaji svého minima i maxima. V krajnich bodech maji hod-
notu nula a pro z € (0, 1) je derivace f/(z) = n(1—2z)" —n?z(1—z)"~!. Ta je nulova
pravé pro jediné z € (0,1), a to pro z = 1 . Plati tedy, ze sup{|f.(z)|: = € [0,1]}
je rovno (47)" . Posloupnost téchto suprem (maxim) ma limitu 1, tedy nenulo-
vou a posloupnost f, nekonverguje stejnomérné k nulové funkei na intervalu [0, 1].

|

Piiklad Vysetfete konvergenci posloupnosti funkei

Reseni.  Oznaéme f,(z) = 2" — 2! pro + € R. Pokud # < —1 nebo z > 1,
posloupnost redlnych ¢isel f,(z) nekonverguje.
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Pro z € (-1,1] je nh_)n;@ fulz) = nle (1 — z)2™ = 0 a maximdlni mnozinou
M C R, pro kterou plati, ze posloupnost funkci f,, konverguje bodové na M, je
interval (—1,1] a funkce f,, na tomto intervalu konverguji bodové k nulové funkci.

Vysetfime, zda je tato konvergence stejnomérna. Protoze |f,(—1)] = 2 a f,
je spojitd na intervalu [—1,1], je sup{|fn(x)|: € (—1,1]} alesponi 2 pro vSechna
n, a tedy funkce f, nekonverguji stejnomérné na M ani na zaddné podmnoziné
M, kterd obsahuje posloupnost konvergujici k —1, t.j. M ma neprazdny prunik s
kazdjm okolim bodu —1. Uvazujme nyni libovolnou mnozinu N C M, jejiz uzaver
neobsahuje —1. Existuje tedy e € (0, 2) takové, ze N C (—1 + ¢, 1]. Derivace f,(x)
je nulova, pravé kdyz = = 5. Supremum mnoziny ¢&isel |f,(2)], # € N, je tedy
mensi nebo rovno nejvétsimu z ¢isel [ f,(—1+¢)|, [fn(1)| a [fn(;57)|- Posloupnosti
Cisel | fr(—1+¢)] 1 éisel | f,(1)| konverguji k nule, nebot posloupnost f,, konverguje
bodové k nulové funkci na intervalu (—1,1]. Méme f,, (1) = n%‘_l . ﬁ, a tedy
nh_>Holo fn(nL_H) =0- % = 0. Proto konverguje k nule i posloupnost maxim z ¢isel

[fa(=1+ &), [fa()] a |fn(;57)| ; a tedy i posloupnost suprem funkei f, na N.
Proto je konvergence posloupnosti f, na N stejnomérna.

Protoze libovolny bod intervalu (—1,1] je obsazen v intervalu (—1 + ¢, 1] pro
dostate¢né malé kladné ¢ i se svym okolim, je konvergence posloupnosti funkci f,

k nulové funkci na intervalu (—1, 1] lokalné stejnomérna. [ |
Piiklad VySetfete konvergenci posloupnosti funkcei f,(z) = e~le—xIn®
na R.

Reseni. Snadno se presvédéime, Ze posloupnost funkei f,, konverguje bodové k nu-
lové funkci na R.
Tato konvergence neni stejnomérna, nebot sup{|fn(z)|: € R} > [fn(L)] = 1.
Z téhoz dtivodu tato konvergence neni ani lokalné stejnomérné, nebot pro kazdé
okoli nuly U lezi nekone¢né z hodnot % v U, a proto ani posloupnost suprem

sup{|fn(x)|: € U} nekonverguje k nule. [

Na nésledujicim piikladu si ukdzeme, ze neni vzdy celné (a ani mozné) vyset-
fovat stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci f,, k funkci f na mnoziné M
vypoctem hodnot sup{|f.(z) — f(z)|: x € M}.

Piiklad Necht f,(z) = (logx)-sin a7y bro z > 0. Dokazte, ze f, = 0

na intervalu (0, co).

Reseni. Uvédomme si, Ze plati sinz < x pro viechna x > 0, protoZe sin0 = 0 a
rozdil z — sinz je neklesajici funkce, nebot (z —sinz)’ =1 — cosx > 0.
Pro z € (0, 1] uZijeme toho, zZe

| log x| L

)
n n
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kde a = max{|zlogz|: x € (0,1]}. Takto definované realné éislo a skutecné exis-
tuje, protoze funkce |xlogz| je po dodefinovdni hodnotou nula v nule spojitd na
uzavieném intervalu [0, 1].

Pro z € [1,00) uZijeme toho, Ze

log x

<

ISESY

|fn(2)] <

)
nx

kde b = max{ 105 Z:x € [1,00)}. Tentokrdt existuje maximum b proto, ze funkce
logz
xT

Celkem tedy mame sup{|fn(z)|: z € (0,00)} < %, a protoZe Ciselnd

je na intervalu [1, 00) spojitd a m4 limitu nula v nekone¢nu.

posloupnost max{a.b} 114 limitu nula, konverguje posloupnost funkci f,, stejnomérné

k nule na intervalu (0, 00). [ |

§81. Zaména limit. PovSimnéte si, Ze posloupnost funkci v poslednim ptikladu
konverguje bodové ke spojité funkci a pifi tom nikoliv lokalné stejnomérné. To je
zpusobeno chovanim funkci f,, v okoli bodu nula. Zkuste si rozmyslet, zda existuje
takova posloupnost f, spojitych funkci na R, kterd konverguje k nulové funkci bo-
dové a nekonverguje stejnomérné na zadném intervalu. My budeme v dalsim uzivat
nasledujici postacujici podminku pro spojitost limitni funkce. Pfedchozi priklad
ukazuje, ze nejde o podminku nutnou.

Necht posloupnost spojitiych zobrazeni fn: (M, p) — (P, o) konverguje k zobra-
zeni f: M — P lokdlné stejnomérné na M. Pak zobrazeni f je spojité na (M, p).

O néco silnégjsim vysledkem je véta (Moore-Osgoodova) o zdméné limit:

Necht a € M neni izolovany bod prostoru M a mecht posloupnost zobrazent
frn: (M \ {a},p) — (P,o) konverguje stejnomérné k zobrazeni f z M do P na
néjakém prstencovém okoli a. Predpoklddejme, Ze (P, o) je uplng metricky prostor,
napt. RF. Pak plati, Ze

lim f(z) = lim lim f,(x),
r—a n—oo r—a
pokud lim f, (x) existuje pro kaZdé n prirozené.
Tr—a

Poznamka. Aplikaci piedchoziho tvrzeni na metricky prostor (R*, p*), kde R* =
[—00,00] a p* je redukovand metrika, dostavame té7 varianty, ve kterych a = +oo
¢éia= —o0.

Piiklad Konverguje posloupnost funkci e~ (n2)? stejnomérné (lokalné stej-
nomeérné) na R?

Reseni. Funkce f,(z) = e~ (™) jsou spojité na R a konverguji bodové k charak-
teristické funkei f jednoprvkové mnoziny {0}. Ta neni spojitd, a podle pfedchoziho
tvrzeni nemiiZe jit o konvergenci lokélné stejnomérnou, a tedy ani stejnomérnou na
R.
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Nepatrné jinym argumentem je, ze 0 = lim f(x) # lim lim f,(xz) = 1 a tvrzeni
z—0 n—oo z—0
o zaméné limit 7ika, Ze nemiiZe jit o lokalné stejnomérnou konvergenci. |

22

n stejnomérné na R?

Piriklad Konverguje posloupnost funkei f,(z) =e

Reseni. Je lim f,(x) = f(z) = 1 pro x € R a lim f,(r) = 0. Kdyby po-
n—oo r—00
sloupnost f, konvergovala stejnomérné k f, tak by podle poznamky platilo, Ze
1 = lim f(z) = lim lim f,(z) = 0, coZ neni mozné. Tedy dand posloupnost
r—00 n—oo r—oo

funkci nekonverguje na R stejnomérné.

Metodami pfedchoziho paragrafu ovéite, Ze posloupnost restrikci f,, na interval
[—k, k] konverguje stejnomérné pro kazdé k > 0 a posloupnost f,, tedy konverguje
k f lokalné stejnomérné. ]

arctg nx
nx

Piiklad VysSetfete konvergenci posloupnosti funkei f,(z) =

Reseni. Vsechny funkce f,, jsou definovany na R\ {0} a konverguji bodové k funkci
f(x) = 0 na této mnozing, nebot funkce arctg nx je omezend a funkce - konverguji
k nulové funkci bodoveé.
Tato konvergence neni stejnomérna na zadné mnoziné, ktera obsahuje posloup-
nost 2 # 0, k € N, konvergujici k nule, nebot lim lim f,(zx) = 1 # 0 =
— 00

n—oo k

lim lim f,(z). Kdyby totiz konvergovala stejnomérné na {xj: k € N}, pak by

k—oo n—
se podle vyse uvedené véty o zdméné limit aplikované na metricky prostor M =

{0} U {zk: k € N} musely obé dvojndsobné limity rovnat. [ |

§82. Omezenost limity. Pokud posloupnost omezenych funkci f,: M — R
konverguje stejnomérné k funkci f: M — R, pak je i f omezend funkce na M.

Piiklad Konverguje posloupnost funkei f,(z) = stejnomérné na

(0,00)?

_1_
m—‘—%

Reseni. Funkce f, jsou omezené na (0, c0). Konverguji bodové k funkci » . Protoze
ta neni na intervalu (0,00) omezend, nekonverguje posloupnost funkci f,, stejno-
meérné. ]

§83. Zameéna limity a derivace. Je-li I omezeny otevieny interval v R, kon-

verguge-li posloupnost funkci F): I — R (lokdlné) stejnomérné k f: I — R na I

a existuje-li vlastni lim F,(a) pro néjaké a € I, pak posloupnost F, konverguje
n—oo

(lokdlné) stejnomérné k néjaké funkci F na I. Navic plati, Ze F' = f na I.

Piiklad Necht F,(z) = [;(1— )dyproxeRaF foeydy
pro z € R. Dokazte, ze lim F,(z) = F(x) pro vSechna z € R. (Urmtym integralem
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rozumime Riemanntiv integral.)

Reseni. Funkce jsou definovany na R, protoZe jde o integraly ze spojitych funkci na
uzavienych intervalech. VSechny funkce F), i F' jsou liché. To plyne snadno z toho,
ze jde o integraly ze sudych funkci a z definice urcitého integralu s libovolnym
poradim mezi napf. pomoci véty o substituci pro Newtontv integral a z toho, ze
Newtontv a Riemannuv integral pro spojité funkce na uzavieném intervalu jsou
jedno a totéz.

Dale plati, ze nh—>n;o F,(0) = 0 = F(0). Protoze jde o Newtonovy integrély,

je F,(x) rovno piirtstku primitivni funkce k funkeci (1 — ”ni)" od nuly do z. Je
tedy F/(x) = (1 — %)” Podobné je F'(z) = e~*". Je nam jisté znédmo, %e po-
sloupnost F/(y) konverguje k F'(y) pro kazdé y. Dokdzeme si, Ze tato konver-
gence je stejnomérnd na uzavienych intervalech [—x,z] pro libovolné x > 0. Je
_ 2log(17y7)
Fl(y)=e -% . Pokud ly| <z ae >0, je pro dosti velkd n hodnota zlomku
log(1- %)
_y

n
2

v intervalu (1 —e,1+¢). Funkce F) (y) tedy lezi na intervalu [—z, 2] mezi

n

funkcemi e~¥°(1+2) a ¢=¥°(1=9) | 7 toho snadno plyne, zZe

2

e 1< e_o(e_‘””2 —1)<e™ (e_‘gy2 -1)<

2

SF(y) - Fy) <e (e —1) <e 0™ —1) <™ -1
pro vSechna y € [—x, z], a tedy i to, Ze F, konverguji stejnomérné k F’ na [—z, z],
nebot & mizeme volit tak malé, Ze |e_””2 —1]1i \6”2 — 1| jsou mensi nez libovolné
malé predem zvolené kladné ¢islo.

Z piedchoziho tvrzeni konverguji i F,, k F stejnomérné na [—z, 2] pro vSechna
x > 0. Specialné konverguje posloupnost F,(z) k F(z) pro kazdé z € R, coZ jsme
méli ukazat. ]

Pro feSeni priklada na konvergenci posloupnosti funkci, tak jako pii konvergenci
¢iselnych posloupnosti, je vhodné uvédomit si, kdy lze zaménovat konvergenci po-
sloupnosti funkci s aritmetickymi ¢i dalsimi operacemi. DokaZzme si v nasledujicim
prikladu, ktery ma obecnéjsi vyznam, tvrzeni tohoto typu.

Piiklad  Dokazte tvrzeni:

Necht M je mnoZzina, (P, o) a (Q, 7) jsou metrické prostory. Necht f,: M — P,
gn: P — Q, g, jsou stejnomérné spojitd, f, = f na M a g, = g na P.

Pak g, 0 f,, =2 go f na M.

Odvodte, Ze 1ze zaménit soucet a stejnomérnou konvergenci pro dvé posloupnosti
realnych funkci.

Ukazte totéz pro soucin funkci s hodnotami v omezeném intervalu.

Resent.
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(1) Pro libovolné € > 0 najdeme ny € N tak, aby pro vSechna n > ng a vSechna
y € P platilo, ze 7(g,(v), 9(y)) < e.

Zobrazeni g,, je stejnomérné spojité, a proto najdeme § > 0 tak, aby pro
v8echna y1,y2 € P, pro kterd o(y1,y2) < 0, platilo, Ze 7(gno (y1)s Gno (¥2)) < €.

Nakonec zvolme n; > ng tak, aby pro n > ny a vSechna z € M platilo, ze
o(fa(2), f(2)) < 6.

Nyni pro n > n; a libovolné z € M mame

(g0 (), gn 0 fn(@)) < T(g(f (%)), gno (f(2))) + 7(gno (f (2)), Gno (fn (2)))+
+ 7(gno (fn(2)), 9(fn(2))) + 7(9(fn(2)), gn (fn (7)) < de.

(2) Necht a,, a b, jsou redlné funkce na mnoziné M, které stejnomérné konver-
guji k a, resp. k b. Uvazuje zobrazeni f,(x) = (an(z),bs(x)), f(x) = (a(z),b(z)) na
M a g,(y1,92) = 9(y1,%2) = 1 + y2 na R2. Funkce g je linearni forma, a proto je
stejnomeérné spojita. Zobrazeni f, konverguji stejnomérné k f na M. Tedy mtizeme
pouzit (1).

(3) Necht a,,, a, by, b jsou jako v (2) a navic s hodnotami v kompaktnim intervalu
I. Zobrazeni f,, i f definujme jako v (2) a uvazme, Ze g(y1,y2) = y1 - Y2 je spojité
na kompaktni mnoziné I. Zndma véta tika, ze takové g je stejnomérné spojité na I
a mizeme pouzit (1).

|
13. Konvergence fad funkci
Rikdme, 7e fada Y. a,(v) realnych (pfipadné komplexnich) funkci definovanych
n=1

na mnoziné M konverguje stejnomérné na mnozing M (lokdlné stejnomérné na
M v ptipads, ze M je metricky prostor), pokud takovym zptusobem konverguje
posloupnost ¢asteénych soucti. Ukazeme si metody vySetfovani stejnomérné (a lo-
kélné stejnomérné) konvergence fad funkci. Mnohé z nich jsou analogii metod pro
vysSetfovani konvergence ¢iselnych fad z oddilu 6.

§84. Zakladni nutnou podminkou pro stejnomérnou konvergenci fady je jeji

bodova konvergence.
oo
Jestlize fada funkci Y an(z) konverguje (lokdlné) stejnomeérné na mnoziné M,
n=1

o0 (oo}
pak Céiselnd fada > an(x) konverguje pro kaZdé x € M, tj. fada funkci > an(x)

n=1 n=1
konverguje bodové na mnoZiné M.
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o0
Priklad Radafunkef ) - nekonverguje stejnomérné na [0, 1], nebot po
n=1
dosazeni z = 1 rada diverguje.

Poznamka. Vysetfovani bodové konvergence fad funkci je vlastné zkoumanim kon-
vergence Ciselné fady s parametrem. Proto se v pfipadé potfeby budeme na fadu
funkei divat jako na fadu s parametrem. A mluvime-li o konvergenci fady funkci
na mnoziné, myslime samoziejmé bodovou konvergenci.

§85. To, ze fada nekonverguje stejnomérné, lze nékdy dokazat s pouzitim néasle-
dujici nutné podminky pro stejnomérnou konvergenci.
o0
Jestlize Tada >, an(x) konverguje (lokdiné) stejnomérné na mnoziné M, pak

n=1
funkce an(x) na M konverguji (lokdlné) stejnomérné k 0.

o0
Piiklad Konvergujeiada ) z" stejnomérné na intervalu (0,1)?
n=1

Reseni. Prokazdé n € N je funkce 2™ na (0, 1) rostouci a v bodé 1 zleva ma limitu
1, je tedy sup,¢(g,1) *" = 1. Proto funkce 2" nekonverguji k 0 stejnomérné na (0, 1).
Tudiz nase fada nekonverguje stejnomérné. |

Stejnym zpusobem lze ukazat, ze Ffada z pfedchoziho piikladu nekonverguje
stejnomérné na zadném intervalu tvaru (1 —e,1) pro € € (0,1).

§86. Neékdy miZze byt uziteény nasledujici trividlni postieh.
o0 o0
Necht " an(z) je fada funkci na mnoziné M a ng € N. Pak fada > an(x)
n=1 n=1
konverguje (lokdlné) stejnomérné na M, pravé kdyz (lokdlné) stejnomérné na M
o0
konverguje fada >, an(z).
n=no
Tento postfeh sam o sobé prilis aplikaci nema, jeho dtilezitost spociva v kom-
binaci s jinymi kritérii. Casto totiz staci, aby piedpoklady kritéria byly splnény
,0d jistého ng pocinaje“.

887. Jednoduchou postacujici podminkou pro stejnomérnou konvergenci fad je
Weierstrassovo kritérium.

o0
Jestlize (&iselnd) Fada > b, konverguje a pro kaZdé v € M a n € N plati
n=1

o0
|an(z)| < by, pak > an(x) konverguje stejnomérné na M.
n=1

o0
Piiklad Zkoumejte stejnomérnou konvergencitady . nffﬁz na [0, +00).
e

nyV=

nt+x2°

Reseni. Oznacme a,(z) = Funkce a,, je spojitd a nezapornd na [0, +00).
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Naleznéme jeji maximum.

Prox € (0,00) je al,(z) = n(n' 3 2))2 , a tedy funkce a,, je rostouci na [0, 72 /v/3]

2/z(n*+zx
a klesajici na [n?/v/3, +00). Maximum ma tedy v bodé x, = n?/v/3. Dosazenim

zjistime, ze an(z,) = ‘ﬁ . Protoze fada Z ‘ﬁ konverguje (viz §45), konverguje

nase fada stejnomérné na [0, +00) podle Welerstrassova kritéria. Je totiz |a,(z)| =
an(x) < }1/7; pro kazdé x € [0, c0). n

o0
Piiklad Nakterych intervalech je stejnomérné konvergentni fada »_ z"?
n=1
Urcete maximalni intervaly, na kterych fada konverguje lokalné stejnomeérné.

Reseni. Nejprve vysetfeme bodovou konvergenci. Dle §39 fada konverguje, pravé
kdyz « € (—1,1). Z piikladu v §85 uz vime, %e nekonverguje stejnomérné na zad-
ném intervalu tvaru (1 — ¢,1). Stejné lze ukéazat, Ze nekonverguje stejnomérné na
intervalech (—1,—1 + €) pro € > 0, protoZe ani na téchto intervalech posloupnost
funkci " nekonverguje stejnomérné k 0.

Déle uvazujme interval [-1 +£,1 — €] pro € € (0,1). Je-li « z tohoto intervalu,

o0

pak |27 < (1 — &)™ Protoze > (1 — &)™ konverguje, podle Weierstrassova kritéria
n=1

nase fada konverguje stejnomérné na [—1+¢,1 —¢].

Shriime vysledky: Maximalni mnozinou, kde fada konverguje bodové, je (—1,1);
fada konverguje stejnomérné na [—1 4 ¢,1 — €] pro kazdé € € (0, 1), konvergence
neni stejnomérna na (1 —¢,1) ani na (—1,—1 + ¢€) pro zadné £ > 0. Protoze podle
predchozi véty pro kazdé = € (—1, 1) fada konverguje stejnomérné na néjakém okoli
x, fada konverguje lokélné stejnomérné na (—1,1). [ |

o0
Piiklad Na kterych intervalech konverguje stejnomérné fada > 2"~7 ?
n=1

Reseni. Vsechny ¢leny fady maji smysl pro z € R\ {0}. Na podmnozinach této

mnoziny je jeji konvergence (bodovd, stejnomérné, lokilné stejnomérnd) ekviva-
o0 o0

lentni piislugnému typu konvergence fady > 27, coz je fada Y. a™. Z piedcho-
n==8 n=1

ziho piikladu a §86 plyne, Ze fada konverguje stejnomérné na intervalech [—1+¢, 0)

a (0,1 — €] pro kazdé ¢ € (0,1), nikoli v8ak na (—1,—1+¢) nebona (1 —¢,1). ®

Weierstrassovo kritérium je postacujici podminkou pro stejnomérnou konver-
genci, nikoli v§ak podminkou nutnou. A to ani pro fady s nezadpornymi ¢leny. O tom
svedci i pfedchozi priklad — tam uvedena fada konverguje stejnomérné napiiklad na
(0,1/2). Nicméné prvnich Sest ¢lenti této fady tvori funkce, které na (0,1/2) nejsou
omezené, a tudiz predpoklady Weierstrassova kritéria nemohou byt splnény. Weier-

o0
strassovo kritérium lze oviem pouzit na fadu Y, "7, coz bylo udélano v pred-
n=8
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minulém piikladé. Nasledujici priklad ukazuje, ze Weierstrassovo kritérium neni
nutnou podminkou pro stejnomérnou konvergenci ani v kombinaci s §86.

o0
Piiklad Na kterych intervalech konverguje stejnomérné fada > a,(z),

n=1
kde

sinz pro z € (0,7),
ay(z) =

0 pro xz € R\ (0, 7);

1
an(x)zﬁal(m—(n—l)ﬂ) proxe€Ran>27

Reseni. Rada zfejmé konverguje pro kazdé = € R, protoze a,(x) je nenulové nej-

o0
vySe pro jedno n € N. Pfitom a,(z) > 0 a ma]é(an(m) = 1 Rada ) 1 diverguje,
xe n=1

Weierstrassovo kritérium tedy pouzit nelze.
Nicméné, oznacime-li s(z) soucet a s,(x) n-ty casteény soudet nasi fady, plati

1 . . . v v
max |s(x) = sn(z)| = 577, Fada tedy konverguje stejnomérné na R. [ |
§88.  Ekvivalentni podminkou pro stejnomérnou konvergenci fady je Bolzano-

Cauchyova podminka.
(o]

Rada " a,(x) konverguje stejnomérné na mnoziné M, prave kdyz
n=1

(Ve > 0)(3no € N)(Vn € Nyn > ng)(Vp € N)(Vz € M) (

<o)

o0
Piiklad Na kterych intervalech konverguje stejnomérné fada P s A

Re$eni. 7 limitniho srovnavaciho kritéria plyne (viz §43), Ze nase fada je (abso-
lutné) konvergentni pro kazdé x € R. Oznacéme a,(r) = %% a zkusme opét najit
maximum funkee |a,(z)].
4 2

Pro z € R je a),(z) = % Proto je funkce a, klesajici na (—oo, —n?],
rostouci na [—n?,n?] a klesajici na [n? c0). Protoze limita funkce a, v —oco i
v 400 je rovna 0, je v bodé —n? minimum a v bodé n? maximum. Je tedy

o0

ma§<|an(x)\ = a,(n?) = 1/2n. Rada Y 1/2n je vSak divergentni, a tak nelze
re n=1
pouzit Weierstrassovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci na R.

Kdyz si vSak uvédomime, co jsme zjistili o monotonii funkci a,, vidime, ze
z Weierstrassova kritéria plyne stejnomérna konvergence nasi fady na intervalu
[-T,T] pro kazdé T € (0, 00). Zduvodnéme to podrobné:
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Jelliz € [-T,T) an > VT, pak |an(z)| < a,(T). Piitom fada > a,(T)
n>VT

konverguje (fada ze zaddni konverguje pro kazdé z € R, a tedy i pro T'). Proto fada

> an(x) konverguje stejnomérné na [T, T| dle Weierstrassova kritéria. Dle §86

n>VT
na tomto intervalu konverguje stejnomérné i fada ze zadani.

To, ze fada nekonverguje stejnomérné na (7', 00) pro zadné T' € R dokazeme
pomoci Bolzano-Cauchyho podminky. Je totiz

n

= B (n+k)n
Dot =3

k=1

- — =1/16.
231271—1-1{7 2(n+n)3 /

I \%

Zvolme tedy ¢ = 1/16. Je-li ng € N, vezméme n € N takové, Ze n > ng a
n? > T, dale polozme p = n a x = n?. Pak uvedeny vypocet ukazuje, ze neni spl-
néna Bolzano-Cauchyho podminka, konvergence tedy neni na (T, 00) stejnomérna.
Podobné, nebo s vyuzitim faktu, Ze funkce a,, jsou liché, vidime, Ze fada nekonver-
guje stejnomérné na (—oo,T) pro zadné T € R.
Shriime vysledky: Rada konverguje bodové na R, stejnomérné na kazdém ome-
zeném intervalu, na zadném neomezeném intervalu konvergence stejnomeérna neni.
|

§89. Jednou z postacujicich podminek pro stejnomérnou konvergenci ne nutné
absolutné konvergentnich fad je Dirichletovo kritérium.
oo
Rada Y a,(2)b,(z) konverguje stejnomérné na mnoZiné M, jestlize jsou spl-

n=1
nény ndsledujici podminky:

o0
(i) Cdstecné soucty Yady > a,(x) jsou stejné omezené na M (tj. existuje takové

n=1

N
K €R, Ze pro kazdé t € M a N € N je | Y an(z)] < K).
n=1
(i) Posloupnost {b,(x)} je monotdnnd pro kazdé x € R a stejnomérné konverguje
k0.

Piriklad Na kterych intervalech konverguje stejnomérné fada

o0

x
—1)"arctg — 7
Z( )arcgn

n=1

Reseni. Pro z = 0 fada konverguje absolutné, pro z # 0 ziejmé konverguje podle
Leibnizova kritéria (Ze konvergence neni absolutni lze zjistit napfiklad srovnanim

o0
s fadou > % pomocf limitniho srovnavaciho kritéria).
n=1
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(o]

Rada > (—1)" mé ¢4stedné soucty omezené ¢islem 1 (¢imz myslime, Ze abso-
n=1

lutni hodnota kazdého ¢astecného souctu je nejvys 1, konzistentné s terminologii po-

uzitou ve znéni kritéria). Jde o fadu konstantnich funkei, a tak jsou ¢astecné soucty
stejné omezené na R. Posloupnost arctg & je monoténni pro kazdé x € R. Funkce
arctg * je licha a rostouci na R, a tak na pro = € [~ R, R] plati |arctg 7| < arctg %,
a tedy arctg £ konverguje stejnomérné k 0 na [~ R, R]. Protoze lim arctg £ = 7 pro

T—00
kazdé n € N, nekonverguje posloupnost arctg 7 stejnomérné k 0 na zadném (R, o)
ani na (—oo, R). Podle §85 na téchto intervalech fada nekonverguje stejnomérné.
Shriime vysledky: Rada konverguje stejnomérné na kazdém omezeném intervalu
(a tedy lokdlné stejnomérné na R), nikoli vSak na neomezenych intervalech. [ |

Uvedena kritéria plati i pro komplexni fady (tj. pro fady, jejichz ¢leny jsou
komplexni funkce komplexni proménné; pficemz pozadavek monotonie urcéité po-
sloupnosti v sobé zahrnuje pozadavek, aby Slo o posloupnost realnych ¢isel). Pro
aplikaci Dirichletova kritéria se obc¢as hodi néasledujici postieh, o jehoz platnosti se
Ize snadno ptesvédcit s vyuzitim vzorce pro castecny soucet geometrické fady.

o0
Je-li z € C, |z| <1 az # 1, pak ddstecné soucty fady > 2™ jsou omezené
n=1
cislem ﬁ

Pozndmka. Rikdme-li, Ze posloupnost (realnych & komplexnich) ¢isel {a,} je
omezend Cislem K, minime tim, Ze pro kazdé n € N plati |a,| < K; tedy, Ze
posloupnost absolutnich hodnot ¢isel a,, je shora omezena ¢islem K.

Piiklad VySetfete konvergenci (absolutni, neabsolutni, stejnomérnou)

[ee]
n . 7
fady ). %- na podmnozinach C.
n=1

Reseni. Nejprve vysetfeme bodovou konvergenci. Je-li |z| < 1, pak fada kon-

verguje absolutné (pouzijeme tieba Cauchyovo odmocninové kritérium z §44 nebo

rovnou srovname s geometrickou fadou). Je-li |z] > 1, fada diverguje, protoze ne-

spliiuje nutnou podminku konvergence (viz §40). Pro z = 1 fada diverguje (jde o
(o]

fadu > %), pro z # 1 takové, ze |z| = 1 Fada konverguje podle Dirichletova kritéria

n=1

z §48 s pouzitim vyse uvedeného postiehu.
Rada tedy konverguje, pravé kdy# |z| < 1 a z # 1; konverguje absolutné prave
o0
pro |z| < 1 (je-li |z| = 1, pak Fada absolutnich hodnot je > 1, a tedy diverguje).
n=1
Vysetieme déle stejnomérnou konvergenci. Zkusme pouzit Dirichletovo krité-
rium. Posloupnost 1/n je klesajici a ma limitu 0. ProtoZe je to ¢iselnd posloupnost
(pFesnéji posloupnost konstantnich funkci), je konvergence stejnomérné na libovolné
oo

2
1—z|

mnoziné. Rada ) 2" mé ¢astecné soufty omezené ¢islem Vidime tedy, ze
n=1

jsou stejné omezené na mnozing tvaru {z € C: |z| <1,|z—1| > ¢} pro kazdé e > 0.
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Na mnozinach tohoto tvaru je tedy konvergence stejnomérna.

Dale ukazme, Ze konvergence neni stejnomérnd na zadné mnoziné, jejiz uzaveér
obsahuje bod 1. Vezméme tedy libovolnou posloupnost z,, € C spliiujici |z,,| < 1,
Zm # 1, zm — 1, a dokazme, Ze fada nekonverguje stejnomérné na mnoziné M =
{zm: m € N}. Nejprve si uvédomme, e fada konverguje stejnomérné, pravé kdyz
stejnomérné konverguje fada redlnych ¢asti i fada imagindrnich c¢asti. Ukézeme,
ze konvergence fady redlnych ¢asti neni stejnomérna. Kazdé z,, lze psat ve tvaru
Zm = Tm(cosay, + isinay,), kde r,, € [0,1] a oy, € (—m, 7. Z toho, Ze plati

o0
zm — 1, plyne r,, — 1 a a,, — 0. Rada redlnych ¢asti ma tvar Y. 17 cosnay,.
n=1
K vyvraceni stejnomérné konvergence pouzijeme Bolzano-Cauchyho podminku z
§88. Pokud totiz |a,,| < 7-, je

n n
> gt cos((n + k)oun)> rit cos(2nam) Y g >
k=1 k=1
> r2 cos(2nau,) - - o = 2127 cos(2nam).
Zvolme tedy napiiklad ¢ = <. Nechf ng € N je libovolné, polozme p =n = ng.
Protoze r™ — 1 a a,, — 0, ex1stuje m € N takové, ze r2" > L a 2n|ay,| < 3. Pak
predchozi vypocet ukazuje, ze E an itk cos((n+k)ay,) > % =e. To ukazuje Ze

v v

neni splnéna Bolzano- Cauchyho podmmka, a tudiz fada nekonverguje stejnomérné
na M.

Shrnuti: Rada konverguje stejnomérné na mnoziné A C C, pravé kdyz plati
inkluze A C {z € C: |2| < 1,z # 1}.

Zamysleme se jesté, kde konverguje stejnomérné fada absolutnich hodnot, tj.

fada Z =" I . Z Weierstrassova kritéria z §87 snadno plyne, ze konverguje stej-

nomérné na {z € C: |z| < r} pro kazdé r < 1. Z vySe uvedeného vypoctu
plyne, Ze nekonverguje stejnomérné na zadné posloupnosti {z,,} splijici |z,,| — 1.
Proto tada absolutnich hodnot konverguje stejnomérné na A C C, pravé kdyz
Ac{zeC:|z| <1} [ |

Vsimnéte si, ze napiiklad na mnoziné {z € C: |z| < 1,Rez < 0} fada z pfedcho-
ziho pfikladu konverguje absolutné a stejnomérné, zatimco fada absolutnich hodnot
nekonverguje stejnomérne.

Poznamenejme, Ze to, ze fada z predchoziho ptikladu nekonverguje stejnomérné
na zadné mnoziné obsahujici v uzavéru bod 1, lze ukazat mnohem jednoduseji
napiiklad s vyuzitim Moore-Osgoodovy véty z §81. Ukazeme si to pozdéji v §91.
Zde jsme dali pfednost dalsi ilustraci Bolzano-Cauchyovy podminky.

Podobné jako vyse uvedeny postieh o ¢asteénych souctech geometrické fady se

o0 o0

Casto hodi odhad pro ¢astecné soucty fad Y sinnz a . cosnz uvedeny v §48.
n=1 n=1
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oS} .
Piiklad VysSetiete stejnomérnou konvergenci fady »  =51%
n=1

na podinter-

valech [0, 7].

Reseni. 7 odhadu v §48 plyne, Ze pro kazdé 6 € (0,7m) a x € [d, 7] jsou Gastecné

soucty rady Z sinnz omezené ¢islem —— . Tudiz podle Dirichletova kritéria rada
n=1

konverguje stejnomérné na intervalu [6, 7r].

V bodé 0 fada konverguje rovnéz, je totiz nulova. Nicméné, nekonverguje stej-
nomérné na zadném intervalu [0,6). To ovéfime opét pomoci Bolzano-Cauchyovy
podminky. Uvazujme zj = .. Pro kazdé k € N je

2k
Z sin nxy, Z s1nn4k > Z

n=~k

SI)—‘

s\

Protoze klim zr = 0, je ¢ € [0,0) pro dostatecné velkd k. Neni tedy splnéna
— 00

Bolzano-Cauchyova podminka. (Rozmyslete si podrobné.) [ ]

§90. Dalsi postacujici podminkou pro stejnomérnou konvergenci je Abelovo
kritérium. -

Necht tada funkci > an(x) konverguje stejnomérné na mnoziné M a posloup-
n=1

nost by (x) je monoténni pro kaidé x € M a je stejné omezend na M (. exis-

tuje K € R takové, Ze pro kazdé x € M an € N je |b,(z)] < K). Pak Tada

o0
> an(x)b,(x) konverguje stejnomérné na mnoZiné M.
n=1

Piriklad Na kterych intervalech konverguje stejnomérné fada

il dr — 22 —1\" nad o
“n 3224+ 3 n+a2

Reseni. Posloupnost % je klesajici a mé limitu 0 (stejnomérné na R, protoze je to

4z—a?

vz ’ 43 e
»Ciselnd posloupnost“). Vyraz W

je pro kazdé z € R v intervalu [—1, 1] (ové-

o0
’ v 7 v v ’ v v —_ 2— . ’
feni pfenechame &tenaii), a tedy ¢astecné soucty fady 3 (22-Z-1)" jsou omezené
n=1

32243

oo
Cislem ﬁ = 3 (podle posttehu v §89). Proto fada %(%)" konverguje

n=1
stejnomérné na R podle Dirichletova kritéria z §89.
3 3
Zkoumejme nyni posloupnost %5 = 143;72/” Pro x > 0 je zrejmé neklesajici,
pro z < 0 je nerostouci. Navic je omezen4 ¢islem |x|3 (ve smyslu poznamky z §89 —

timto ¢éislem je shora omezend posloupnost absolutnich hodnot). Proto fada, podle
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Abelova kritéria, konverguje stejnomérné na kazdém omezeném intervalu. (Zdtvod-
néme si to podrobnéji: necht R > 0 a = € [~ R, R]. Pak |-22> ‘ < |23 < R3, a tedy

n—+x?2

posloupnost n’f; je stejné omezend na intervalu [— R, R]. Proto na tomto intervalu

miizeme pouzit Abelovo kritérium.)

Ze fada nekonverguje stejnomérné na zadném okoli +oco nebo —oo plyne z toho,
Ze na takovych mnozinach neni splnéna nutnd podminka konvergence z §85. Je totiz

. 2 3

lim | L(fopt e | = 1 (<1/3)" - (+00)] = +oo,
podobné pro x — —oo. [ |
§91. K vyvréceni stejnomérnosti konvergence fady funkci lze nékdy pouzit i

nutné podminky pro stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei (viz §81-§83)
aplikované na posloupnost ¢astecnych souctil. Illustrujme si to dvéma alternativnimi
zpusoby feSeni ¢asti posledniho pifikladu z §89.

o0
Piiklad Ukazte, ze fada )  Z- neni stejnomérné konvergentni na zadné
n=1

mnoziné M C C, pro kterou plati 1 € M.

Reseni. Bud M C {z € C: |z| < 1,z # 1} spliujici 1 € M. (Mnozina napravo je
oborem bodové konvergence, jak jsme se presvédéili v zminéném piikladu v §89.)

Pruni zpisob. Oznaéme s, (z) n-ty Casteény soucet nasi fady v bodé z. Pak
funkce s, je spojitd na C, a tedy omezena na kompaktni mnoziné M. Proto je
omezend i na M. Jestlize posloupnost s, () konverguje k funkci s(x) stejnomérné
na M, je funkce s(x) na M omezend podle §82. Z definice stejnomérné konvergence
plyne, Ze posloupnost s, (z) je stejné omezend na M. Protoze s, je spojitd funkce
pro kazdé n, je posloupnost funkci s, () stejné omezend i na M. Nicméné 1 € M a
sp() =141 4+ 1 tedy nh_)ngc sn(1) = co. To je spor, proto posloupnost s, (x)
nekonverguje na M stejnomérné.

Druhy zpiusob. Vyuzijeme Moore-Osgoodovu vétu z §81. Pro kazdé n € N je
lim £ = % Proto, kdyby fada konvergovala na M stejnomérné, pak by konver-

o0

govala i fada limit, tj. > % Ta ovSem diverguje, proto konvergence na M neni
n=1

stejnomérna. [

§92.  Na jednom piikladu si pfedvedeme pouziti Weierstrassova kritéria pro stej-
nomeérnou konvergenci fady funkci f, v pfipadé, kdy vypocet maxim ani suprem
funkci |f,| se pro to nehodi. S podobnym problémem jsme se setkali jiz v zévéru
880. Zaroven uzijeme Moore-Osgoodovu vétu pro piipad fady funkci.
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Piiklad Funkce f je definovana predpisem

o0

flz)= Z(logm) -log (1 + %) .

n=1

Spoctéte hm f(2).

(E—>+

Reseni.  Oznaéme f,(2) = (logz)-log(1+-% ). K tomu, abychom mohli uzit Moore-
Osgoodovu vétu o zameéné limit, potiebujeme, aby fada funkci f,, konvergovala
stejnomeérné na né€jakém pravém okoli nuly.

Pro funkci f,, plati odhad |f,(z)| < |logz|- %, je-li > 0, protoze vySetfenim
pribéhu funkce log(1 + y) se miZeme snadno presvédéit, ze log(l + y) < y pro
y > 0. Funkce |xlog x| je omezend na intervalu (0, 1] néjakou konstantou a shora,
nebot ji lze dodefinovat v nule tak, aby byla spojitd na uzavieném intervalu [0, 1].

o0
Plati tedy, ze |fu(z)] < %. Protoze ¢iselnd fada ) % konverguje, konverguje

n=1

o0

fada funkei Y f,, stejnomérné na intervalu (0,1), coz je pravé okoli nuly, podle
n=1

Weierstrassova kritéria. Z Moore-Osgoodovy véty plyne, Ze

lim f(x lei,%l fnlx :iOZO.
n=1

z—04

893.  V nésledujici kapitole si ukaZeme na prikladu mocninnych fad, jak lze vét
o zaméné sumy a derivovani ¢i integrovani uzit pro seéteni nékterych fad. Tady
si na jednom piikladu ukézeme, jak lze diky vété o zdméné sumy a integralu a
v predchozim vylozenych kritérii stejnomérné konvergence pocitat nékteré urcité
integraly, aniz pocitame, dokonce aniz umime spodcitat, primitivni funkci.

Pokud spojité funkce fn konverguji stejnomerne k f na omezeném intervalu
(a,b) a existuji integrdly f fu(z)dz, pak hm f fo(z)dz = f f(z)dz. Analogické

tvrzend plati pro tTady funkci.

Piiklad Spodtéte integral fol llof_;”

o0

Regeni. Pro z € (0,1) plati, ze p%m = Y (=1)"a", a tedy
n=0

1 o0
08T _ Z(—l)"m" log z.

14+ o
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(o)
Rada > (—1)" m4 stejné omezené ¢astecné soucty (jako fada konstantnich
n=0
funkei na (0,1)). Posloupnost 2™ log x je monoténni pro kazdé = € (0,1) a koneéné
posloupnost funkei 2™ log 2 konverguje stejnomérné k nule na (0,1), nebot funkce
|z™ log x| pro n > 0 nabyva v bodé e~'/™ maximélni hodnotu % (o tom se snadno
presvédcite vySetfovanim priubéhu této funkce pomoci derivace a toho, Ze limity
v krajnich bodech jsou nulové) a tyto hodnoty konverguji k nule pro n bliZici se
nekonec¢nu. Z Dirichletova kritéria pro stejnomérnou konvergenci mame, Ze nase
fada konverguje stejnomérné na intervalu (0,1).
Spocitame
1

1 n+1 1 n n+1 1
T x x 1
z"logxdx = logz| — de=—| —| =——5.
/0 J {n—f—l & L /0 n+1 {(n—i—l)?]o (n+1)2

Proto dostavame, ze

1 o]
log x 1
dr = E -1 n+1 ,
/0 1+ n:O( ) (n+1)2

7T2

o0
coz je fada se souctem —’lr—;. (Posledni fakt plyne z toho, ze > 3 = % (o tom se

n=1
presvéd¢ime v posledni kapitole o Fourierovych fadach v nékolika ptikladech) diky
tomu, Ze

118

OO o0 o0 2
R D e L

n=0 n=1 n=1 n=1

14. Mocninné rady

Mocninn fada o stiedu zg € C je fada (komplexnich funkei komplexni proménné)
o0

tvaru Y. an(z — 20)", kde a,, € C jsou koeficienty. My se budeme zabyvat pouze
=

fadami o stfedu 0 s redlnymi koeficienty. (Uvédomte si, Ze timto omezenim na
obecnosti neztracime — misto fady s komplexnimi koeficienty miZeme vySetiovat
dvé fady s redlnymi koeficienty.)

Budeme se zabyvat jednak vySetfovanim konvergence téchto fad, a pak rozvi-
jenim funkci v mocninné rady a s¢itanim mocninnych fad.

894.  Prvnim krokem pii vySetfovani konvergence mocninnych fad je uréeni po-
loméru konvergence, a tim i kruhu konvergence. Nasledujici tvrzeni je disled-
kem Cauchyova odmocninového kritéria (viz §44).
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Metody feseni vybranych Gloh z matematické analyzy

o0
Necht > apz™ je mocninnd fada. Existuje takové R € [0,+00] (tzv. polomér
n=0
konvergence), Ze na mnoziné {z € C: |z| < R} (tzv. kruh konvergence) fada kon-

verguje absolutné a lokdiné stejnomérné, zatimco v bodech z € C, |z| > R, Tada

diverguje. Polomér konvergence lze spocitat podle vzorce R = ——2—— (je-li ve
limsup Y/|an|

jmenovateli 0, je R = +00).
Poznamenejme, ze i v pripadé R = 0 fada konverguje pro z = 0.
Pfipomertime, Ze existuje-li limita lim {/|a,|, rovné se lim sup {/|ay|.
n—oo n—oo
o0

n’z"
n+20"

Piriklad Urcete polomér konvergence fady
n=0
Reseni. Polozime a,, = #720 aplati lim {/ lan| = 1, polomér konvergence je tedy
1. |

2

o0
Piiklad Urcete polomér konvergence fady . -
n=0

o /7" pron=£k% k€N,
Reseni. Jest a,, = . . Proto
0 jinak.
limsup {/|an| = klim /1/TF = klim 1/¥7=1,
polomér konvergence je tudiz 1. [ |

Nékdy se hodi misto vyse uvedeného vzorce pro vypocet poloméru konvergence
pouzit nasledujici tvrzeni, které je disledkem podilového kritéria z §44.
o0

Necht >~ anz2"™ je mocninnd fada. Ezistuje-li limita L = lim |“2| pak R =
n=0 n— o0
1/L (R = +o0, je-li L = 0) je polomér konvergence fady > an,z"
n=0

Piiklad Urdete polomér konvergence fady Z (glnfgg)',z
Reseni.  Jest a,, = % Poéitejme

o anst | _ oy (DLEAD) | (Bnr20)! (D) 2n42)@ntl) 4

nh_)rr;o = _nh_{rolo BntD+20)! nl(2n)! _nl_{rolo (3n+23)(3n+22)(3n+21) _ 277

polomér konvergence je tedy 27/4. [ |

§95.  Dalsi tllohou je vySetfeni konvergence na kruznici, ktera je hranici kruhu
konvergence. Pfitom je mozné vyuzit vSechna kritéria z oddilti 6 a 13 pro bodovou,
pripadné stejnomérnou konvergenci. Ukazeme si né€kolik ptiklad ilustrujicich rtizné

o0
moznosti, jeden takovy — pro fadu ) 2~ — jsme vyfesili v §89.
n=1
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Mocninné rady 14,

o0
Piiklad Vysetiete konvergenci fady Y. n2z".

n=0

Reseni. Protoze lim V/n? = 1, je polomér konvergence roven 1. Je-li |z| = 1,

n—oo
pak posloupnost 722" nem4 limitu 0, a tedy fada diverguje podle §40. Rada tedy
konverguje (a to absolutné), pravé kdyz |z| < 1. [ |

o0
Piiklad VySetfete konvergenci fady ) .
n=0

Reseni. Jest lim {/1/n? = 1, polomér konvergence je tedy roven 1. Pro |z| = 1
n—oo

o0
je |%z| = %. Rada ). - konverguje, a tedy nase Fada konverguje absolutné pro
n=0
kazdé z spliujici |z| = 1.
7 Weierstrassova kritéria z §87 plyne, Ze Fada absolutnich hodnot konverguje
stejnomérné na mnozing {z € C: |z| < 1}, specidlné nase fada na této mnoziné
konverguje absolutné a stejnomérné. |

896. Prirozvijeni funkci v mocninnou fadu, pfipadné pfi sé¢itani mocninnych fad
lze vyuzit zdkladnich aritmetickych operaci a zasoby znamych funkci, jejichz
vyjadieni mocninnou fadou znédme. Sem patii funkce e*, sinz, cosz, log(l + x),
(1+ x)“ a specialné souet geometrické rady.

o0
Piiklad Seététe na kruhu konvergence fadu ) 2 ,”
n—0 n.
= , . . , s} 23n+7 7 o) (23)71 , . e s} P
Reseni. Nejprve fadu upravime: Eo o =z Eo - Vime, ze e = Zo 2
n= n= n=
na celém C, a tedy soucet nasi fady je 27e*’ na celém C. |
x an
Piiklad Seététe fadu ) G-
n=0
Reseni. Jest
= (4n)! 2 = (2n)! 2\ &= (2n)! = (2n)!



Metody feseni vybranych Gloh z matematické analyzy

na C. [ |

Poznamenejme, ze funkce %(ez + e~ %) se znadi cosh z. Pokud zndme vyjddieni

funkce cosh z mocninnou fadou, vyfesime predchozi priklad rychleji.
Uzite¢nym néstrojem je véta o jednoznacnosti pro mocninné fady.
o0 o0
Necht Y~ anz™ a Y byz™ jsou dvé mocninné vady, které pro viechna z z néjaké

n=0 n=0
nekonecné kompaktni podmnoZiny pruniku jejich kruhi konvergence maji tyz soucet.

Pak a, = b,, pro vsechnan =0,1,2,...

Piiklad Vyjadfete (na maximélni mnoziné) mocninou fadou o stiedu 0

3 z
funkeci -

o0
Reseni. Vime, Ze pro |g| < 1 plati 1T1q = > ¢". Proto pro |z| < 1 plati %5 =

n=0
z z_:o(—z?’)" = 20(—1)”z3n+1.

Tim jsme vyjadrili funkci ze zadani mocninnou fadou na kruhu {z € C: |z| < 1}.
Vysledné fada mé polomeér konvergence 1 a na kruznici diverguje. Z uvedené véty
o jednoznacnosti plyne, Ze nalezené vyjadreni je jediné a zminény kruh je hledanou
maximalni mnozinou. ]

Piiklad Vyjadfete (na maximalnim intervalu) mocninou fadou o stfedu
0 funkci sin? z.

~ &0 1\ 2n
Resend. Je sin® z = 1252522 Piitom cos 2z = Zo % na R, tedy
n—
x n+122n—1
2 Z ( 1) 2n
sin“z = — = na R.
!
— (2n)!
|
§97. Pfi séitani mocninnych fad nékdy mize pomoci skutecnost, ze na kruhu

konvergence konverguji absolutné, a tudiz je lze jakkoli prerovnat a uzavorkovat,
aniz by se zmeénil soucet.

o0
Piiklad Sectéte fadu > nz™ viude, kde konverguje.
n=1

Reseni. Protoze lim {/n = 1, je polomér konvergence roven 1. Je-li |z| = 1, pak

n—oo
neni splnéna nutnd podminka konvergence z §40, a tedy fada diverguje. Proto fada
o0 o0 n o0 o0
konverguje, pravé kdyz |z| < 1. Protakovdzje Y nz"= > > 2"= > Y 2" =
n=1 n=1k=1 k=1n=k
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Mocninné rady 14,

oo X o) n

> 1’z_kz = 725z Uvédomte si, Ze jsme pouzili faktu, Ze rada > ( |z”|> =
k=1 n=1 \k=1

o]

> |nz™| konverguje. [ |
n=1

§98. Diky tomu, Zze mocninné fady konverguji lokalné stejnomérné na kruhu

konvergence, lze je derivovat a integrovat ¢len po ¢lenu, pficemz zderivovana
¢i zintegrovand fada ma stejny polomér konvergence (posledni tvrzeni snadno ply-
nou ze vzorce pro vypocet poloméru konvergence). V téchto piipadech se obvykle
omezujeme na tyto fady v redlném oboru, pak mluvime o intervalu konvergence na-
misto kruhu konvergence. (Nicméné lze pracovat i v komplexnim oboru, s pouZitim
pojmu derivace podle komplexni proménné a primitivni funkce k funkci komplexni
proménné.)

(i) Necht f(z) = > anz" na intervalu (kruhu) konvergence. Pak na této mno-
n=0

o0
Ziné plati f'(z) = > (n+1)an+12". Navic polomér konvergence fady pro f'
n=0

je roven poloméru konvergence tady pro f.

o0
(ii) Necht f'(z) = > anz™ na intervalu (kruhu) konvergence. Pak na této mno-
n=0

o0
Zin€ plati f(z) = f(0) + > “=*2". Navic polomér konvergence fady pro f
n=1

je roven poloméru konvergence vady pro f'.

Pifiklad Na maximalnim otevieném intervalu vyjadiete funkci arctgz
jako soucet mocninné fady se stfedem 0.

Reseni. Jest arctg’ x = H-% pro z € R. Pfitom

1 > n - n n
e = ) = Ry

a (—1,1). Protoze arctg0 = 0, dostdvéame

oo (_1)nx2n+l

tgr =) ~————
arctgx RZZO ST

na (—1,1). Interval (—1,1) je maximalni diky vété o jednoznacnosti zformulované

v §96, protoze je intervalem konvergence nalezené rady. |
o0 n
Piiklad Seététe fadu > m na intervalu konvergence.
n=1
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Reseni. Nejprve si uvédomme, ze polomér konvergence je 1. Ozna¢me symbolem

< 4w S X pntl
f(z) soucet fady na (—1,1). Pak f'(z) = » n+1’ tedy z2f'(z) = . T 2
tudiz (z2f'(x)) = Z " = . Primitivn{ funkef k funkei £~ = &~ — 1 na
intervalu (—1,1) je naprlklad funkce —x — log(1 — z), a tedy existuje ¢ € R, Ze
22f'(r) = —z —log(1 —x) +cna (—1,1). Dosazenim z = 0 zjistime, Ze ¢ = 0. Proto
flx)=-1- log(gc%m) na (—1,0)U(0,1). Spo¢téme primitivni funkei k pravé strané

/—1—71%(1_36) dx:—log\x\+log(1_x)+/ ! dz =
x x? x x(1—x)
log(1 — 1 1
:—log\x\—i—w—f—/(——k Ydz =
x x

log(1 — x)
x

—log |x| + +log|z| —log(l —z) + C =

:M_log(l_ch
x

a (—1,0) ana (0,1). Protoze f(0) = 0 a funkce w —log(1 —2) ma v 0 limitu
-1, je
14 1250=2) _1og(1 —2) prox e (—1,0)U(0,1),

0 pro z = 0.

)= {

Pozndmka. Mohli jsme ovSsem postupovat takto:

00 00 00 00

A (2 - EA R " AL

n(n+1) n n+1) n n+l
n=1 n=1 n=1 n=1

pokud |z| < 1. Uzili jsme rozvoj logaritmu v Taylorovu fadu, ktery si bud pa-
matujeme, nebo jej mizeme odvodit pomoci zadmény sumy a prvni derivace. Tuto
zameénu si zkuste provést sami.

(oo}
Piiklad Sectéte fadu > n2a™.

n=1

Reseni. Polomér konvergence je 1 a na (—1,1) plati

o0 o0 o0 / o0 /
E n?z" =z E n?z" =g E ne" | =xx E nz" 1| =
n=1 n=1 =

() =o (+(52) ) o () - 222
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Mocninné fady 14.

V bodech x =1 a x = —1 fada diverguje. [ ]

§99. Jednoduchym pravidlem pro soucet mocninné fady v hrani¢nich bodech
kruhu konvergence je nasledujici postieh:

Necht mocninnd Tada s polomérem konvergence R konverguje absolutné v bodé
R. Pak Tada konverguje stejnomérné na mnoziné {z € C: |z| < R} a jeji soucet je
na této mnoziné spojitda funkce.

Piiklad Najdéte soudet fady . 71(273_1) v bodech z =1ax = —1.
n=1

Reseni. V jednom z ptikladfi v §98 jsme ukézali, ze soudet této fady je na mnoziné
(—1,0) U (0,1) roven 1 + w —log(1 — z). Protoze v bodé 1 fada konverguje
absolutné, je jeji soucet spojity na [—1,1] (dokonce na {z € C: |z| < 1}). Proto
soucet pro = —1 je roven 1 — 2log?2 a soucet pro x = 1 je roven 1 (protoze funkce
W —log(l —xz) = % mé v bodé 1 zleva limitu 0). [ |

8100. V piipadé, ze konvergence na hranici neni absolutni, mize pomoci Abe-
lova véta.

o0
Necht > a,z™ je mocninnd fada, R polomér konvergence, f(z) jeji soucet na
n=0

o0
kruhu konvergence a zo je komplexni éislo splriugici |z0] = R. Jestlize Y anzf

n=0
konverguje, pak existuje limita tlirln f(tzo) a rovnd se souctu uvedené Tady.

Piiklad Sectéte fadu > S
n=1

Reseni. Rada konverguje podle Leibnizova kritéria a vznikne dosazenim x = 1 do
1)nw2n+1

. Tato fada ma polomér konvergence roven 1 a na
2n-+1

x —
mocninné fady 3 ¢
n=1
(—1,1) je jeji soucet roven arctgx — x, jak vime z prvniho piikladu v §98. Podle
Abelovy véty je soucet nasi fady roven linla (arctgr —z) = arctgl —1=7—-1. W
r—1—
Poznamenejme, Zze obréaceni Abelovy véty neplati, totiz uvedend limita muze
existovat, aniz by prislusna rada konvergovala, o ¢emz svéd¢i naptiklad geometricka

o0
fada > 2" a zg = —1.
n=0
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15. Fourierovy rady

§101. Uvedeme zde nékolik piikladi k ivodu do teorie klasickych Fourierovych
fad. Predevsim si pfipomenme, ze pro 2l-periodickou realnou funkci f: R — R,
ktera je lebesgueovsky integrovatelna® na omezenych intervalech (mnozinu takovych
funkei oznacujeme P(21)), se jejimi Fourierovymi koeficienty rozumi ¢isla

1/ m
w1 [ f@eos (na]) de n=0.1....
l/l f(x)sin(nxz> dz, n=1,2
s l ., n=12...

Fourierovou fadou funkce f € P(2l) je pak fada

% + nij:l (an cos (nx?) + b, sin (m;?))

bez ohledu na to zda a v jakém smyslu konverguje nebo ne. (Jde o specidlni pfipad
tzv. trigonometrickych fad, které maji stejny tvar, ale koeficienty a,, a b, nemuseji
souviset s zaddnou funkci f.) Néasledujici piiklady se budou zabyvat pfedevsim tim,
kdy rada konverguje bodové ¢i stejnomérné k funkci f. Urcité znate z prednasky
néjaké postacujici podminky, které to zarucuji. My zde uvedeme pomérné silné
postacujici podminky, které nadm v nasledujicim textu, ale i pro vétsinu obvyklych
prikladti, postaci pro feseni.

Necht f € P(21) je po cdstech hladkd v tom smyslu, Ze v intervalu [—1, 1] najdeme
koneéné mnoho bodi {x1,...,x} tak, Ze [’ je spojitd mimo tyto body a v x;,
1=1,....k, maji f i f' jednostranné vlastni limity. Pak Fourierova vada funkce f
konverguje bodové na R k funkci g(x) = % , kde f(xy), resp. f(x_), znact
limitu funkce f v bodé x zprava, resp. zleva. Je li navic f spojita funkce, pak jeji
Fourierova tada konverguje k f stejnomerné na R.

Na nékolika z dalsich ptikladt se pfesvéd¢ime o uzite¢nosti Parsevalovy rovnosti,
o které hovori nasledujici véta.

bn

a+2l

Necht | je spojitd s vijjimkou konecné mnoha bodi a f f?(z)dr < oo pro

néjakd a € R a l > 0. Pak plati, Ze

1 a+2l2 (2) - 2

Dostate¢ns bohatou zésobu lebesgueovsky integrovatelnych funkci na intervalu I da-
vaji funkce spojité s vyjimkou konec¢né mnoha bodii, jejichz absolutni hodnota mé zobec-
nény Riemanntv integral.
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kde an—1, by, n € N, jsou Fourierovy koeficienty funkce f (presnéji libovolné 21-
periodické funkce f, kterd je rovna f na intervalu (a,a + 21)).

Piiklad Uvazujte 2n-periodickou funkci f, kterd je rovna 3 na intervalu
[—7, 7). VySetTete, k emu konverguje jeji Fourierova fada bodové, rozhodnéte, zda
jde o konvergenci stejnomérnou, a zjistéte, co fikd Parsevalova rovnost pro tento
pripad.

Reseni. Funkce je diky zadani 27-periodicka a je po ¢astech hladka (v intervalu
[—7, 7] staéi zvl48t uvazovat jen oba krajni body). Automaticky je pak f integro-
vatelnd na omezenych intervalech.

Integraly definujici Fourierovy koeficienty a, jsou nulové diky tomu, Ze funkce
f(x) cos(nzx) je na intervalu (—m, ) lich4.

Pocitejme

wbp= [ %sin(nz)dz = [ zsin(nz)de = [z=cosne]t 4 [T m) dzr =
— —wcssnﬂ' — (_1)n+1%.

Fourierovou fadou funkce f je tedy

n+1

Z sin(nx).

Tato fada konverguje k f(x) pro ta redlna x, kterd nejsou celym lichjm nésobkem 7
podle pfedchozi véty. Takova x jsou totiz dokonce body spojitosti f, a tedy f(z) =
w. V lichych nésobcich 7 pak fada konverguje k nule (= %)
Protoze Fourierova fada je fadou spojitych funkci a jeji soucet neni funkce
spojita, nejde o stejnomérnou konvergenci.
Protoze funkce f? m4 ziejmé koneény integral na kazdém omezeném intervalu,
je splnén predpoklad Parsevalovy rovnosti, a plati

- — 1 1 [T jz\2 1231 1 /a8 2
n;" ;rﬂ w/_ﬂz TTElel  Tx\e) 6
Parsevalova rovnost ndm tedy dava rovnost 1= ”6—2 [ ]
n=1

c s vow

% + 7; (an cos (mz?) + b,, sin (mz?))

k funkci f stejnomérné, pak a, a b, jsou nutné Fourierovymi koeficienty funkce f.
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Piiklad Vysetiete konvergenci Fourierovy fady m-periodické funkce, ktera
se rovna funkci cos x na intervalu (-3, 7).

Reseni. Povsimnéme si, Ze hodnoty funkce v bodech 5 +km, k € Z, nejsou popisem
urleny jednozna¢né. Nicméné ze zaddni snadno plyne, Ze funkce je v P(7) a Ze je
po castech hladka.

Zadani odpovidéa hodnota [ = 7 z definice Fourierovych koeficientti a Fourierovy
fady. VSimnéme si, ze Fourierovy koeficienty a fada zadané funkce budou splyvat
s koeficienty a fadou funkce |cosz|. To je sudéa funkce, a proto tentokrat budou
nulové koeficienty b,,. Pocitejme

e o)
ap = — cosxcos | nr— | deo =
mJ— (3)

)

[SER

- g/ % (cos((2n + 1)z) + cos((2n — 1)z)) dz =

mwJ)_=
_ L[sin@n+ 1)z sin2n—1)e P2 /(=" N (—1)n+1
T on+1 on —1 _%_w 2n+1 2n—-1/°

Fourierovou fadou v8ech funkci odpovidajicich zadani je tedy

Protoze funkce | cos z| je po ¢astech hladkd a spojité, konverguje tato fada stejno-
mérné k funkci | cos z|.

Povsimnéme si navic, Ze jde zaroven o trigonometrickou fadu 2mw-periodické
funkce | cosz|. Z vyse Feceného je ziejmé, Ze nalezend fada je zérovein Fourierovou
fadou zadané funkce uvazované jako funkce z P(2). To je tzv. kosinova fada sudé
2m-periodické funkce. u

2

Piiklad Uvazujte 1-periodickou funkci, kterd je rovna z* na intervalu

(0,1). Zjistéte, co Fika pfislusnd Parsevalova rovnost pro tuto funkei.

Reseni. Jde o funkci, jejiz ¢tverec je integrovatelny na intervalu (0,1). (Navic jde
o po c¢astech hladkou funkci a mohli bychom tedy téz studovat, k ¢emu konverguje
piislusna Fourierova fada jako v pfedchozich p¥ikladech.) Pocitejme jeji Fourierovy
koeficienty:

ag :2f01x2d:1:: 2,

an =2 fol x? cos(2mnz) dr = Trg—lnz pro n € N (provedte si podrobné a vS§imnéte
si, pro¢ jsme poéitali ag zvlast),
by, =2 fol 2% sin(2mnz) doe = — L.
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Parsevalova rovnost nam tedy fika, ze

o [ tgpo Lo ] 1
Oz x—§+; 7T4n4+772n2 ’

o0
. . ’ Ve . 2 . K /N~
Spocteme-li integral a uZzijeme-li rovnost # = %, kterou jsme odvodili vyse,
n=1

o0
7 7 2
dostévame 2 = 2+ Y Lo 4+ LT a tedy
n=1
o0
S
nt 90
n=1

Uz jsme si zdUraznili to, ze aplikaci Parsevalovy rovnosti mizeme dostat in-
formaci o souctu ¢iselné rady, ktera je zajimavéa, pfipadné pro nas nova. Totéz lze
ovSem TFici mnohdy i o souctu Fourierovy fady samotné, jak uvidime v nésledujicich
dvou ptikladech.

Piiklad VySetfete konvergenci Fourierovy fady funkce |z| na intervalu
(—1,1). (Pfesnéji: VySetTfete konvergenci Fourierovy fady néjaké 2-periodické funk-
ce, kterd ma dané ztzeni na (—1,1).) Co déva vysledek pro bod z = 0?7

Reseni. Definujme funkci f na celém R tak, aby spliiovala podminky zadani, byla
2-periodicka a navic pro pohodli tak, aby byla spojita na R. Takova funkce je jedina
a f(142k) =1 pro kazdé k € Z. Tato funkce je navic po ¢astech hladka. Proto jeji
Fourierova fada konverguje k f stejnomérné.

Diky sudosti zadané funkce vidime bez vypoc¢tu, Ze b, = 0. Snadno spocteme,
7e ag = 2 fol rdr=1aa, =2 fol zcos(nzm)dr = 25 ((—1)" — 1).

o0
Hledanou Fourierovou fadou je % + > ﬁ cos(nam) a ta konverguje stej-
n=1

nomérné k f na R.

71'2

o0 o0
Dosadime-li # = 0, dostaneme 0 = § + n21 ﬁ, a tedy n21 ﬁ =z
(Povsimnéte si, 7ze posledni rovnost lze odvodit téz ze znalosti souctu fady

) 1
> 77 n
n=1

Piiklad VysSetfete konvergenci Fourierovy fady 2m-periodické funkce f,
ktera je rovna sgn z na intervalu (5", 5 ) a nule na zbytku intervalu [-, 7]. Napiste,
co vysledek fik& pro x = 3.

mn

oo
Reseni. Vypoctem zjistime, Ze Fourierovou fadou je Y -2 (1—cos %) sin na. Pro-
n:1 ™

toze zadand funkce je po ¢astech hladkd, konverguje jeji Fourierova fada v bodé 3
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FGO+E )

k hodnoté¢ —+——= = %7 a tedy je

g |

™ 2
1 n=1

2 ™ N o= 2 o= 2(=1)"
—(1— —)sin — = —sin — = —_—.
(1 —cos 5 ) sin E sin 321 -

n

= 7. (Tato rovnost by ndm uz méla byt zndma, nebot jde

Ty $ GO0

o vyjadreni hodnoty funkce arctg 1 pomoci p¥islusné Taylorovy fady.) |

K tomu, abychom lépe rozuméli, jak spolu souviseji Fourierovy rady funkci,
pokud je rozvijime jako funkce s raznymi periodami, je dobré rozmyslet si, ze koefi-
cienty 2[-periodické funkce vzhledem k trigonometrickému systému 2I-periodickych
funkci a vzhledem k systému 2lk-periodickych funkci pro néjaké k € Z splyvaji.
Presnéji, koeficienty vzhledem k funkcim cos (nx%% sin (mc%), kde n neni déli-
telné k, o které se tyto dva systémy lisi, jsou nulové.

Piiklad Spoctéte Fourierovy koeficienty m-periodické funkce f, ktera je
rovna x na intervalu (0, 7). Co ¥ik& Parsevalova rovnost?

Reseni. Budeme funkci uvazovat jako 2r-periodickou. Protoze plati piedchozi véta
o jednoznacnosti, musi nam vyjit taz Fourierova fada, kterou bychom dostali, kdy-
bychom uvazovali nasi funkci jako w-periodickou. Je ag = % ffﬂ f(z)dx = . Pokud
k funkci f pficteme konstantu —7, dostaneme lichou funkci. Ale konstantni funkce
ma nulové koeﬁcienty an, n € N, a tedy mizeme déle poéitat jen b,, a to pro funkci
f nebo f(x) — F, coz musi opét vyjit nastejno. Pro f(z) — § miizeme ovSem vyuzit
lichost této funkce. Mame

1 [ 2 (7 s (—1)n+t
bp = — z)sin(nz)dr = — x — —)sin(nx)der = ———.
o= | t@sinmar =2 @ Fsingna) )
Funkce mé integrovatelny kvadrat na intervalu (—m,7), a tedy z Parsevalovy
oo
rovnosti dostavame, Ze ”—2 + Z =L (7 fAa)dz =12 [[2?de = Zx%
=1
OO
Celkem méame tedy, ze 2_: % = % — ”72 = %2, coz nas uz nepfekvapi. |
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