JIRI ENGLICH

UVvVOD
DO PRAKTICKE FYZIKY
I

ZPRACOVANI VYSLEDKU MERENI



qﬂ'ﬂ
4125, / /
- ;'
| B
Qors a1
008
0025 ;
0500
: \
%% 55 Y10 ¥10 430 iM0

Jeden z experimentt, které zménily vyvoj fyziky v minulém stoleti. V roce 1911 prof. H. Ka-
merlingh Onnes ve své laboratofi v Leydenu méfil teplotni zavislost odporu vzorku rtuti.
V okoli teploty 4,2 K naméfil ,,skokovy® pokles odporu o ¢tyti rady (viz obrazek, ktery je
historickym originalnim zdznamem experimentu, na ose x je vynesena teplota v Kelvinech
(K)). Jev, ktery byl pozdéji potvrzen a nalezen pfi niZsich teplotach i na jinych kovech, napt.
cinu a olovu, byl interpretovan jako fazovy prechod latky do kvalitativné nového stavu, ktery
byl nazvan stavem supravodivym. Podrobnosti a historické souvislosti experimentu jsou uve-
deny napt. v clanku C. J. Gortera (Rev. Mod. Phys. 1 (1964)). Za tento vysledek a dalsi praci
v oblasti fyziky a techniky nizkych teplot byl prof. H. Kamerlingh Onnes ocenén v roce 1913
Nobelovou cenou za fyziku.



JIRI ENGLICH

UvVOD
DO PRAKTICKE FYZIKY
I

ZPRACOVANI VYSLEDKU MERENI

matfyzpress
PRAHA 2006



Balisticky galvanomér na obdlce byl soudasti polarografu, ktery byl zkonstruovan podle
néavrhu prof. J. Heyrovského. Prof. Heyrovsky, jako dosud jediny védec ¢eské narodnosti,
ziskal v roce (1959) Nobelovu cenu pravé za objev a rozvoj metody polarografické analy-
zy. Automatizované verze polarografi, které obsahovaly tento galvanomeér, byly vyrabény
firmou Dr. V. & J. Nejedly v letech 1929-1946.

Vsechna prava vyhrazena. Tato publikace ani Zadna jeji ¢ast nesmi byt reprodukovéana
nebo $ifena v zddné formé, elektronické nebo mechanické, véetné fotokopii, bez pisemného
souhlasu vydavatele.

© Jiti Englich, 2006
© MATFYZPRESS, vydavatelstvi Matematicko-fyzikalni fakulty
Univerzity Karlovy v Praze, 2006

ISBN 80-86732-93-2



OBSAH

1. Fyzikdlni veli¢iny ajgjich jednotky

1.1 Systematikafyzika nich veli¢in

1.2 Jednotky fyzikanich veli¢in

1.3 Metrologické rovnice

1.4 Soustavy jednotek

2. Negjistota méieni

2.1 Zakladni pojmy

2.2 Odhad maximalni nejistoty nepiimych mereni

2.3 Negjistota metody, nejistoty méiidel

2.4 Zaokrouhlovani konstant

3. Vybrané z&kladni pojmy matematické statistiky
3.1 Statisticky experiment, nahodny jev, pravdépodobnost
3.2 Rozdéleni pravdépodobnosti, distribuéni funkce
3.3 Stiedni hodnota, momenty ndhodné veli¢iny, median
3.4 Rozdéleni pravdépodobnosti vice ndhodnych veli¢in
3.5 Centrdni limitni véta

4. Princip maximalni vérohodnosti

4.1 Odhad parametru rozdéleni z jediného experimentu
4.2 Opakované nezavislé experimenty

4.3 Zpracovani vysledkt meteni jediné veliciny

4.4 Prenos nejistoty

4.5 Zpracovani vysledkna neptimych méteni

4.6 Prispévek ngjistoty typu B

4.7 Priklad - meteni viskozity

5. Interpolace funkénich zavislosti

5.1 Primka prochazejici pocatkem

5.2 Priklad - méteni tuhosti pruziny

5.3 Polynom k-tého stupné

5.4 Obecna primka

5.5 MoZnosti vyuZziti transformace souradnic

5.6 Alternativni feSeni

0~ WEF P

24
25
28
30
36
39
40

60
65
71
75
75
78
88
91
92
95
97
101
105
110
114
115
120
123



6. Prilohy

6.1 Definice zakladnich jednotek Sl

6.2 Méfeni odporu metodou piimou

6.3 Princip nonia

6.4 Rozdéleni pravdépodobnosti souc¢tu ndhodnych veliéin
7. Seminarni Glohy

8. Literatura

Vi

129
129
130
133
134
137
145



PREDMLUVA

Tento text vznikal postupné jako zakladni literatura pro seminarni vyuku
predmétu ,, Uvod do praktické fyziky*, kterou autor fadu let vede v prvnim se-
mestru magisterského a v soucasné dobé bakalarského studia fyziky na mate-
maticko-fyzikani fakulté (MFF) UK v Praze. Predmét je teoretickym (vodem,
ktery ma posluchactim piinést v prvé radé zakladni informaci a podat konkrétni
navody pro zpracovani vydedka méreni. Soucasti této ¢asti vyuky je i podrob-
n&jSi rozbor systému fyzikénich jednotek.

V souc¢asné dobé jsou vystupem rozhodujici ¢asti méficich metod ve vsech
oblastech experimentélni fyziky elektrické veliciny, jejichz analogové hodnoty
se nadedné prevadéji do cidicového formatu s moznosti dalSiho zpracovéani
s vyuzitim stdle zdokonalované vypocetni techniky. Neméné vyznamnou sou-
¢a&sti avodu k praktické vyuce experimentalnich fyzika je proto i informace
0 metodéch méieni z&kladnich, zejména elektrickych veli¢in, a zpasobech jgjich
digitalizace.

Vzhledem k tomu, Ze v sou¢asné dobg je vyuka ,, Uvodu do praktické fyziky*
dotovana pouze jednou hodinou tydné, bylo nutno se omezit pouze na oblast
zpracovéani vysledka meéieni. Pro tuto vyuku je také konkrétné urcen tento text,
piicemZ jeho teoreticka Uroven musela byt prizpasobena Urovni znalosti mate-
matiky v prvnim semestru studia. Skriptum bylo proto pojmenovéano ,, Uvod do
praktické fyziky 1“, s podtitulem ,Zpracovani vysledka méieni“, aby byla zdi-
raznéna potieba dalSiho pokragovani, ve kterém by mohla byt podrobngji a na
vySSi Urovni zpracovana problematika statistickych metod zpracovani vysedku
meéteni, a ddle zminéna problematika méficich metod zékladnich fyzikanich
veli¢in. V neposledni fadé by tento druhy dil mél obsahovat i konkrétngjsi in-
formaci o zpasobu realizace zékladnich jednotek systému S, protoze problema-
tice metrologie, & je pro experimentalni fyziku dilezita, neni ve vyuce na MFF
UK z raznych divodi vénovana odpovidgjici pozornost. Doufegime jen, Ze se
druhy dil do¢kav brzké dobé své realizace.

V prvni kapitole piedkladaného textu se autor snazi prekonat dojem, ktery si
ve své vétSing studenti piinasgji ze stiedni Skoly, totiz Ze existujici systém fyzi-
kalnich jednotek Sl je jedinou moznou alternativou a v systému obsazené (uni-
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verzani) konstanty jsou neménnou soucasti prislusnych fyzikalnich zakoni.
Podrobnéjsi studium této ¢asti textu je zaroveti cviéenim k metodé rozmeérové
analyzy vylozené v prvni kapitole.

Druha kapitola je vénovéana zakladnim piedstavam a pravidlim prezentace
vysledki fyzikdlnich méfeni. Ve smyslu modernich evropskych norem je zde
snaha zavést pojem ngjistoty vysledku v kontrastu s tradi¢né uzivanym pojmem
chyba. Dulezitym aspektem této ¢asti je oddélit negjistotu statistického charakteru
od nejistoty zpasobené omezenou piresnosti mericich pristroji. Pravé v této ob-
lasti je nutné dal§i prohloubeni, zeiména v otézkach zdrojt chyby u raznych typa
kladané druhé ¢asti skripta.

Ve tieti kapitole jsou jednoduchym zptisobem, bez néroki na Uplnost, zave-
deny zé&kladni pojmy matematické statistiky, nutné pro vyklad statistickych me-
tod odhadu vysledkti méteni jediné veli¢iny, kterymi se zabyva kapitola ¢tvrta,
a vydedkt interpolace méieni funkénich zavidosti v kapitole paté. Text je
v nékterych odstavcich doplnén jednoduchymi priklady a v kapitole étvrté po-
tom podrobné zpracovanym métenim dynamické viskozity kapaliny s vyuZitim
experimentélnich vysledkia z praktika mechaniky a molekulové fyziky na MFF
UK. Pro potieby seminéarni vyuky jsou v kapitole sedmé uvedeny seminérni
Ulohy, jejichz feSeni ma ¢tendii usnadnit pochopeni textu. Jako seminarni Glohy
jsou téz zarazeny dilkazy nekterych tvrzeni, pouZitych v textu. Pro feSeni vSech
Uloh je v textu piislusnych kapitol dostatek informaci a analogickych postup.
Ulohy jsou oznaceny &islem kapitol, ke kterym se vztahuji.

Autor chce touto cestou podékovat fadé kolega a studentt MFF UK, ktefi se
raznou formou zGc¢astnili pripravy rukopisu. Vyznamny podil navzniku akvalité
textu ma RNDr. H. Valentovd, CSc. (v souasnosti FgU AV CR), ktera diky
svym zkuSenostem ziskanym béhem své dlouholeté ¢innosti v z&kladni fyzikal-
nim praktiku na MFF UK mohla poskytnout vyznamné podnéty a piipominky,
zejména vzhledem ke konkrétnim potiebam studentd pii praktikdni vyuce. Dae
patii dik dalSim kolegim na MFF UK, zeiména doc. RNDr. J. Nedbalovi, CSc.,
RNDr. J. Cizkovi, CSc., doc. RNDr. Z. Préskové, CSc. a prof. RNDr. B. Sedl&
kovi, DrSc. za piecteni textu a fadu stimulujicich piipominek a diskusi. V nepo-
sledni fadé dékuje autor recenzentce doc. RNDr. |. Stulikové, CSc., ktera svym
zamem a podporou vyznamné prispéla ke konecné realizaci tohoto textu.

Praha, listopad 2006 Jiti Englich
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1. FYZIKALNI VELICINY A JEJICH JEDNOTKY

1.1 SYSTEMATIKA FYZIKALNICH VELICIN

V fadé oblasti piirodnich a technickych veéd, v technické a obchodni praxi,
alei v b&Zném Zivote se vyskytuje potieba charakterizovat objektivni viastnosti
a stav piredmétd a okolniho prostiedi, popsat pribéh rtznych procesi apod.
K tomu se zavadi systém velicin, které uvedené vlastnosti a stav charakterizuji.
Potitebné informace potom ziskdvadme pozorovénim, tedy specidlnim postupem,
pii némz stanovime kvantitativni, popiipadé kvalitativni parametry prislusnych
veli¢in, eventudné jgjich vztahy k veli¢indm ostatnim.

Pozorovat miaZzeme na jedné strang jevy a procesy, které probihaji bez nadeho
zésahu a bez moznosti jegich prabéh ovliviiovat, a na druhé strané stav, déje
a procesy, které iniciujeme, tidime, volime podminky jejich prabéhu apod.
V prvnim piipadé jsou typickym piikladem pozorovani astronomicka, ve dru-
hém piipadé pak hovorime o pokusu nebo experimentu. Podle charakteru vy-
sledku mizeme pokus déle délit na pokus kvalitativni a pokus kvantitativni.
Kvalitativnim pokusem muze byt naptiklad stanoveni charakteru pH roztoku
zbarvenim lakmusového papirku nebo zjisténi, Ze pozorovana kapalina doséhla
teploty varu. Jako kvantitativni chdpeme takové pokusy, kdy |ze vysledek, tedy
objektivni stav studované veliciny, vyjadiit v ¢iselné forme¢ srovnanim s obecné
zavedenou jednotkou. V takovém pripadé hovoiime o mereni.

Definici pojmu fyzikdni veliciny se lidé zabyvali od samych poc¢étka svych
obchodnich, hospodéiskych, technickych a védeckych aktivit. Jako priklad je mozné
uvést definici, kterou podal Leonard Euler ve svém dile ,, Algebra* z roku 1766:

1. veli¢inou rozumime vSe to, co se mize zvétSovat nebo zmenSovat, nebo
to, k ¢emu muazeme néco pridat nebo ubrat (hmotnost, ¢as, délka, teplo-
ta, tlak, teplo, Uhd, ...),

2. existyji veliciny razného druhu, jejichz studiem se zabyvaji rizné oblasti
veédy (fyziky). Kazda oblast védy ma své charakteristické veliciny. Fyzi-
kaje naukou o veli¢inach,

3. méfeni je srovnévani dané velic¢iny s vybranou veli¢inou téhoz druhu
(jednotkou).



Prvni ¢ast Eulerovy definice se v soucasné dobé obvykle nahrazuje moder-
ngjSi definici:

» Veliginou popisujeme objektivni vlastnost (stav) predmétu nebo fyzikaniho

jevu, kterou |ze kvalitativné odlisit a kvantitativné popsat.”
Druha ¢ast definice se nahrazuje klasifikaci veli¢in na

a) extenzivni (mnozstvi, kvantity) - aditivni (hmotnost, naboj, teplo, ...)

b) intenzivni (kvality) - veli¢iny stavové (teplota, napéti, tlak, ...)

c) protenzivni (stale plynouci) - (¢as)

Charakteristika pojmu méteni se od dob Eulerovych nezmeénila a vysledek
meéieni velic¢iny x, tedy srovnani jeji velikosti s velikosti dané jednotky, zapisu-
jemevetvaru

x=(a, tu,)[x] . (1.1

kde z, je ngjpravdépodobnéjSi hodnota merené veliciny, ¢islo ugx je vyjadienim
nejistoty vysledku méieni a hranata zavorka v (1.1) je obecnym symbolem pro
oznaceni pouzité jednotky méteni, pokud je toto oznageni platnou normou zave-
deno (viz napt. [1]).

Jednotky méieni délime déle najednotky zakladni a jednotky odvozené. Jed-
notky zakladni, tedy jednotky velicin, které byly v daném systému jednotek za
z&ladni vybrény, definuji tzv. systém (soustavu) jednotek a jejich volba je
ovlivnéna spise tradici a poZzadavky technické praxe, nez néjakymi rigoroznimi
pozadavky fyzikanimi. V kazdém pripadé by vSak mél existovat pokud mozno
vSeobecné akceptovany systém pomeérné snadno realizovatelnych, dobie repro-
dukovatelnych a ¢asové stabilnich zakladnich jednotek, protoZe v opa¢ném pii-
padé by se zkomplikovaly nejen podminky komunikace uvnitt védeckych ko-
munit, coZ je problém principidné tfeSitelny, ale hlavné by se znemoZznily
procesy standardizace ve vyrobg, technické praxi a v obchodg, coz by prakticky
nefeSitelnym zpasobem znemoZnilo rozvoj vSech rozhodujicich oblasti technic-
kych a hospodarskych aktivit moderni spolecnosti. V soucasné dobé je az
na drobné vyjimky vSeobecné akceptovan a ndrodnimi normami uzékonén mezi-
narodni systém jednotek (,, System International” (Sl) - viz odst. 1.4). Jednotka-
mi_odvozenymi jsou pak jednotky veli¢in, které jsou s veicinami z&kladnimi
spojeny pokud mozno jednoduchymi definiénimi vztahy (viz déle). V pripadé
meteni jednotek odvozenych, kdy neni normou zavedeno oznaceni jednotky, ma
hranata zavorka v (1.1) vyznam tzv. rozméru. Rozmér je vyjédienim jednotky



metené jednotkami zékladnimi pomoci defini¢niho vztahu. Napiiklad pro jed-
notku rychlosti neni v systému Sl zavedeno oznageni a proto se podle definiéni-

ho vztahu v = gt oznateni jednotky rychlosti nahrazuje rozmérem [v]=ms™.

1.2 JEDNOTKY FYZIKALNICH VELICIN

Jednotky fyzikalnich veli¢in se, jak jiz bylo feceno, vytvaiely historicky,
hlavné vzhledem k potiebam obchodu a rozvoji technické praxe. Od zacétku
byla hlavnim kritériem prakti¢nost a snadna dostupnost jednotky, pozdgji se
rozvijely snahy o objektivitu. Prikladem miiZe byt snaha o objektivizaci jednotky
délky. Standardn¢ pouzivané jednotky , palec’ nebo ,loket* byly samozigimé
zavidé na télesné konstrukci konkrétnich osob. Proto jiz v 16. stoleti navrhl
Jakob Kdble ve svém dile Geometrie, které bylo vydano ve Frankfurtu (aM),
jako jednotku délky ,, stiedni stopu“, ktera méla byt stiedni hodnotou délky cho-
didla Sestnacti ndhodné vybranych osob. Proces hledani systému zakladnich
jednotek byl postupem ¢asu zavrSen vytvorenim mezinarodné uznavanych stan-
dardd, od kterych byly dale odvozovany standardy nérodni. Vzhledem k tomu,
Ze ¢lovék Zije v prostoru a ¢ase, je pochopitelng, ze mezi zakladni jednotky
v kazdém systému patiily vZdy jednotky pro méieni délky a ¢asu, k nimz byla
pro potieby mechaniky, ktera byla historicky prvni z vyznamné se rozvijgjicich
oblasti fyziky, pridana jednotka hmotnosti. Vlastni zpisob realizace jednotek
délky a casu se vzhledem ke vzriastgjicim narokim na piesnost a objektivitu
postupné pomérné rozmanité meénil. Zpasob realizace jednotky hmotnosti for-
mou standardu vytvoreného jiZ v roce 1889 naproti tomu v3echny reformy pie-
¢kal v nezmenené podobé az do doby moderni. Podrobnosti o zptisobu soucasné
realizace nejen z&kladnich jednotek délky, ¢asu a hmotnosti, ae i v3ech ostat-
nich fyzikanich jednotek v soucasné uzivaném systému Sl je moZno ngjit napr.
v norme [1] nebo publikaci [2].

S rozvojem dalSich oblasti fyziky se systém zakladnich jednotek postupné
rozSiroval. Zpasob tohoto rozsirovani v&ak neni nijak rigorézné definovan, ve
volbé dalSich z&kladnich jednotek je zna¢na libovile, takze dosazeni vSeobecné
uznévaného konsenzu je naro¢né. V soucasné dobé je hlavnim kritériem pro
eventuani zasahy do systému jednotek ekonomicka nérocnost piipadné zmény.



Blize bude o pravidlech a nékterych zakonitostech vystavby systému zékladnich
jednotek pojednano v odstavci 1.4.

1.3 METROLOGICKE ROVNICE

Jako metrologické rovnice se souhrnné oznaiuji matematické formulace
vztahtit mezi fyzikdnimi veli¢inami, jgich jednotkami a rozméry. V prvnim
piipadé mluvime o rovnicich veli¢inovych, ddle pak o rovnicich jednotkovych
a rozmérovych. Veli¢inové rovnice popisuji zkoumané prirodni zakony nebo
zavadéji nové veliciny. Napiiklad veli¢inovarovnice

F=—C (1.2)

je obecnou formulaci 2. Newtonova zékona, ktera popisuje vztah mezi pisobici

silou F acasovou zmeénou hybnosti p . Jin& velicinova rovnice
F =q(E + (Vx B)) (13)

popisuje silové pasobeni elektrického (E) a magnetického pole (B) na pohy-
bujici se elektricky naboj g, zatimco rovnice

p= . ) (1.4)
dav
kde M zna¢i hmotnost a V objem, zavédi hustotu latky (o).
Jednotkové rovnice popisuji vztahy mezi jednotkami studovanych velicin
a formuluji se v co nejjednodussi formé, bez diferencidnich, integranich,
popi. jinych dloZitéjSich operatora. Pro jiZ uvedené piiklady velicinovych rovnic
(1.2.)—(1.4) jsou jednotkovymi rovnicemi postupné




. .. e
Jr = 0, =iy ey dp =1, 0,055 3,= =, (19
Jt ]V

kde symbolem jr je oznatena jednotka sily a obdobné i v ostatnich pripadech
jednotky dalSich pouZitych velicin.

Rozmérovymi rovnicemi jsou jednotkoveé rovnice rozepsané pomoci jednotek
z&ladnich, tedy bez uZiti ptipadnych specidlnich oznaceni jednotek zavedenych
v daném systému. Napiiklad v systému Sl je rozmérovou rovnici veli¢inové
rovnice (1.2) rovnice

[F] =kgms?=[p][t*]=kgms™ s*.
V piipadé rovnice (1.3) pro silové pasobeni na naboj pohybujici se v magnetic-
kém poli méme rozmérovou rovnici
[F]=kgms?=[q][v][B]=As ms™ kgs?A™.

Rovnosti pravé alevé strany rozmérovych rovnic je mozné vyuzit pro kontro-
lu spréavnosti formulace rovnic veli¢inovych. Tomuto postupu fikame rozmérova
analyza. Protoze v&ak rozmérové rovnice neobsahuji bezrozmérné ¢iselné kon-
stanty, je piipadné splnéni rovnic rozmérovych pro celkovou spravnost rovnic
pouze podminkou nutnou, nikoliv postaujici.

Uved’'me dale nékolik piikladi pro uZiti rozmérové analyzy. Prvni z moznosti
je kontrola odvozenych formuli. Predpokladeime, Ze jsme uzitim definiéniho
vztahu

J =jr2p av (1.6)
\%

vypocetli, Ze moment setrvacnosti homogenniho vélce o poloméru R a hmotnosti
M je dan vztahem

J= % MR? . (1.7)

Z defini¢niho vztahu je zitgimé, Ze rozmér momentu setrvacnosti v soustavé Sl je
[J] = kg m?. Potom ae pro vysledny vzorec (1.7) v této soustavé skutecné plati
kgm? =[J]=[M][R?*] = kgm’



a odvozeny vzorec je rozmérovou analyzou ,potvrzen“. Dal§i moznosti je tzv.
kontrola stupné mocninnych zavislosti. V fadé pripadi jsou vysledné fyzikani
formule dany jednoduchymi mocninnymi zavislostmi, pfi ¢emz neni vzdy
a priori jasny stupeii prislusnych mocnin. Predpokladeime napriklad, ze se
snazime formulovat vztah pro dobu kyvu matematického kyvadla (T ). Predpo-
kl&déme, Ze doba kyvu bude zaleZet na gravitacnim zrychleni g, délce kyvadlal
a jeho hmotnosti m, pficemz neni piedem jasné, v jakych mocninéch se budou
piislusné veliciny ve vysledné formuli vyskytovat. NapiSeme tedy

T~g%"m” . (1.8)

Rozmér levé strany rovnice (1.8) v soustavé Sl je [T ] = s. Rozmér pravé strany
je
[g“|[1”][M7 ]=m"s* m” kg'=m"’s* kg’ .
Srovnénim rozmért levé a pravé strany rovnice (1.8)
s=m""’s* kg’
dostavame podminky pro exponenty o, S, v

a+p=0, -2a=1 y=0. (1.9

Z rovnic (1.9) je okamzité vidgt, Ze piedpoklad o zavidlosti doby kyvu na hmot-
nosti kyvadla byl mylny, protoZe y = 0 adae snadno najdeme
Formule (1.8), ktera neni v rozporu s rozmérovou analyzou, matedy tvar

T - =

g
Jako dal§i piipad uvedme formuli pro silu, kterou na sebe pasobi pélové
nastavce elektromagnetu se vzduchovou mezerou a s uzavienym jadrem. Pred-
pokladejme, Ze vzduchova mezera je Uzké a sila bude tedy imérna ploSe nastav-
ci S, magnetické indukci v mezete elektromagnetu B a permeabilité 4. Hleddme
tedy formuli ve tvaru

Fru*B’S . (1.10)



Rozmér levé strany formule (1.10) je v soustavé Sl
[F]=kgms= .
Rozmér pravé strany potom
[1A1[B][S]=kg* M s* A kg’ sS¥ A" m” =
_ kga+ﬂ ma+2}/ S—Za—Zﬁ A—Za—/ﬁ’

Srovnani rozméru pravé a levé strany formule (1.10) dostaneme pro «, B, »
podminky:

a+p=1, a+2y=1, —2a—p=0. (1.11)

ReSenim soustavy rovnic (1.11) jsou hodnoty exponentti
a=-1Lp=2,y=1.
Formule (1.10) neodporujici rozmérové analyze matedy tvar

inBZS.

Y7,
Nekteré dalSi moznosti aplikace rozmérové analyzy jsou podrobnéji probrany
napriklad v préci [3].

Popsana nejjednodussi metoda uZiti rozmérové analyzy pro kontrolu fyzikal-
nich rovnic je principidné omezena poétem zékladnich jednotek, kterym
je uréen i pocet moznych nezavidych rovnic pro koeficienty mocninnych zévis-
losti. UZiti rozmérove analyzy mé vSak mnohem SirSi oblast moZnosti vyuZziti. Je
zeiména dilezitou soucasti teorie fyzikani podobnosti a modelovéani, kde se
pouziva pii teSeni z&kladnich rovnic matematické fyziky, napiiklad v mechanice
stavebnich konstrukci, mechanice tekutin, termomechanice, modelovéni elek-
trickych poli apod. BliZe jsou zéklady této problematiky vyloZeny naptiklad
v knize [4].



1.4 SOUSTAVY JEDNOTEK

Vystavba vSeobecné akceptovatelné soustavy fyzikanich jednotek probihala
postupné. Dulezitym meznikem bylo uzavieni , mezinarodni metrické konvence"
v roce 1875 a nasledujici aktivity jejiho ngvysSiho organu ,, Generdlni konferen-
ce pro miry a véhy". Tato konference prijala na svém zasedani v roce 1960
»Mezinarodni soustavu jednotek” (Sl). Predchidci soustavy Sl byly vSeobecné
uzivané soustavy CGS, CGSE, CGSM, soustava Gaussova, MKS a konecné
MKSA. Historické aspekty postupného zavadéni zminénych soustav jednotek
jsou bliZe rozebrany napt. v publikaci [2] nebo v knize [5].

V oznxeni soustav vystupuji zkratky oznateni zakladnich jednotek. Tak
v piipadé CGS je to ,centimetr”, ,gram”, ,, sekunda* a podobné , metr*, , kilo-
gram“, ,sekunda‘ a,, ampér” u soustavy MKSA.

Soustava CGS byla vytvorena pro pouZiti v mechanice a jegji dalsi pouziti
v ostatnich oblastech fyziky vyZadovalo bud’ dopinéni o dalSi zakladni jednotky
nebo, pii ponechani tii z&kladnich jednotek, zavedeni jednotek vSech dalSich
uzivanych veli¢in jako jednotek odvozenych. Napiiklad v oblasti eektiiny
a magnetizmu se jako prvni odvozena jednotka pouZivala jednotka pro elektric-
ky néboj, odvozen z Coulombova zakona. V3echny ostatni jednotky elektrické
i magnetické byly jednotkami odvozenymi. Vznikla soustava jednotek oznaco-
vanajako CGSE (absolutni soustava elektrostatickd).

Pri opaéném postupu, kdy prvni odvozenou jednotkou byla jednotka pro ,, hy-
potetické’ magnetické mnozstvi odvozena z ,,formang* platného ,, Coulombova'
zékona pro silové pasobeni magnetickych mnozstvi, byla vytvorena soustava
jednotek CGSM (absolutni soustava el ektromagneticka).

Vyhodou téchto soustav bylo to, Ze napr. pii pouZziti soustavy CGSE neobsa-
hovaly rovnice vyjadiujici vztahy mezi velicinami elektrickymi Zadné ciselné
faktory. Podobné v soustavé CGSM byly rovnice popisujici vztahy mezi magne-
tickymi veli¢inami bez ¢iselnych faktori. V rovnicich, ve kterych vystupovaly
spolecné veliciny jak elektrické, tak i magnetické, se viak v obou soustavach
konstanty Umérnosti vyskytovat musely. Pri experimentéinim zkoumani téchto
faktor bylo objeveno, Ze vesmés jde o konstanty s ¢iselnou hodnotou a rozme-
rem maocnin rychlosti svétla ve vakuu. Tato skutecnost vedla pozdgji k Gvaham
o0 elektromagnetické povaze svétla (viz napr. [5]).



Spojenim soustav CGSE a CGSM vznikla soustava Gaussova, v niz byly
jednotky elektrickych velicin pievzaty z CGSE a jednotky magnetickych veli¢in
z CGSM. Z&kladni zékony tim ziskaly symetrickou podobu, nicméng ve smise-
nych vztazich se konstanty velikosti a rozméru mocnin rychlosti svétla stdle
vyskytuji.

Nevyhodou uvedenych soustav elektrickych a magnetickych jednotek (odvo-
zenych od soustavy CGS), je neprakticnost velikosti jednotek bézng uzivanych
veli¢in. Napriklad pro jednotku proudu v soustavé CGSE (sA — statampér) plati
1sA = 3.10™ A, pro jednotku odporu (sQ — statohm) dostaneme 1sQ = 9.10"Q).
Podobné je v absolutni soustavé elektromagnetické napriklad pro jednotku na-
péti (aV — abvolt) 1aV = 10°V av soustavé Gaussové naproti tomu pro (sV —
statvolt) 1sV = 3.10°2V.

Proto byla ddle navrZzena soustava MKSA, kter4 pro oblast elektfiny
a magnetizmu opustila princip vystavby uZitim pouze ti zékladnich jednotek
a zavedla novou zakladni jednotku pro elektricky proud (A — ampér). Tato sou-
stava se pozdéji stala zékladem pro sou¢asné pouzivanou soustavu SI. Podrobng-
ji je o jednotkéch pouzivanych v elekttingé a magnetizmu pojednano napr.
v uéebnici [5]. Princip vystavby soustavy jednotek s vyuZzitim pouze tii zaklad-
nich jednotek ostatné nebyl dodrZzen ani u soustavy CGS a ostatnich (CGSE,
CGSM a Gaussova), protoZe pro dalSi oblasti fyziky byly zavedeny dalSi z&
kladni jednotky. Napiiklad pro termodynamiku a nauku o teple byla jako z&
kladni jednotka zavedena jednotka pro teplotni stupei, v optice jednotka pro
svitivost, v molekul ové fyzice jednotka mol ekul ového mnoZzstvi.

Zpisob realizace jednotek jednotlivych fyzika nich velicin, zefména jednotek
z&kladnich, je predmétem metrologie a neni cilem tohoto textu zabihat do detai-
I4, v konkrétnich otazkéch je mozno odkézat na jiz zminénou knihu [1] nebo
publikaci [2] .

Déle presto uvedme dvé z&kladni vlastnosti, které by vSeobecné uZivana
soustava jednotek méla mit. Soustava jednotek by predné méla byt koherentni,
coZ znamend, Ze velic¢inové (a jednotkové) rovnice pouZivané jako defini¢ni
pro veli¢iny odvozené, by nemély obsahovat ¢iselné koeficienty. Napiiklad veli-
¢inovou rovnici zavadgjici rychlost hmotného bodu je mozno formulovat jako

v=k d_r ,
" dt
tedy rychlost je Umérna ¢asové zmeéng polohového vektoru. ZjednoduSeni této
rovnice pro rovnomérny primocary pohyb




v =k 5
t
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je defini¢nim vztahem pro rychlost a v koherentnim systému jednotek musi byt
konstanta umérnosti k, = 1 a bezrozmérna. V tomto piipadé by ovsem mélo byt
v piesném slovnim vyjadieni defini¢niho vztahu uvedeno: , rychlost rovhomér-
ného primocarého pohybu je ¢iselné rovna poméru dréhy a éasu”.

V defini¢nich vztazich, které vyhovuji kulové nebo vélcové symetrii se
v nekterych pripadech zavéadgji faktory 4x(27) s cilem odstranit nasobky =
Z prakticky uzivanych formuli. Takové soustavy jednotek se nazyvgji racionali-
zované. Prikladem muzZe byt soustava Sl. Coulombuiv zakon pro silové piasobeni
mezi dvéma bodovymi ndboji o velikosti q ve vzdalenosti r ma zde znamy tvar

q2
FZkCr_Z .

PouZijeme-li dadle standardni postup a najdeme vztah pro kapacitu deskového
kondenzétoru s plochou desek Sve vzdaenosti d (ve vakuu), dostaneme
C= S :
4k d

Mé&li konstanta k. racionalizovany tvar

K

C

1
Ar g,

dostaneme b&zné pouzivany vztah

ve kterém jiz faktor 4n nevystupuje. Prakticky uzZivana formule tak obsahuje
pouze jednu konstantu. Racionalizace se pouziva v piipadech, které maji podob-
né jako tento priklad urcity prakticky vyznam. V jinych pripadech formuli
s kulovou symetrii, kde neni potieba odstranit faktory umérné 7z piilis vyraznd,
se racionalizace nepouziva. Prikladem muZe byt gravitatni zdkon Newtonav,
jehoZz konstanta imérnosti (gravitaéni konstanta) se v S| faktorem 4m nenor-
muje. Soustava Sl, jakoz i vétSina diivejSich soustav jednotek, neni tedy disled-
né racionalizovani

Pro volbu zakladnich jednotek dané soustavy fyzikdnich jednotek, tzv. baze,
neexistuji Zadna pevnd pravidla. Hlavnim poZzadavkem na jegjich vybér je moz-
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nost snadné realizace prislusnych standardi, jgich dostupnost pro srovnavaci
a kalibragni méreni a samozigimé ¢asova stabilita. Zakladnich jednotek by ne-
melo byt piiliS mnoho, aby se nekomplikovalo vyjédieni odvozenych jednotek
formou rozmeéru.

Historicky byly proto jako prvni dvé zakladni jednotky realizovany jednotky
pro délku (L) a ¢as (T). Stejné potiebna (a nejen pro fyziku) byla jednotka pro
hmotnost (M). Pomoci téchto tfi zékladnich jednotek pak bylo mozno vytvorit
cely koherentni systém jednotek pro mechaniku. Jednotka sily je v této ,tii-
jednotkové* bazi (L,T,M) jednotkou odvozenou. Déle zalezi na tom, ktery fyzi-
kalni zékon pouzijeme pro odvozeni jednotky sily (F). V systému Sl se vyuziva
I1. Newtoniv zakon ve zjednoduSeném tvaru F =M a, kde jednotka pro zrych-
leni a je stanovena jako jednotka odvozena z jednotek rychlosti a ¢asu. Postup je
znazornén v tab. 1.1. Pri formulaci dalSich zakoni, které obsahuji veli¢iny, je-
jichz jednotky jiz byly zavedeny, musime prislusné konstanty Umeérnosti stanovit
experimentéing. Napiiklad v Newtonové gravitatnim z&kong pii vyjadieni veli-
kosti silového piisobeni mezi dvéma hmotnymi body My, M, ve vzdaenosti r

(1.12)

musime experimentélng stanovit ¢iselnou hodnotu konstanty tmeérnosti x (gravi-
tatni konstanty). Tato ¢iselnd hodnota zavisi ovSem na velikosti jednotek sily,
hmotnosti a délky. Napriklad pii vyjadieni jednotkami soustavy Sl je (experi-
mentdlné stanovend) gravitacni konstanta

K =6,673.10" kg™'m’s? . (1.13)

Pi prechodu k soustavé s jinou ,téfjednotkovou bazi“, napt. CGS se velikost
gravitacéni konstanty zméni «°°° = 6,673.10° g™ em®s2  Pokud by se pii pre-
chodu k nové soustavé neménily jednotky pouze iadové, zmenil by se samo-
zigimé v hodnoté gravitacni konstanty nejen féd.

Podobné je nutno Planckovu hypotézu o vztahu mezi energii a kmitoétem
elektromagnetické viny formulovat obecné ve tvaru

E=hv
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Tab. 1.1 , Tiijednotkova baze"

.. | Défini¢ni . Velikost jednotk
Velicina Oznaceni vaztah Rozmer Vi ednotLéch SI;/
zakladni
délka s L m
¢as t T S
hmotnost M M kg
odvozené
rychlost v=s/t LT m.s*
zrychleni a=v/t LT? m.s?
sila F=Ma |MLT? kgm.s? (N)
préce A=Fs ML*T? | kgm’is? (J)
kmitocet v=1T T st (Hz)

a konstantu imérnosti h (Planckovu konstantu) s rozmérem [h] = ML?T™ sta
novit experimentalng. V soustavé Sl naméiime h = 6,63.10* kg m? s*. Veli-
kost konstanty opét zavisi navolbé velikosti jednotek baze.

Jako posledni piiklad uvedme znamy Einsteinav vztah pro ekvivalenci ener-
gie a hmotnosti

E=kM .

Z rozméru konstanty dmérnosti [K] = LT plyne, Ze konstanta ma rozmer
&tverce rychlosti. Ciselna hodnota konstanty je obdobng jako v predchozich pii-
padech zavidé na volbé jednotek dané soustavy, nicméné podle vysledku speci-
ani teorie relativity plati, Ze je rovna ¢tverci rychlosti svétla ve vakuu c, takze
v soustavé mechanickych jednotek s bézi (L,T,M), konstruované postupem
podietab. 1.1 plati E = ¢°M, bez ohledu na formu realizace jednotlivych jedno-
tek baze. Dde ukézeme, Ze tento ,, popularni“ tvar Einsteinovy formule se zméni
nejen pii zméné baze systému jednotek, ale i pfi zméné zakoni vybranych pro
definici jednotek odvozenych, napriklad jednotky sily.

Konstanty Umérnosti, které je potieba vloZit do vztahi, které nejsou vztahy
defini¢nimi, jsou ¢asto nazyvéany ,univerzalnimi“ konstantami. Role univer-
zénich konstant byva nékdy ponékud precefiovana a objevuji se i snahy hledat
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v jgich existenci avelikosti n&jaky hlubsi vyznam. Ukazme dale, jak by se zmé-
nil hypoteticky systém jednotek mechaniky s ,tiijednotkovou” bazi (LTM)
v piipadé, ze by se pro definici jednotky sily nepouzil Il. Newtonav zakon
(tab. 1.1), ale zakon jiny, napiiklad Newtonav zakon gravitacni.

Tab. 1.2 Alternativni , t¥ijednotkova" baze

.. | Defini¢ni . Velikost jednotky
Vdicina | Oznateni vatah Rozmer (v jednotkéch SI)
zékladni
délka s(r) L m
¢as t T S
hmotnost | M M kg
odvozené
rychlost v=s/t LT m.s*
zrychleni a=v/t LT m.s?
sila F=M?/r> | MAL> xk N=6.67.10" N
préce A=Fs M3 K J=6.67.10" J
kmitocet v=1T T st (H2)

Situace je dokumentovéna v tabulce 1.2. Velikost sily v dternativni soustavé
s ,trijednotkovou” bazi se zméni. Jednotkou sily bude nyni sila, kterou na sebe
pusobi jednotkové hmotnosti v jednotkové vzdalenosti. Ponechame-li pro po-
rovnani jednotky béze ze soustavy Sl (L,T,M) = (m,s,kg), jejednotkovou silou
sila o velikosti

jr =xN=6,673.10"N . (1.14)

Newtonav gravitaéni zakon bude v aternativnim systému jednotek zapsan bez
konstanty iUmérnosti (gravitaéni konstanty) ve tvaru

_M, M,

F z

13



zatimco ve Il. Newtonové zakong musime nyni zavést novou konstantu Umer-
nosti (univerzalni konstantu ky , kterou nazveme napriklad ,, Newtonovou kon-
stantou”)

F=kMa. (1.15)

Rozmérovou analyzou s vyuzitim tab. 1.2 snadno ukazeme, ze rozmér Newtono-
vy konstanty je [ky] = ML™T? coz odpovida prevracené hodnots rozméru gravi-
tacni konstanty «. Pokud by byl novy (alternativni) systém systémem pavodnim,
bylo by nutné Newtonovu konstantu stanovit experimentalng. Nicméné s ohle-
dem na vztah mezi rozméry a novou velikost jednotky sily je zigimé, Ze pro
velikost konstanty k,, plati

Ky _1 , (1.16)
K

a pokud je velikost gravitaéni konstanty z pavodniho systému jednotek znadma,
sta¢i Newtonovu konstantu, potrebnou v novém systému, pouze prepogitat.
Newtonova konstanta bude v alternativnim , téfjednotkovém®” systému vystupo-
vat napiiklad v definicich kinetické a potencialni energie:

k
E,=2-Mv'a E,=kMgh,

zatimco tieti Keplerav zakon o vztahu mezi dobami obéhu (T) a velikosti hlavni
poloosy (a) obézné drédhy planet pohybujicich se okolo centrdniho télesa
0 hmotnosti (M) bude v aternativni soustavé bez gravitacni konstanty

Tz_@f

a M
V dalSim zékong, uvadéném jako priklad v této diskusi, v z&koné Planckové, se
samozigimé zméni jak velikogt, tak i rozmér konstanty umérnosti (k,?) a zékon
bude mit tvar

E=k®y
oV
Zde zavadime v konstanté Umeérnosti horni index jako oznageni dimenze baze
z&kladnich jednotek mechaniky. Srovnanim s tab. 1.2 snadno ngjdeme, Ze
[ko¥] = M2L™T, coZ odpovida poméru rozméri Planckovy a gravitaéni konstan-
ty v bazi pavodni. PrestoZe rozmérova analyza neni schopna urcit velikost kon-
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stanty k.2, Ize rozborem velikosti jednotky energie, podobng jako v piipadé
diskuse velikosti Newtonovy konstanty (1.16), snadno ukazat, Ze plati
h
®Q_
Ko =
kde h a « jsou Planckova a gravitatni konstanta v bazi pivodni. Kone¢né pro

Einsteintiv vztah mezi hmotnosti a energii dostaneme

E=kPM
s konstantou imérnosti s rozmérem [ke®] = ML™. Chceme-li novou konstantu
umérnosti vyjadtit pomoci konstant imérnosti v piavodni , tfijednotkové” bézi
se z&kladnimi jednotkami S| (L,T,M) = (m,s,kg), je srovnanim rozmera ziejmé,
Ze v tomto pripadé plati

2
C

3) _
K® =2

K
a konstantou Umérnosti mezi energii a hmotnosti v tomto piipadé neni ¢tverec
rychlosti svétla ve vakuu.

Zpusob definice jednotky sily tedy zmeénil systém univerzanich konstant.
Misto gravitacni konstanty se v systému nachézi nova konstanta Newtonova
ai u ostatnich univerzalnich konstant se meéni jak jegjich rozmer, tak i velikost.
Nemeni se v3ak jegjich celkovy pocet. Celkovy pocet univerzalnich konstant se
meéni aZ s poctem zékladnich jednotek, s velikosti baze.

P zvétSeni pocétu zakladnich jednotek dochazi obecné ke zvétSeni poctu
univerzanich konstant. V naSem hypotetickém systému z&kladnich jednotek
mechaniky mutizeme jako dalSi zakladni jednotku zavést napriklad jednotku
sily. Redlizujeme ji ngjakym standardem, naptiklad idedini pruZinou. Postup
odvozovani dalSich mechanickych jednotek je podobny jako v soustavé
s tifjednotkovou bézi a je zndzornén v tab. 1.3. Pfi formulaci Newtonova pohy-
bového z&kona je zde tieba uvézit, Ze vsechny veliciny v zakoné vystupujici uz
maji v tomto piipadé jednotky zavedeny, zékon tedy neni defini¢nim vztahem
amusi obsahovat univerzalni konstantu

F=k{"?Ma. (1.17)

Velikost univerzani konstanty (Newtonovy) k', je zavisla na velikosti zéklad-
nich jednotek a musi byt stanovena experimenténé. Jgji rozmér je

k] =FM™L'T? .
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Tab. 1.3 , Ctyijednotkovéd" béze

Velicina | Oznateni Definicni Jednotka | Rozmeér Vgl Ikost Je,dnotky
vztah (v jednotkéch SI)

zékladni

délka S L L m

¢as t T T S

hmotnost | M M M kg

sila F F F kK@ N

odvozené

rychlost v=s/t LT m.s*

zrychleni a=v/t LT? m.s?

préce A=Fs FL SN

kmitocet v=1T T s'  Hz

Podobneé i v pripadé gravitaéniho zakona
M. M
— k@
Fek’— 2"
bude [ks¥] = FM™L2. Srovnanim rozméri konstant v Newtonovych zékonech
opét snadno ngjdeme
[k’ 1=1k{ 1%
coZ napovid4, Ze obdobna relace plati i pro velikosti uvedenych konstant, samo-
ziggmé za piedpokladu, Ze jednotky pro L, T, a M se pfi pouhém rozsiteni
systému o jednotku sily nezmenily a stdle plati (L,T,M) = (m,s,kg). V piipadé
Planckova vztahu
_k®

E=k,"v
se opét zmeéni jak ciselna hodnota, tak i rozmér Planckovy konstanty
[k1 = FLT. V piipadé Einsteinovy formule

E=k¥M
jiZ nema konstanta tmérnosti rozmér &tverce rychlosti [ke®] = FLM™. Pokud
se opét systém z&kladnich jednotek nezménil a stdle mame (L,T,M) = (m,skg),
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snadno najdeme, Ze pro konstanty Umeérnosti v Planckové a Einsteinové zakoné
plati
4) _ 4 4 _ 14 ~2
k,()) —kﬁ,).h a kg’ =ky’c°.

S rostoucim poctem z&kladnich jednotek pribyvaji v systému univerzani
konstanty a nékteré formule mohou ziskat ponékud jinou, netradiéni formu. Pro-
to se také v elektiing a magnetizmu pii prechodu od tiijednotkovych systému
(CGSE, CGSM, Gaussova soustava) k nové, , étyijednotkové" bazi obsahujici
dalSi jednotku pro elektricky proud, objevuje nova univerzani konstanta. V sys-
tému Sl je to napf. permitivita vakua &. Permeabilita vakua i, kterd se
v pouzivanych formulich v Sl téZ vyskytuje, vSak jiZ neni nezavislou univerzalni
konstantou, protoZe plati & o = ¢ (viz napt. [5]). Pri dal&im rozsiteni béaze
0 jednotku pro teplotni stupei se objevi univerzalni konstanta Boltzmanova
apod.

P vytvéreni baze systému jednotek se viak mizeme pohybovat i smérem
opacnym. Snadno |ze naptiklad redukovat pocet zakladnich jednotek mechaniky
ze tii na dvé. Je mozné napriklad spojit Newtonav gravitacni z&kon s Newtono-
vym zékonem pohybovym, tedy formule (napi. v jednotkéch Sl)

M M’
r.2

do jediného vztahu, ¢imz ziskdme formuli

F=x a F=M'a

a , (1.18)

kterou je mozné pouzit pro definici jednotky hmotnosti jako jednotky odvozené.
Konstantu meérnosti poloZzime diky pozadavku na koherentnost systému rovnou
jedné a jednotku hmotnosti definujeme jako hmotnost, kterd libovolné jiné
hmotnosti udili v jednotkové vzddenosti jednotkové zrychleni. Vystavba sys-
tému jednotek s , dvoujednotkovou* bazi zakladnich jednotek pro mechaniku
je znézornéna v tab. 1.4. Pro definici jednotky sily mazeme zvolit naptriklad
I1. Newtoniiv zakon, tedy podminku ky = 1. Ze vztahu (1.18) pro koherentni
definici jednotky hmotnosti vyplyva, Zei gravitatni konstanta x =1 a Newto-
nav gravitacni zkon bude tedy mit v nové zavedené ,, dvoujednotkové” soustavé
tvar
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tedy bez univerzalni konstanty. Planckav zékon
—Kk®

E=k,v
v&ak jiz konstantu Umérnosti obsahovat musi, pii¢emz s vyuzitim tab. 1.4 snadno
najdeme [k,?] = L°T>.

Podobneé v piipadé Einsteinova vztahu

E=k®PM
snadno uké&zeme, 7e [ke®] = L2T2  VyuZitim vysledka rozmérové anayzy
atab. 1.4, jelli (L, T)=(m,s), je mozno podobné jako v piedeSiém pripadé
snadno ukazat, ze

ki =hx anaopak k@ =c.

SniZeni poétu zakladnich jednotek vede tedy ke sniZeni poétu univerzanich
konstant, v tomto konkrétnim pripadé o konstantu gravita¢ni. To je na jedné
strané vyhodné, na druhé strané vSak dochazi ke zméné ve velikosti novych jed-

notek, které se mohou stat znacné nepraktickymi. Situace je dostate¢né doku-
mentovana vysledky v tab. 1.4.

Tab. 1.4 , Dvoujednotkovd’ baze

. .| Definiéni Velikost jednotky
Vei¢ Oznat R ¢ .

icina znaceni | ozmer (v jednotkéch S)
zakladni
délka s L m
¢as t T S
odvozené
rychlost v=s/t LT m.s*
zrychleni a=v/t |LT? m.s™
hmotnost M=ar® |LT? 1/ x kg =1,5.10" kg
sila F=Ma |[LT* |1/xN=1510°N
préce A=Fs LT* | 1/x J=1510°J
kmitocet v=1T |T? st (H2)
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Pokud bychom prfi konstrukci ,,dvoujednotkové® soustavy ponechali hmot-
nost jako jednotku zakladni a jako jednotku odvozenou bychom s vyuzitim z&
kona o Sifeni svétla ve vakuu vybrali naptiklad jednotku délky, vypadala by
situace v této (alternativni) , dvoujednotkové* soustavé podle tab. 1.5. Newtonav
gravitacni zakon bude v této soustavé jednotek ve tvaru

M, M
_ e 12
F=ks 5
s konstantou imérnosti ks®”, s rozmsrem [ke®] = M™T. Formy dal$ich dvou
zaékonu vyuzivanych vySe jako piiklady se také odpovidajicim zpasobem zméni

E=kPv a E=kP'M ,

Tab. 1.5 Alternativni ,,dvoujednotkovd’ baze

- Defini¢ni Velikost jednotk
Veli¢ina Oznaceni vaztah Rozmer Vi ednotLéch SI;/
z&kladni
¢as t T S
hmotnost M M kg
odvozené
délka s=ct T cm=310°m
rychlost v=s/t - cms'=3.10° ms?
zrychleni a=v/t T cms? = 3.10° ms?
sila F=Ma |MT? cN=3.10°N
préce A=Fs M c®J=9.10"J
kmitocet v=1/T T s'  (Hz)

pricemz pro rozméry konstant plati [k,\?] = MT a[ke®] = 1. Déle je opét
mozno nalézt vztah novych konstant s konstantami systému |, tifjednotkového*,
takZe plati-li jako v ostatnich nasSich prikladech (T,M) = (s,kg), potom

K h
@ el e
C C

19



Dalsi snizeni poétu zakladnich jednotek je mozno realizovat naptiklad v bazi
(L,T) volbou jednotky délky jako jednotky odvozené, tedy jako jednotku z&
kladni ponechame pouze jednotku ¢asu. Pro definici jednotky délky je mozno
zvolit jiz pouzity zakon pro Siteni svétlave vakuu

s=ct . (1.19)

V koherentnim systému volime konstantu ¢ = 1 a bezrozmérnou a jednotka
délky je tedy definovana jako vzddenost, kterou svétlo ve vakuu urazi za jed-
notku ¢asu. Dal$i postup je znazornén v tab. 1.6. ProtoZe zpasob realizace jed-
notky hmotnosti byl ponechan stejny jako v predchozim pripadé soustavy
»dvoujednotkové’, je zigimé, ze forma Newtonovych zakont bez univerzalnich
konstant se nezmeni

F=Ma, F= erzM Z
Tab. 1.6 , Jednojednotkova’ baze

Veli¢ina Oznageni \?Z(:f;: eni Rozméer X/?;E?}j&(:ﬂogg
zékladni
cas t T S
odvozené
délka s=ct T cm=310°m
rychlost v=s/t - cms'=3.10° ms*
zrychleni a=v/t T cms?=3.10° ms?
hmotnost M=ar® |T ¢’/ x kg=11.10* kg
sila F=Ma |- c'/xk N=33.10* N
préce A=Fs |T ¢ /xJ=110"J
kmitocet v=1UT T st (Hz)

Pokracujeme-li v posloupnosti vy3e uvedenych piiklada, méa Planckav zakon
obecny tvar

20



E=k{v

s konstantou Umeérnosti s rozmérem [kp(l)] = T2 zatimco Einsteinova formule
méatvar

E=kM

kde [ke™]=1.

VyuzZitim rozmérové analyzy a Uvah o velikosti novych jednotek je
mozno snadno ukézat vztahy mezi novymi konstantami a konstantami pred-
chazgjicich dvou a ptvodni ,tfijednotkové” baze. Je-li opét (L,T) = (m,9)
a(L,T,M)=(m,skg), potom plati

¢ c
Na&s hypoteticky systém jednotek s ,,jednojednotkovou” bazi obsahuje nyni pou-
ze jedinou konstantu imérnosti k. s rozmérem &tverce ¢asu (v rdmci diskuto-
vaného modelu). Tato situace nabizi cestu pro eventuani dalsi pokratovani po-
stupu s cilem konstruovat soustavu jednotek bez univerzanich konstant.

Zvolme jednotku &asu pomoci univerzalni konstanty k,® tak, Ze

. hie, 2
jr =\ fk® =(C—’5‘)2 . (1.20)

Jednotka ¢asu, stejné jako vSechny ostatni jednotky, je tedy v tomto systému
jednotkou odvozenou. Soustavu jednotek bez jednotek zékladnich vytvoienou
vyuZitim univerzalnich konstant navrhl po¢atkem minulého stoleti Max Planck
anazval ji ,prirozenou soustavou jednotek”. Kromé tfi univerzalnich konstant h,
K ,C vyuZil jesté konstantu Boltzmanovu zpasobem zcela anal ogickym naposledy
diskutované volb¢ jednotky ¢asu. Definice a velikosti nékterych jednotek priro-
zené soustavy vyjadiené jednotkami S| jsou uvedeny v tab. 1.7. Je vidét, ze ve
srovnani se soustavou Sl jsou velikosti jednotek pomeérné nepraktické. V priro-
zené soustavé nelze navic vyuzivat rozmérovou analyzu. Obég tyto skutecnosti
silné znevyhodiuji prirozenou soustavu pro pouZiti v technické praxi. Na druhé
strané je vyhodou tvar fyzikénich zékonu bez univerzanich konstant, coz je pro
fyzikdini Gvahy, zvl&sté v nekterych specidnich oblastech, prijemné. Ve fyzi-
kalnich rovnicich se vyskytuji pouze symboly pro veliciny, které vyjadiuji ¢isel-
nou hodnotu vzhledem k dané jednotce. Tak napriklad konstanta jemné struktury
o, kterdsev Sl obvykle uvédi ve tvaru

@ @ k(EZ)
kp = kE = ? = l .
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Tab. 1.7, Pfirozena" soustava jednotek

. S Velikost jednotk
Velicina Defini¢ni vztah | Rozmer Vi ednotjkéch SI))/
odvozené
&as (hx/ c®)? - (hx/c®)? s=1,35.10% s
délka s=ct - (hc/c®)? m=4.10% m
rychlost v=s/t - cms' =3.10° ms*
zrychleni | a=v/t - (c’/hk)? ms? = 2.10°"ms?
hmotnost | M =ar? - (ch/x)? kg=5,5.10"® kg
sila F=Ma - c'/x N=1,210" N
préce A=Fs - (c*h/x)? J=5.10° J
kmitocet v=1/t - (c*/hx)? sT=7,4.10? s?
teplota E=T - (c°h/k?x)? K = 3,6.10% K
néboj (*) F=qg/r? - (ch)? C=4,7.10" C

(*) jednotka naboje je zde vytvorena analogicky soustavé CGSE.

kde e, , %, ¢ jsou postupné ndboj elektronu, permitivita vakua, Planckova kon-
stanta délena 27 a rychlost svétla ve vakuu, ma v Planckové soustavé jednodu-

chy tvar

kde e= 0,034 mav tomto pripadé pouze ¢iselnou hodnotu, ktera je vyjadienim
velikosti ndboje elektronu vzhledem k nové jednotce naboje v Planckové sousta-

€
o=—-,
4 g,hc

a=2r¢e,

vé (viz tab. 1.7). Podobné formule pro Bohrav polomér atomu platnav Sl
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(me je hmotnost elektronu), se v piirozené soustavé Planckové redukuje na jed-
nodussi tvar

a - 1
rme’
kde m,= 1,6.10% je klidova hmotnost elektronu vyjédiena tentokrét v priro-

zené soustave jednotek.

Planckova piirozend soustava jednotek je zde podrobngji diskutovana zejmé-
na proto, aby bylo mozno bliZe posoudit vyznam aroli ,,univerzalnich* konstant
v daném systému jednotek. Je zigimé, Ze pocet ,,univerzalnich* konstant, jgich
velikosti i rozméry jsou silng zavislé na poctu a zpisobu realizace nejen zaklad-
nich, ale i odvozenych jednotek, a proto je jgjich oznageni jako ,univerzani*
pomerné diskutabilni. Presto se, jak jiZ bylo feceno, pomérné ¢asto opakuji sna-
hy o jgjich hlubsi interpretaci (podrobnéji viz napt. [6]). Zavéry takovych Gvah
je proto vzhledem k této diskuzi nutno hodnotit opatrné.

Vedle Planckovy soustavy byly vytvoreny i dalSi prirozené soustavy, z nichz
nekteré vyuzivaly konstanty v uréitém smyslu univerzalngjsi. Vedle rychlosti
svétla ve vakuu napiiklad Bohriv polomér, klidovou hmotnost elektronu, ele-
mentarni ndboj apod. BliZe je problematika jednotek fyzikalnich mereni a s ni
souvisgjici problematika fyzikalnich konstant diskutovana napriklad v knihach
[71, [8] a[9].
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2. NEJISTOTA MERENI

Fyzika je prirodni véda, kterd pracuje s veli¢inami, které je, az na vyjimky,
moZno podrobit opakovanému nezévisému testovani merenim. Vysledek fyzi-
kaniho méteni musi byt (za stanovenych podminek) vzdy reprodukovatelny bez
ohledu na pouzity meftici piistroj a métici metodu. Vysledek méieni (experimen-
tu) je viak pii kazdém nezdvidém opakovéni ovlivnén celou fadou vnéjSich
i vnitnich vliva, které nelze vzdy popsat definovanim vngjSich podminek a které
se ve svém diasledku projevi bud’ jako nahodné fluktuace mérené veli¢iny v urci-
té oblasti, nebo jako odchylka, ktera celou oblast nahodnych fluktuaci systema-
ticky posunuje. Hovoiime o chybé datistické a chybé systematické. Vysedky
nezavislych opakovanych méreni mohou byt navic jednotliveé ovlivnény hrubym
zasahem do procesu meieni natolik, Ze charakteristicka oblast nahodnych fluktu-
aci je vyrazng prekroc¢ena. V tom piipadé hovoiime o chybé hrubé.

Zpracovani vysledku piimého mefeni jediné veliciny zahrnuje proto, a2 na
vyjimky, dva zakladni kroky. V prvnim kroku jde vZdy o stanoveni nejlepsiho
priblizeni ke ,, sprévné* hodnoté mérené veliciny a ve druhém kroku o stanoveni
oblasti neurcitosti v okoli tohoto priblizeni, ve které se méifena velicina opravné-
né muze vyskytovat.

Je-li métend velicina ovlivnéna ndhodnymi fluktuacemi, které ovliviiuji vy-
dedek méieni do té miry, Ze pri kaZzdém nezévislém opakovani méieni (za stej-
nych podminek) dostaneme hodnotu, kterd fluktuuje v jisté oblasti stupnice mé-
ficiho pristroje aje mozno ji v rdmci této stupnice odlisit o vice nez jediny dilek
jejiho nejjemngjSiho déleni, provadime odhad nejlepSiho priblizeni ke ,, spravné"
hodnoté a vymezeni oblasti neurcitosti vysledku metodami matematické statisti-
ky. Mé&time-li naopak pii opakovanych méienich hodnoty v rozsahu jediného
dilku nejjemngjSiho déleni stupnice méticiho pristroje, neprovadime statistické
zpracovani opakovanych vydedka a obé hodnoty, jak nejlepsi priblizeni ke
sprévné hodnoté, tak i oblast neurcitosti vysledku, odhadujeme. Zpasob odhadu
je zaloZen na znalosti metody, pouZitych méficich pristroja a experimentdni
zkuSenosti a je pro nekteré typické pripady popsan v odst. 2.3. V z§mu maxi-
malni objektivity vysedku je v obecném piipadé nutno oba zpasoby stanoveni
oblasti neurditosti kombinovat.
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Pokud chapeme chybu méreni jako odchylku konkrétngé naméfené hodnoty
od spravné hodnoty méiené veli¢iny, je zigmé, Ze ji nelze stanovit, protoze
principidné nelze stanovit spravnou hodnotu. Proto se misto pojmu chyby méie-
ni zavadi pojem nejistota méteni jako velicing, ktera charakterizuje uréité tole-
ranéni pasmo kolem odhadnuté nejpravdépodobngjsi spravné hodnoty meérené
veliciny.

Pojem nejistota meéreni se zavadi na zakladé doporuceni 70-tého a 75-tého
zasedéani ,,Mezinarodniho vyboru pro miry a véhy* (CIMP — Comité Internatio-
nal des Poids et Mesures) v letech 1981 a 1985. Praktické pokyny pro uréovani
nejistot méieni ,, Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement” byly
vydany v fijnu roku 1993 ,Mezinarodni organizaci pro normalizaci“ 1SO jako
doporuceni pro nérodni normy a v radé pripadt byly do narodnich norem prak-
ticky beze zmén prevzaty (napt. ,,US National Institute of Standards and Tech-
nology“, Technical Note 1297). U nas se pojem negjistota méeni dosud bézné
pouziva v metrologii a pomalu se zavadi do technické praxe. V laboratornich
a fyzikanich meérenich se dosud pouziva pouze vyjimecng. ProtoZze viak ma
zigime obecngjSi a Sirsi vyznam a navic je obecné prijat v fadé technicky rozvi-
nutych zemi, budeme jg pouzivat i v tomto textu.

2.1 ZAKLADNI POIMY

Metody pouZzivané ke stanoveni numerickych hodnot pro vyjadieni nejistoty
je moZno rozdélit na metody statistické (typu A) a metody ostatni (typu B). Sta
tistickymi metodami se zpracovévaji slozky nejistoty, které maji pavod v nahod-
nych efektech. Typické jsou napiiklad vypocty standardni odchylky ze série
nezéavislych opakovanych mereni (viz kap. 4) nebo fitovani funkénich zavid osti
metodou nejmensich ¢tverci k odhadu parametri funkenich zavislosti a jejich
standardnich odchylek (viz kap. 5).

Mezi metody ostatni (typu B) patii hlavné postupy vyuZivajici vyrobnich
specifikaci, kalibraci a Gdajti z navodia pouZitych méficich pristroj, zna osti
podrobnosti pouzité mékici metody a déle odborné intuice s vyuZitim napiiklad
soubort difve méienych dat, znalosti a zkuSenosti s relevantnimi materidly
a pristroji apod. (podrobngji viz odst. 2.3). Zakladni veli¢inou pro popis inter-
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valu ngjistoty je tzv. kombinovana standardni nejistota s oznagenim u.. Velicina
U. je dozena ze statisticky stanovené standardni nejistoty typu A (Ua, Vviz
odst. 4.3) a odhadnuté standardni nejistoty typu B (ug) podle vztahu

uZ=u:+u: , (2.1

Tento zpasob spojeni hodnot u, a ug je zaloZzen na postupu pfi stanoveni nejisto-
ty nepiimych meéreni (viz dale odst. 4.6). Vysledek mereni zapisujeme ve tvaru

x= (4, * u,,)[x], (22)

kde ¢iso £, udava odhad spravné hodnoty méiené veliciny a ugx je odhad

kombinované standardni nejistoty (2.1). Déle se zavadi veli¢ina

u
Mex=—=—, (2.3)

ktera je odhadem kombinované relativni nejistoty méteni a obvykle se uvadi
v procentech.

Symbol [X] znamend oznateni jednotky meéiené veliciny nebo jeji rozmer.
Oznageni jednotky se pouziva v piipade, Ze jednotka je v daném systému jed-
notkou z&kladni. Napiiklad v systému Sl je pti méteni hmotnosti [m] = kg, pri
meéieni proudu [I] = A (Ampér), nebo mé jednotka zavedeny specidlni ndzev.
Pri méteni sily je napriklad [F] =N (Newton), pfi méteni magnetické indukce
[Bl =T (Teda), pti mereni odporu [R] = Q (Ohm) apod. Misto nazvu jednotky
se piipoudti i uvedeni rozméry, tj. vyjédreni jednotky pomoci jednotek v daném
systému zékladnich. Naptiklad v Sl je v pripadé méteni sily [F]=N=kgms?,
pro méteni vykonu [P] = W = kg m? s, apod. Pokud nemé jednotka specialni
nazev, je vzdy oznatena svym rozmérem. Prikladem zde miZe byt jednotka pro
méteni rychlosti v, kde je [v] = ms™. Pro oznateni jednotek se déle pripoustsji
i normou zavedené predpony (napt. mili — mA, mikro — us, kilo — km, apod.)
nebo mocniny deseti. Napiiklad misto 107 A, je moZno pouZit oznaseni mA (viz
napt. [10]).
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Cida, ktera vyjadiuji vysledek meieni (2.2) se ziskavaji vypostem a maji
obecné tolik ¢idlic, kolik je schopno zobrazit pouzité vypocetni zatizeni (kalku-
lactka, pocitag). V zobrazeném ¢isle se vSechny ¢idlice, s vyjimkou nul na zacat-
ku zobrazené hodnoty, oznaéuiji jako gislice platné. Napiiklad ¢islo 0.00010050
mé pét platnych ¢idlic. Vysledna nejistota méteni se pak zaokrouhluje na nejvyse
dvé platné ¢idice. Rozhodnuti o tom, zaokrouhlime-li vysledek vypoétu na jed-
nu nebo dvé platné ¢islice zavisi na konkrétni situaci, s ohledem na zaokrouhlo-
vaci chybu. Zaokrouhlime-li napriklad ¢islo 0,0014999 na jednu platnou ¢iglici
0,001, je zaokrouhlovaci chyba 0,0004999, tedy ~ 50 %. P¥i zaokrouhleni téhoz
vysledku na dvé platné cidlice, tady 0,0015 se zaokrouhlovaci chyba sniZi na
0,0000001, tedy ~ 0,007 %. V jiném pripade, napriklad pri zaokrouhlovani vy-
sledku 0,00104999 se pii zaokrouhleni jak na jednu platnou ¢idlici, tedy: 0,001,
tak i na dvé platné ¢idlice: 0,0010 dopustime stejné zaokrouhlovaci chyby,
tedy v relativni hodnoté ~ 5%. V obecném pripadé, je-li zaokrouhlovaci chyba
pii zaokrouhleni na jednu platnou ¢islici pouze nevyznamné vysSi, nez pri zao-
krouhleni na dvé platné ¢idice, uvadi se ¢asto vysledek zaokrouhleny pouze na
jednu platnou &islici.

Z formatu ¢isla vyjadiujiciho interval nejistoty vyplyva i formét cida g ,

které nema smysl uvadét (zaokrouhlovat) v f&du nizSim, nez je fad podedni
platné ¢idice ngjistoty. Uved’me priklad konkrétniho postupu:

a) vypoctem necht’ je nalezeno M, =12,3456789012
U, , = 0,01234567891

b) zaokrouhlime u., =0,012
i =12,346
c) vysledek pro prezentaci x=(12,346+0,012)[x] .

Jak jiz bylo fegeno, pripoudti norma rizné moznosti zdpisu jak ciselnych
hodnot, tak i rozméri ¢i oznageni velicin. Jako piiklad je mozno uvést nékolik
moznosti, se kterymi se ve fyzikdni literature setkdvame nejcastdji

v=(3,86+0,03) ms*,
|=(23+0,1) .10 A ,
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P = (8,706 + 0,054) mW ,
B=4565)T.
V poslednim piikladu mé zapisvyznam B=(4,56+0,05) T .

2.2 ODHAD MAXIMALNI NEJISTOTY NEPRIMYCH
MERENI

V pievézné veétsing pripadt méiime fyzikdni veliciny metodou nepiimou,
tj. métime veliciny diléi, a hledanou velicinu, ktera je s dil¢imi veli¢inami véza-
na n¢jakou matematickou formuli, potom stanovujeme vypoétem. Jsou-li zndmy
vysledky dil¢ich méieni ve tvaru (2.2), vyvstdva okamZité otazka, jakou nejisto-
tu ma veli¢ina vysledna. Tento problém se eSi obecné v odst. 4.5. Zde uved'me
jen nékteré moznosti pro zjednoduSeny maximéni odhad, ktery se v nékterych
piipadech pouziva pro iddovy odhad velikosti ngjistoty pii planovani experimen-
tu. Chceme-li napiiklad méfit hustotu latky mérenim hmotnosti a objemu daného
vzorku, je otazkou, v jakém iadu se ma pohybovat nejistota mérenych velicin,
aby relativni nejistota vypocétené hustoty byla nejvy3e jedno procento. Tento
problém je mozno snadno vyiesit uzitim formuli (2.7) (viz nize).

Vydedek méreni ve tvaru (2.2) mé formét tzv. nelplného cida, tedy cidla,
které je definovano intervalem hodnot. Necht’ jsou dana ¢islaa ab vetvaru

a=a,te, a b=b =g, .

Pro nekteré jednoduché aritmetické operace je mozno v aproximaci maximalnich
mezi snadno odvodit pro

soucet S=a+b=(a,+h)t(s,+¢,) .
e.=(e,+¢) , (2.4)
_ (ga+gb)
Toath
rozdil R=a-b=(a,-b)x(c,+¢,) .
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6= (6,+5,) | (25)

— (€a+8b)
- ao_bo

s l

sougin N=ab=(a,b)+(be,+a,¢,) ,
SN =(b05a+aogb) ) (2:6)

podil P=

&p :(_a+ao_b ) (27)

F
A
K
o
|
|3
I
5
+
B

mocninu M=a"=a +na e, ,
&y, =na e, , (2.8)
na;e,

—=nn, .
&

M =

Zde je nutno upozornit na moznost enormniho zvySeni relativni nejistoty pri
meéteni rozdilu blizkych hodnot ag, by (viz (2.5)). Namérime-li napiiklad ¢asy
t;, t> za icelem stanoveni jgjich rozdilu
t,=(195£01)s a t,=(179+01s,
maji obé meteni relativni nejistotu okolo 0,5 %. Jgjich rozdil At=1t, —t, ma
vSak podle (2.5) maximalni negjistotu
ey =02s,

coz odpovida relativni ngjistoté témeér 15 %. Odhad je sice odhadem maximdl-
nim a v odst. 4.5. ziskame navod k jeho upiesnéni, nicméne i zde vidime, Ze
nejistota rozdilu blizkych hodnot mizZe enormné vzrast. Proto je vZdy zapotiebi
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vénovat meieni velicin, u nichz se predpoklada odecteni jgjich velikosti, mimo-
fadnou pozornost.

2.3 NEJISTOTA METODY, NEJISTOTY MERIDEL

Stanoveni ngjistoty, kterou do vysledku meéieni vnasi samotna metoda meéie-
ni, je proces, ktery vyzaduje hlubokou znalost fyzikdnich zakonitosti a jeva
vyuzitych pii daném méieni, charakteristik pouzitych pristroji, mérenych velicin
a v neposledni fadé dostatecnou experimentani zkuSenost. Nejistota metody se
obvykle projevi jako nejistota (chyba) systematicka. VyuZzitim detailnich znal osti
parametrti pouZitych pristroju a fyzikani podstaty méfici metody je mozno
v nékterych pripadech tuto nejistotu stanovit a vysledek méteni korigovat.
V tfadé jinych pripadt, kdy nelze nejistotu metody kvantifikovat, je nutno
v zajmu objektivizace vysedku rozumné upravit interval nejistoty odhadem.

Obr. 2.1

@

Jako priklad postupu pii stanoveni systematické nejistoty metody je mozno uvést
vypocet korekce pii méreni odporu ,, metodou piimou“. V zapojeni podle obr.
2.1 je pii stanoveni proudu tekouciho méfenym odporem nutno uvézit vnitini
odpor voltmetru. Oprava, ktera ma vyznam chyby systematické, miiZze posunout
vysledek mimo oblast nejistoty stanovené z tridy presnosti pouzitych piistroji,
eventuding ze dstatistického rozptylu vysledkia meéieni (podrobngji viz prilo-
ha 6.2). Ve specidnich pripadech, kdy je mozno pro stanoveni hodnoty métené
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veli¢iny pouZzit nekolik riznych metod méieni, je mozno chybu konkrétng pou-
Zité metody posoudit srovnanim vysledki dosazenych ostatnimi metodami.

Pri nékterych meérenich dochazi k situaci, kdy se pri opakovanych mérenich
vysledky pohybuji v rozsshu jediného dilku nejjemnéjsiho déleni stupnice.
V takovém pripadé neprovadime statistické zpracovani opakovanych nezévis-
lych méfeni a vysledek interpolujeme z jediného Udaje uvnité nejjemnéjsiho
déleni stupnice. Nejistotu takto interpolované hodnoty stanovime podie Udaje
vyrobce pouzitého piistroje. V piipadé elektromechanickych analogovych méti-
cich piistroji je pro stanoveni nejistoty naméiené hodnoty zaveden pojem trida
presnosti (p).

Pro stanoveni tiidy piresnosti pro dany typ méficiho pristroje vyuziva vyrobce
obvykle nadedujici postup. Pri vystupni kontrole se kazdym piistrojem dané
vyrobni série méti veli¢ina X, (nomindni hodnota) definovana s podstatné vetsi
piesnosti, neZ je ocekdvana presnost meticich pristroji daného typu. Z celé
série naméienych hodnot X; se stanovi odchylky od nominaniho Udaje
AX; = (Xi—Xo). Déale se predpoklada, ze hodnoty AX; jsou rozlozeny v okoli nuly
s rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti (viz odst. 3.2) v intervalu (—a,a).
Hodnota a je jedingm parametrem rozdéleni a je mozno ji odhadnout ze ziska-
ného souboru hodnot AX;. Podle principu maximalni vérohodnosti (viz kap. 4) je
pravdépodobnost nalezeni n-tice hodnot AX; v piipadé rovnomérného rozdéleni
pravdépodobnosti maximalni, pokud je velikost intervalu (—a,a) minimalni.
Srovnéme tedy absolutni hodnoty | 4X; | podle velikosti a najdeme maximalni
hodnotu | AXqa | . Minimalni moznou velikosti intervalu nejistoty je nyni hod-
nota a = | AXm|. D&e se pri daném rozsahu meticiho pristroje R vypogita
maximalni relativni odchylkap v procentech

|AX o]

Tridy presnosti elektromechanickych (ru¢kovych) mericich piistroji jsou od-
stupnovany podle kategorii uvedenych v tab. 2.1.

Pristroje konkrétné testované vyrobni série jsou nyni zafazeny do pridusné
kategorie podle hodnoty, ktera je nejbliZe nalezené hodnoté (2.9).
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Tab. 2.1.

p kategorie
0,1 etalony, normaly
0,2 cejchovni
0,5 |aboratorni

1 laboratorni
15 provozni
25 provozni

Pro odhad nejistoty typu B se pro pristroje dané tiidy presnosti pouziva stan-
dardni odchylka predpokladaného rovnomérného rozdéleni. Pojem standardni
odchylka je zaveden v odstavci 3.3 jako odmocnina z disperze, tedy druhého
centralniho momentu nahodné veli¢iny (3.34). Pro dal&i sezndmeni s timto po-
jmem muZe étenar pouzit i diskuzi v odst. 3.2 atab. 3.1. V konkrétnim ptipadé
piedpokladaného rovhomérného rozdéleni |ze spocitat (viz seminérni Uloha 3.9),
Ze pro standardni odchylku rovnomérného rozdéleni o plati

. _(2a)° _ (2|AX . ])° _ AX, .|
12 12 3

2

o’=u

adale svyuzitim (2.9)

pR

)

u 107 (2.10)

V intervalu tug se méfena velicina nachazi s pravdépodobnosti P = 0,58. Jako
piiklad uved’me zpasob stanoveni nejistoty vysledku pii méfeni s ampérmetrem
téidy presnosti p=1,5 narozsashu R= 3 A. Podle (2.10) je odhadem nejistoty
typu B

L5x3

B,l \/é

V nékterych pripadech se alternativné piedpoklada, Ze hodnoty X; maji nor-
malni rozdéleni se stiedni hodnotou X,. Podobné jako v piedchozim piipadé
odhadneme nejistotu typu B standardni odchylkou, v tomto piipadé normaniho
rozdéleni, veliéinou S(viz (4.24))

u 10° A =0,026A .
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S=u, = /ﬁZAxiz : (2.12)
i=1

Trida piesnosti je podobné jako v predchazejicim piipadé uréena polovinou
intervalu, mimo ktery se méiend velicina prakticky nevyskytuje. V pripadé
normalniho rozdéleni je timto intervalem trojnasobek standardni odchylky (viz
tab. 3.1). Potom plati

p= 3;3 100 (%) . 2.12)

Je-li tedy tiida presnosti stanovena timto zptisobem (s predpokladem norméniho
rozdéleni odchylek AX;), je nutno ngjistotu typu B odhadnout vztahem

Uy = 'OTR.lo-2 . (2.13)

Rozhodnuti o tom, ktery zpasob pro stanoveni nejistoty pouZijeme, je tedy zavis-
Ié na informaci vyrobce o zpusobu stanoveni tiidy presnosti. Pokud tato infor-
mace neni k dispozici, povaZzuje se za obecny postup prvni a pouziva se formule
(2.10).

Z uvedeného postupu stanoveni nejistoty méreni je zigmé, Ze pfi méreni
s ruckovymi meticimi pristroji je z davoda minimalizace relativni nejistoty me-
feni v kazdém piipadé nutno métit v horni poloving stupnice nastaveného rozsa-
hu. K tomu jsou pristroje obvykle vybaveny dostatecnou Skdlou piepinatelnych
rozsahi stupnice.

U ,solidnich* méficich pristroju by trida piesnosti, nebo chyba uvadéna vy-
robcem méla korespondovat s délenim stupnice. Napriklad u pristroje s tfidou
piesnosti p =1 s predpoklddanym rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti
je podle (2.10)

-2
_PR gz 10R (2.14)

Veikost intervalu, ve kterém se veli¢ina nachazi sjistotou, je potom

u
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A=u,12=210°R, (2.15)

tedy +1 dilek stupnice délené na 100 dilkd. Jemnéjsi déleni stupnice v tomto
piipadé nema smysl. Podobné v piipade pristroje tiidy presnosti p = 0,5 je od-
povidajicim délenim stupnice na 200 dilki, zatimco v piipadé p = 1,5 st&i
déleni stupnice na 60 dilka.

V druhém piipadé, kdy je mozno predpokladdat normdni rozdéleni, je
intervalem , statistické jistoty* (viz tab. 3.1) interval o velikosti (30, 30).
V anaogii s(2.15) je

A=6u,=2.p10°R, (2.16)

COZ pro piistroj téidy presnosti p =1 opét odpovida nejjemngjSimu déleni stup-
nice na 100 dilka.

Zapredpokladu, Ze pii konstrukci stupnice pristroji dané tridy piesnosti byly
dodrZeny vySe diskutované zésady, je tedy pro piistroje tridy presnosti p =1
se stupnici délenou na sto dilka o velikosti d = 10°R podle (2.14) ug= 0,58 d.
V pripadé piistroja tiidy presnosti p = 1,5 se stupnici délenou na 60 dilka ten-
tokrét o velikosti d = 1,7.10°R dostaneme ug = 0,52 d. Zobecnénim t&chto
vysdedkt je moZzno odhadnout nejistotu méteni i u pristroji, u kterych neni zna-
ma ani tfida piresnosti, ani neni k dispozici Udaj vyrobce. V takovych pripadech
odhadneme obvykle

u, =0,5d , (2.17)

kde d jevdikost nejjemnéjSiho déleni stupnice.

Prikladem uvedeného postupu je meieni délky klasickym posuvnym mgrit-
kem s desetinnym noniem (viz nize), tedy s ngjjemnéjSim délenim stupnice
d =0,2 mm. Podle (2.17) odhadneme ug = 0,05 mm. Je-li métena délka napii-
klad v intervalu (3,5-3,6) mm, neprovadime obvykle dal i interpolaci a vysledek
zapiSemevetvaru a= (3,55 + 0,05) mm. Moderni posuvna méiitka byvaji opat-
fena digitdlnim displejem. NejjemnéjSi dilek déleni displeje (posledni digit) mu-
Ze mit velikost d = 0,01 mm. Podle uvedené diskuze by to znamenalo pro od-
had nejistoty us = 0,005 mm, coZ je ziggmé u méficich pristroja tohoto typu
neredlnd hodnota. Firma, jejiz meritko mél autor k dispozici, skutecné uvadi jako



piesnost méteni hodnotu ug = 0,03 mm, coZ je hodnota blizka jiZ provedenému
odhadu nejistoty méfeni u mefitek s klasickym noniem. Posledni digit vysledku
prezentovaného mékitkem s digitdlnim od¢itanim neni tedy v tomto piipadé sme-
rodatny pro odhad nejistoty mereni ve smyslu uvedené diskuze a douzi pouze
k pohodingjsi interpolaci uvnitt redného , nejjemngjsiho” déleni stupnice me-
fitka.

U digitdnich meéficich pristrojt, kde je analogova velikost méiené veliciny
pievedena na ¢islicovy Udaj pomoci analogove digitaniho (A/D) prevodniku, je
ngjistota vysledku dana principidné diskrénim charakterem (A/D) chara
kteristiky. ProtoZe v&ak existuje cdlaiada dalSich faktora vyplyvajicich z metody
meéteni a konstrukce piistroje, které mohou byt pro nejistotu vysledku dominant-
ni, je pro dany typ méficiho piistroje rozhodujici odhad nejistoty (typ B) prove-
deny vyrobcem. Pokud neni (daj vyrobce k dispozici nebo neni stanoveno jinak,
je pro odhad ngjistoty vyuzita diskrétni charakteristika (A/D) prevodniku. Zde se
piedpoklada, ze méiend hodnota se s jistotou nachazi v mezich danych Gdajem
na displgji (D) a hodnotou (D + A), kde 4 je pii daném rozsahu méieni zména
velikosti méiené veliciny odpovidajici zméné Udaje posledniho digitu o jednic-
ku. Rozdgleni pravdépodobnosti vyskytu mérené veliciny v intervalu (D, D + A)
se, podobng jako vy3e (viz diskuzi o tiide presnosti elektromechanickych piistro-
ji), povaZzuje za rovhomérné. Stiedni hodnotu mérené veli¢iny odhadneme hod-
notou D + A/2, a prisludna ngjistota vysledku (typu B) je opét stanovena jako
standardni odchylka rovnomérného rozdéleni v intervalu o velikosti 4, pro kte-
rou plati (srovnej (2.10), popi. seminérni tlohu 3.9)

- A
o =U, 2—\/5’

I
In

(2.18)

Meérend velicina se v tomto intervalu nachazi opét s pravdépodobnosti P= 0.58 .
Jako priklad k vyloZzenému postupu uved’me vysledek méieni napéti digi-
talnim voltmetrem se ¢tyfmi digity narozsahu R =5V, u kterého neni k dispo-
zici Udg) o chybé meticiho pristroje. Necht’ je na displeji Udgj U = 3,283 V.
Je zigimé, Ze v tomto piipadé je hodnota A4 = 0,001 V. Podle (2.18) vypoéteme
us = 0,0003V avydedek mereni uvedeme veformeé U = (3,2835 + 0,0003) V.
Pokud by byly odhady piesnosti métidel provedeny stejnym zpasobem, pou-
ze s tim rozdilem, Ze pfi testovani vyrobnich sérii a vSech dalSich odhadech by
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se misto rozdéleni rovnomérného predpokladalo rozdéleni normdni (viz (3.16)),
je mozno snadno ukazat, ze vysledné odhady nejistoty ug by byly vyznamng
nizsi (srovng (2.10) a (2.13). Proto nejsou-li Z&dné dodatecné informace, ve
snaze zgjistit maximalni moznou objektivitu vysledku se bézné pouzivaji for-
mule (2.17), popt. (2.18) zal oZzené na rozdéleni rovnomérném.

Uzivani uvedenych postupt pro odhad nejistoty méficich pristroja obsahuje
uréité nebezpeti v tom, ze v nekterych pripadech nemusi nejjemnéjsi déleni
stupnice (posledni digit) odpovidat tridé piesnosti pristroje. Pokud tedy neni
k dispozici Udaj vyrobce, je nutno pravidla (2.17) a (2.18) pouzivat s ptimétenou
opatrnosti.

2.4 ZAOKROUHLOVANI KONSTANT

V praxi se ¢asto setkavame se situaci, kdy je nutno vysledek vlastniho méieni
zahrnout do komplikovangjsi formule, ktera obsahuje ¢iselné konstanty znamé
s vysokou presnosti (7, /2 , € apod.) nebo tabelované fyzikani konstanty (tiho-
vé zrychleni g, gravitacni konstantu x apod.).

V pripadé ¢iselnych konstant je mozno najit hodnoty 7 nebo e uvadéné na
mnoho desitek platnych ¢islic. Pro konkrétni vypocet pak uzivame vhodné zao-
krouhlené hodnoty. Pri zaokrouhlovani vznika zaokrouhlovaci chyba (o), ktera
je dana rozdilem mezi zaokrouhlenou hodnotou a hodnotou uvedenou v pouZi-
tych tabulkach. Naptiklad pii zaokrouhleni ¢isla 7 natii desetinnd mista (Gtyfi
platné ¢islice) mame

0, = —3,141=0,0005926535.... < 0,00060 |,
z ¢ehoz pro relativni chybu zaokrouhlené hodnoty vyplyva
6.10™

T
Chceme-li napriklad stanovit objem valce meétenim jeho délky L a praméru d,
dosazujeme vysledky méieni do vzorce

2
V=7zd—L )
4

~

s

=19.10" .
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Pti rozhodnuti o zpasobu zaokrouhleni hodnoty 7 postupujeme obecné podle
pravidel diskutovanych v odst. 4.5. Je mozno snadno ukazat, ze pro relativni
nejistotu objemu v tomto pripadé plati
o=+ Ans

Jsou-li napiiklad relativni nejistoty meteni délky a praméru véce fédu 107, je
Z uvedeného vztahu zigimé, Ze pii uvedeni zaokrouhleného tvaru = s relativni
nejistotou zaokrouhleni tadu 10 se chyba zaokrouhleni ve vysledné nejistote
prakticky neprojevi, protoze

n:=(4,9)°10°+4.10°+10°=5,0361.10°=5.10°.

Pokud by byly vysledky mereni délky a praméru valce piesnéjsi, je pro vypocet
nutno vzit zaokrouhleny tvar 7 tak, aby relativni nejistota v dasledku zaokrouh-
leni byla neiméng o f&d mensi, nez relativni nejistoty ostatnich hodnot pouZzitych
pro vypocet vysledné veliciny. Podobny postup je nutno pouZit i u jinych ¢isel-
nych konstant, poptipadé i u tabelovanych hodnot konstant fyzikalnich.

Chceme-li napiiklad stanovit tihovou silu pasobici na téleso hmotnosti m,
pouZijeme zndmy vztah

F=mg .

Je-li hmotnost m stanovena s relativni nejistotou 7y, musime pro vypocet opét
pouzit zaokrouhlenou hodnotu gravitaéniho zrychleni s relativni nejistotou ale-
spon o f&d mendi. Gravitaéni zrychleni zavisi na zemépisné Sitce ¢ podle mezi-
narodng uznavané formule (viz napi. [11], str. 514 a 515)

g(p) =9,78049(1+ 0,0052884sin” ¢ —0,0000059sin* 2¢p)
platné pro zemékouli jako rotacni eipsoid. Gravitacni zrychleni zévisi dae na
nadmoiské vySce h a zemépisné délce A. Konkrétni méreni udévaji napi. pro
riznd mista v zapadni a stiedni Evropé v okoli ¢ = 50° severni Sitky hodnoty
uvedené v tab. 2.2. Je tedy vidét, Ze pouzijeme-li napi. v Praze pro hodnotu gra-
vitaéniho zrychleni zaokrouhleni

g=9.81ms?,
je tato hodnota zatizena rel ativni zaokrouhlovaci nejistotou
5.10™

=~51.10",
779 g
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Tab. 2.2

Misto 2() | () | h(m) | g(ms?)
Aachen 608 |5078| 179 | 98111
Bonn 710 |5073| 62 | 981122
Drézdany | 13.73 |5L.06| 121 | 9.81128
Praha 144 |5009| 200 | 98105
Brno 166 | 4921 9.809 61
BudepeX’ | 19.09 | 47.48| 108 | 9.80852

coz podle vySe uvedené zasady vyhovuje hmotnosti stanovené srelativni ngjisto-
tou 5.10™* ahors.
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3. VYBRANE ZAKLADNI POJMY
MATEMATICKE STATISTIKY

Fyzikdni méreni se vzdy provadgji za uréitych podminek. Podminky kon-
krétniho experimentu a celé fada ostatnich okolnosti tvoii soubor okolnosti,
které mohou vysledek méieni urcit jednoznacné nebo nejednoznacné. V prvnim
piipadé, hovorime o deterministickych schématech, kdy s danym komplexem
okolnosti nutné nastane vZdy tentyz vysledek. V piipadé druhém jde o schémata
stochasticka a vysledek méieni je pak jevem nahodnym. Obecné se pfi studiu
pifrodnich jevi snazime o co negjobsahlegjsi komplex okolnosti. Se zdokonalo-
vanim experimentalni techniky se muze stét, ze jevy, které byly s urcitym sys-
témem okolnosti jevy stochastickymi, se vici jinému, dokonaleSimu systému
okolnosti stavaji jevy determinovanymi.

S rozvojem poznani, ve snaze o mikroskopickou interpretaci makroskopic-
kych dat se v fadé piipadi puvodné deterministicka schémata stavaji nutné
stochastickymi. Prikladem mutize byt problém stanoveni tlaku idedniho plynu
v daném objemu a pii dané teploté. Fenomenologicka stavova rovnice ma de-
terministicky charakter. Znadme-li mnozstvi plynu, objem nadoby a teplotu, je
tlak vzdy tyZz. Na druhé strané pii mikroskopicke interpretaci stavovych velicin
formalizmem kinetické teorie plynu by soubor okolnosti musel pro deter-
ministicky popis obsahovat informace o poloze a rychlostech jednotlivych mole-
kul daného mnozstvi plynu, coz je poZzadavek neredlny, a proto ma v tomto
piipadé problém vyrazné stochasticky charakter a musi se feSit metodami ma-
tematické statistiky. Statistické zpracovani potom poskytuje charakteristiky
stochastického souboru, které jsou makroskopicky verifikovatelné. V uvedeném
piipadé je tlak interpretovan jako ¢asova zména hybnosti molekul narazejicich
v kazdém okamZziku na jednotku plochy stény nadoby. Je zigjmé, Ze tato veicina
fluktuuje jak v ¢ase, tak i mistné. Pokud bychom dokézali meétit hodnoty tlaku
v ¢asovych intervalech podstatné kratSich, nez je stredni doba mezi sr&zkami
jednotlivych molekul se sténou nadoby, dostali bychom posloupnost riznych
vysledki, které by se s uréitym rozptylem pohybovaly v okoli stiedni hodnoty.
Nalezeni této stiedni hodnoty a stanoveni charakteristiky rozptylu méiené veli-
¢iny v jgjim okoli je zde zékladni Ulohou statistického zpracovéani stochastického
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jevu. V konkrétnim piipadé studia tlaku plynu se méieni provadi vzdy za pod-
statné delSi ¢asovy interval, nez je stiedni doba mezi jednotlivymi srézkami a je
zigimé, Ze statisticky stanovend stiedni hodnota musi byt rovna hodnoté merené
a je tedy onou hledanou verifikovatelnou charakteristikou stochastického soubo-
ru molekul idedlniho plynu.

V piipadé fyzikalnich méreni je soubor okolnosti relevantnich pro vysledek
ve VEtSing pripadt natolik rozsahly, Ze jg nelze detailné popsat, a proto jsou
fyzikalni méreni déje, které se fidi schématy stochastickymi. Pro zpracovani
vydedki fyzikdnich méreni (zatizenych statistickymi fluktuacemi) je proto
nutno pouzit metody matematické statistiky. Bez naroki na Uplnost jsou dde
zavedeny potiebné pojmy a diskutovany nekteré jejich vlastnosti. Zavedeni kaz-
dého pojmu je ilustrovano jednoduchym prikladem.

3.1 STATISTICKY EXPERIMENT, NAHODNY JEV,
PRAVDEPODOBNOST

Statisticky experiment (E), je definovan predpisem, ktery specifikuje mnoZi-
nu moznych vysledka experimentu {Ve}. Pro kazdy z vysledka (v) experimentu
plati ve{Vg}. Uved'me ddle dva z nejjednodusSich prikladi statistickych expe-
rimenti. Prvnim z nich je béZna hraci kostka ve tvaru krychle. Tento experiment
se bude v dalSim textu jako priklad ¢asto pouZivat. Predpis, kterym se obvykle
definuje nglbéznéjsi experiment s hraci kostkou, specifikuje mnozinu vysledki
jako mnozinu obrazci, které se objevi na horni ploSe kostky po hodu a zastaveni
kostky na vodorovné hraci ploSe. Predpis by mohl napiiklad stanovit i jinou
mnozinu obrazci, napriklad mnozinu obrazct na spodni strané kostky, na plo-
chach obrécenych po zastaveni kostky v uréitém intervalu sméri apod. V prv-
nim, nejbéznéjSim pripade, ktery budeme dale vZdy pouZivat, je

vab= { LI I EE )

mnozinou vysledkii experimentu mnozina znamych obrazci s charakteristickym
usporadanim jednoho az Sesti bodi.
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DalSim charakteristickym experimentem je vazeni. Vysledkem experimentu
vazeni bude napiiklad souéet hmotnosti v3ech zavazi na misce vah pfi vyrov-
nanych vahach, tedy ¢islo z mnoziny (intervalu)

{Ve} = (0,0).
Poznamengime, Ze definice experimentu pouze pozaduje, aby vysledek expe-
rimentu v byl prvkem mnoZziny vydedkia (v € {Vg}), nikoliv aby kazdy prvek
mnoziny {Vg} nastal.

Na statistickém experimentu, ktery ma neprédzdnou mnozinu vysledki,
je mozno definovat ndhodny jev (Ag), ktery je uréen vybranou mnozinou (,, pozi-
tivnich*) vydedka experimentu. Jako piiklad je mozZzno uvést jevy na experi-
mentu s hraci kostkou. Kazdy z jevi vybranych prikladi nastane tehdy,
je-li vysledkem experimentu néktery z vysledka spadajici do vybranych mnozin.

AR} 8= {FIEEE F

Na mnoziné¢ moznych vysledka {Vg} experimentu E je mozno déle definovat
nahodnou proménnou Xg, kterd je opét uréena pravidlem, které kazdému vysed-
ku experimentu pfifazuje ¢ido jako hodnotu nadhodné proménné. V naSem
piikladu s hraci kostkou je moZno nahodnou proménnou definovat nejjednodus-
Sim zpasobem jako pocéet bodi na obrazcich, které jsou vydedkem experi-
mentu. MnoZinou hodnot nahodné proménné je potom mnoZina celych ¢isel
xe € {1,2,3,4,5,6}. V tomto pripadé hovoiime o diskrétni nahodné proménné.

e

AE

formu a mnoZina hodnot nahodné proménné je v tomto piipadé spojita

Specidlnim typem experimentu je tzv. experiment typu nahodny vybér (N).
Mnozina vysledki takového experimentu je kone¢na a realizace Zadného vy-
sledku neni proti ostatnim uprednostnéna. V naSich prikladech je opét experi-
ment s hraci kostkou klasickym experimentem typu nahodny vybér. V pripadé
vazeni neni mnozina vysledki kone¢na a jsou v ni vyrazné uprednostnény vy-
sledky v malém okoli redlné hmotnosti véZeného télesa

Je-li na ngjakém experimentu E definovéan nahodny jev Ag, potom je mozno
definovat i jev opa¢ny (non Ag), jehoZz mnoZinu vydedka (hodnot ndhodné pro-
ménné) tvoii vSechny moZzné vysledky kromé vysledka, které jsou pro jev Ag
pozitivni.
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Mame-li na experimentu E definovéno nkolik jevii A¢, je moZno zakladnimi
mnozinovymi operacemi definovat i jev §ednoceni
UAc
téchto jevi mnoZinou vydedka pozitivnich alespoi pro jeden z nich. Podobné je
mozno definovat i jev prinik jevi Ag
(1A
jako jev, jehoz mnozina vysledka je tvoiena vysledky experimentu, z nichz kaz-
dy je pozitivni pro vechny jevy A¢'. Je-li specidlng
ALtNAL=0D ,
i#]
tedy pranikem vech riznych jevii A, A¢ jsou prézdné mnoZiny, hovoiime
0 jevech navzgjem disjunktnich.
V piipadé experimenti typu ndhodny vybér (N) je mozno snadno definovat
pravdépodobnost jevu An (p,, ) jako pocet prvki mnoziny vysledki experi-

mentu N pro jev Ay pozitivnich n, redukovany celkovym poctem moznych

vysledka experimentu n, , tedy

Na

S (3.1)

p =
Ay nN

Takto definovana pravdépodobnost ma pro dva jevy Ay a By na experimentu N
nadedujici vlastnosti

1 ps,.Pg, 20

2. py, =1

3. pANUBN = Pa, + Ps, ~ pANﬂBN :
Symbolem Ny je zde oznaten jev na experimentu N , jehoZ pozitivnimi vysledky
jsou vSechny mozné vysledky experimentu N . Napriklad v pripadé experimentu
s hraci kostkou, definujeme-li jevy Ay a By mnozinami pozitivnich vysledka
An ={1,3,5}, By ={2,3,5,6}, jsou odpovidgjici pravdépodobnosti

1 _ 2 _5 1
pAN_E’ pBN_g’ pANUBN_E’ pANﬂBN_§
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a viechny pozadované vlastnosti jsou spinény. Cisla uréujici pravdépodobnost
uvedenym zptisobem jsou tzv. redukované velikosti podmnozin pozitivnich vy-
sledkii. VySe uvedené pozadavky ad 1. az ad 3., které jsou pro definici pravdg-
podobnosti obecné, je mozno jednoduse pouzit pro stanoveni pravdépodobnosti
jevu opaného. Pratoze podle definice plati

AyJnonA =N,

azéroven
Ay(nonA, =@,

je mozno pouzitim tietiho z vySe uvedenych poZadavkt na pravdépodobnost
snadno ukézat

Poona, = 1= Pa. - (3.2)

Redukované velikosti podmnozin pozitivnich vysledki je mozno jednoduse
pouzit pro stanoveni pravdépodobnosti i u experimentt typu nahodny vybeér,
jgjichz mnozina vysledku je spojitd V obecnéjSim pripade je definice pravdépo-
dobnosti pomérné komplikovanym problémem obecné teorie miry a je mimo
ramec tohoto Gvodniho textu se s touto problematikou podrobngji zabyvat. Z&
jemce je mozno odkézat na specializované ucebnice, napr. [12], [13], [14].
Méjme dédle experimenty E; (i = 1, 2, ...., n) definované svymi mnozinami
moZznych vysledki { V } . Definujme experiment E=E;. E;, ... E,, ktery maza
mnoZzinu vysledki { Vg} kartézsky soucin mnozin vysledki experimenti E;

(Ve ={Ve x{Ve, px..x{Ve }.

Experiment E nazyvame spojenim experimentt E;. Jako priklad je mozno
opét uvest experiment s hraci kostkou. Pri soucasném pouZiti dvou kostek,
tedy experimentu typu N = N;.N; je mnozina moznych vysledki dana uspora
danymi dvojicemi ¢isel
{Vi}=1{(11),1,2),173),...,(16).,(21).(2,2),..(6,6)} .

V souvidlosti s pojmem spojeni experimentt se dale zavadi pojem experi-
menti nezavislych. Nezévislymi experimenty jsou takové experimenty,
u nichz provedeni jednoho neovlivni provedeni druhého, neboli Zadny vysle-
dek jevu jednoho neovlivni vysledky jevu druhého. Jsou-li na experimentech

Ei definovany jevy A (opét mnoZinou pozitivnich vysdedki), je mozné na
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spojeni experimenti E definovat jev A , jehoZz mnozina vysledki je opét kartéz-
skym soucinem mnozin vysledki pozitivnich pro jednotlivé jevy A E,

(Vat={Va px{Va, fxx{v, } .
Jsou-li experimenty E; nezavislé, nezavisi ani pravdépodobnosti jednotlivych
jeva A e, Naredizaci jevi ostatnich. Jako priklad spojeni experimenti vyberme
opét soucasné uziti dvou hracich kostek. Necht’ je na prvni z nich definovén jev
AlNl ={1,3} anadruhé A ﬁ, ={2,3,6} . Mnozina pozitivnich vysedka jevu
A:A}\ll A 2N , naspojeni experimenti N,.N , bude mit zigmg 6 prvka

{Va}=1{(1,2),(13),(1,6),(3,2),(3.3).(3,6)}
apravdépodobnost jevu A bude

PT36 676 PalPai
Tento vysledek plati ovSem v piipadé spojeni nezavislych jeva, tedy spojeni jeva
A iE‘ definovanych na nezévislych experimentech E, , obecné

pA:H pA,Ei . (33)

Pojem spojeni experimenti neni zavisly na ¢asové posloupnosti jejich pro-
vedeni. Proto je mozno definovat i experiment E", ktery spociva v n nésob-
ném opakovani jediného experimentu E. MnoZinou vysledki experimentu E" jen

nasobny kartézsky soucin mnoZin vysedki {VE } experimentu E, takze

(Vo b = (Ve px{Ve pxx{Ve}), .
Je-li na experimentu E definovan jev Ag s mnoZinou vysledka {Va}, potom jev
A .. naopakovéani experimentu E"
A =(AgAc .. Ap),

je definovan obdobné jako jev na spojeni experimenti n-nésobnym kartézskym
soucinem mnoziny vysedkd jevu A, tedy mnozinou vysledka

Ve = (Vo vy .



Jsou-li opakovani nezavida, je pravdépodobnost jevu na opakovani experimentu
P,  pode(3.3)

pAEn = (pAE)n .

Pojmu jevu na nezdvislém opakovéni experimentu je mozno vyuzit k alterna
tivni definici pravdépodobnosti. Necht’ je na experimentu E definovan jev Ae.
Pfi n nasobném nezavidém opakovani experimentu E necht’ jev Ag nastane
nakrat. Pomer

, Ny

Pa=— (34)
n

nazyvame relativni ¢etnosti jevu A. Pravdépodobnost jevu A je potom definové
na jako limita relativni ¢etnosti pfi objemu nezavislych opakovéni rostoucimu
nad vSechny meze

Pa = Iim(n—A) . (3.5)

n— o n

Tento zpasob zavedeni pravdépodobnosti jako limity relativni ¢etnosti stejné
jako vySe zmingny postup vyuzivajici teorie miry, jakkoliv jsou intuitivné po-
chopitelné, vyZaduji samoziejmé podrobngjsi diskusi, ktera vSak presahuje r&
mec tohoto textu. Proto zde pouze odkazujeme na specializovanou literaturu,
napiiklad najiZz zminéné knihy [12], [13], [14].

3.2 ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI, DISTRIBUCNI
FUNKCE

Rozdélenim pravdépodobnosti nazyvame piedpis (funkci), ktery hodnotam
nahodné proménné prifazuje jejich pravdépodobnost. Konstrukce rozdéleni
pravdépodobnosti a jeho vlastnosti se principidné isi podle toho, zda je ndhod-
na velicina velic¢inou diskrétni ¢ spojitou. V pripadé diskrétnich nahodnych
promennych jsou hodnotam nahodné proménné skuteéné pritazeny jejich prav-
dépodobnosti, zatimco v pripadé spojitych ndhodnych velicin se rozdélenim
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pravdépodobnosti ¢asto oznaguje tzv. hustota pravdépodobnosti zavedena ddle
vztahem (3.11). Tato terminologicka nejednoznacnost je viak natolik vzita, ze
i v tomto textu budeme piedpoklédat, Ze ¢tenar potiebny rozdil ve vyznamu
snadno nahlédne z kontextu.

Uvazujme tedy nejprve rozdéleni pravdépodobnosti pro piipad diskrétni na-
hodné proménné. Jednotlivé diskrétni hodnoty ndhodné proménné oznacime
X (i =1, 2, .., n), kde n je celkovy pocet hodnot ndhodné proménné na daném
experimentu. Jevy spocivgjici v realizaci jednotlivych hodnot néhodné promeénné

necht’ maji pravdépodobnost P, . Jevy jsou disunktni ajegjich gednocenim je

celd mnozZina moznych vysledka experimentu. Potom podle vySe uvedenych
vlastnosti pravdépodobnosti plati

Zl p, =1. (3.6)

Tento vztah byva nazyvan normovaci podminkou a mize byt v fadé piipada
pouzit pro stanoveni konkrétniho tvaru rozdéleni pravdépodobnosti. V pripadé,
Ze pravdépodobnost realizace vSech hodnot ndhodné proménné je stejnd, hovo-
fime o rozdéleni rovnomeérném. V tomto pripadé plati p, = p a uzitim nor-

movaci podminky (3.6) dostdvame

s 1
> p=1 - p==, @3.7)
i=1 n

Obecné jsou timto rozdélenim popsany ndhodné velic¢iny v experimentech typu
nahodny vybér. V naSem ¢asto uzivaném piikladu hraci kostky je n=6.

DalSim klasickym diskrétnim rozdelenim je rozdéleni binomické. Binomické
rozdéleni pritazuje hodnoty pravdépodobnosti diskrétni nahodné proménné Kk,
kterd odpovida poctu realizaci jevu Ag na experimentu E pii N-nasobném nez&
visiém opakovani experimentu. Pravdépodobnost jevu Ag necht’ je P, _ . Pro-

meénna k zigimé muze nabyvat hodnot k = (0, 1, 2, ..., N) a ptame se tedy,
s jakou pravdépodobnosti se kazda z téchto hodnot realizuje. Pravdépodobnost
PpAE n (K), Ze pii konkrétnim N-nasobném nezévislém opakovani experimentu
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E jev Ag k-krét nastane a zéroveni (N — k)-krét nenastane, je podle pravidla (3.3)
Uumerna soucinu

PDAE,N (k) =Cy. pl,:E (1-pa, N

Konstanta dmérnosti C |, vyjadiuje skutetnost, Ze pozadovana konkrétni
hodnota ndhodné proménné k se pii N-nésobném opakovani experimentu maze

. N L . . S
realizovat ( ) j raznymi zpasoby aje mozno snadno ukézat, Ze je skutecné rov-

natomuto kombina¢nimu ¢islu. Vysledné rozdéleni mé potom tvar

N
Poae (k)=[ kj Py (1-py )", (38)

Obr. 3.1 Binomicke rozdéleni pro razné hodnoty N ap
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Binomické rozdéleni pro vybrané riizné hodnoty N a p je zndzornéno na obr. 3.1.
Céarkované kiivky znézoriiuji pro srovnani prabéhy normélniho rozdéleni (viz
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dale) s parametry, které odpovidaji stiedni hodnoté a disperzi binomického roz-
déleni pro dané hodnoty N a p (viz ddle odst. 3.3). Dale se snadno piesvédéime
(naptiklad jednoduchym uzitim binomické véty), Ze normovaci podminka (3.6)

je splnéna a ze skutecné plati
N

> P, w(k)=1.

k=0

Vedle rozdéleni binomického se ¢asto pouzivai dalsi z diskrétnich rozdélent,
rozdéleni Poissonovo. Toto rozdéleni se pouziva napiiklad v jaderné fyzice
pro statistiku emisi pii jaderném rozpadu (napt. pro Ucely stanoveni vlastnosti
z&i¢e) nebo i pro statistiku tiskovych chyb (preklept), je-li zapotiebi charakteri-
zovat kvalitu prace pisare. Pro nalezeni konkrétniho tvaru rozdéleni uvazujme
tedy rozdéleni pravdépodobnosti poétu vyskyti ndhodné uddlosti (k), kde
(k=0, 1, 2, ..), napt. emise y-kvanta v ur¢itém casovém intervalu nebo pocétu
chyb (pieklepi) v ur¢itém UGseku textu. Rozdéleni odvodime za nésledujicich
predpokladi

i) jednotlivé realizace ndhodné udaosti jsou navzajem nezavislé,

ii) pravdépodobnost realizace uddlosti v malém intervalu P(t,t + dt)
je umerna velikosti tohoto intervalu, napi. P(t,t+dt)=udt,

iii) pravdépodobnost soucasné realizace (t€Z mistné) dvou udal osti
jenulova.

Necht’ Py(t) je pravdépodobnost, Zze dani uddost (emise y-kvanta) nastane
v ¢asovem intervalu (O,t) k-kré. Nenastala-li v intervalu (0,t) Z&dné udélost
(pravdépodobnost Pq(t)), potom pravdépodobnost, Ze ani v intervalu (Ot + dt)
nenastane zadna udalost je dana vztahem
R (t+dt)=PRy(t) (1 )

Z toho

dP (t

FO__uro = R0)-Ceptu
Konstantu C ur¢ime snadno z okrajové podminky, ktera pozaduje, aby v nulo-
vém intervalu nenastala Zadna udal ost

t>0 = P(0)>1= C=1.

Potom

R(t)=exp(-ut) .



V dal&im postupu hledame pravdépodobnost, Ze v intervalu (0t + dt) nastane
jedna udalost. Tento jev je gednocenim dvou disjunktnich jevi. V prvnim nasta-
ne pozZadovana jedna uddlost v intervalu (0,t), zatimco v nasledujicim intervalu
(t,t + dt) zadna uddost nenastane, ve druhém piipadé naopak v intervalu (0,t)
uddlost nenastane a v nadedujicim intervalu (t,t+dt) udalost nastane (jednou).
Vyslednd pravdépodobnost je potom dana vztahem

P(t+dt )= R(t) (1 - x dt)+Py(t) et .
Odtud

BO_ sy + up). (39)

ReSenim této diferencidni rovnice je pravdépodobnost
R(t)= wut exp(-ut) .
V dal&im kroku mame obdobng
P(t+dt )= P(t) (1 - udt)+R() pdt |
coz vede na diferencidni rovnici obdobnou rovnici (3.9.)

EO_—ypw +urw .

jelimz reSenim je tentokrat pravdépodobnost

P 0= eun
V andogii s uvedenymi piipady pro jednu a dvé uddosti v ¢ase (Ot + dt) plati
ziejmé pro obecnych k udd osti diferencidni rovnice
BO_ R + 4RO
Snadno se | ze presvédiit, Ze feSenim této rovnice je funkce
RO=L exput).
Nakonec provérme normovaci podminku

N AUt N (Ith)k_ cut ut
;Pk(t)_e ; o et =1 .
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Jak jiz bylo re¢eno, je ¢asovy interval (0, t) libovolny nejen co do velikosti, ale
i co do charakteru. Proto je obvyklé valit interval jednotkovy. Rozdéleni ma
potom obecné uzivany tvar

k
P (k) = ‘;—le'ﬂ ,

(3.10)
kde védi¢ina # mé vyznam pravdépodobnosti realizace udalosti v jednotkovém
intervalu, naptiklad za sekundu, nebo na strance textu. Priklad tvaru Poissonova
rozdéleni pro rizné hodnoty parametru u je uveden na obr. 3.2. Pro srovnani
jsou carkované uvedeny prabéhy normdniho rozdéleni (viz nize) se stredni
hodnotou a disperzi odpovidajici prislusnym hodnotdm parametru u (viz
odst. 3.3)

Obr. 3.2 Poissonovo rozdéleni pro rtizné hodnoty parametru p
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Je-li spojita nahodna promenna definovana v intervalu (a,b), je rozdélenim
pravdépodobnosti p(x) definovana pravdépodobnost P(x,x + dx), Ze se ndhodna
proménna nachézi pravé ve vyznaceném intervalu (x,x + dx)

P(x,x+dx)= p(x)dx . (3.11)

Pravdépodobnost P(x,x+dx) je umérna velikosti intervalu dx a funkci p(x) nazy-
vame hustotou pravdépodobnosti. Normovaci podminka (3.6) ma potom tvar

b
f p(x)dx =1 . (3.12)

a

Podobne jako v piipadé diskrétnich rozdéleni je nejjednodussim typem roz-
déleni spojitych rozdéleni rovnomérné. V tomto pripadé je pravdépodobnost
vyskytu nahodné veliciny x v libovolném intervalu stejna, tedy na x nezavisla
Naptiklad pro rovnomerné rozdéleni ndhodné veliciny v intervalu (a, b) potom
plati

P(x,x+dx)= pdx .
Konstantu p v tomto piipadé snadno uréime z normovaci podminky (3.12)

b
Ipdx= p(b-a)=1

a hustota pravdépodobnosti ma potom tvar

p = . (3.13)

Prikladem rozdéleni pravdépodobnosti, které je mozno odvodit z rozdéleni
rovnomérného transformaci souradnic, je rozdéleni Cauchyho. Predstavme si
rovhomérné se ot&éegjici délo, které v uhlovém intervalu (—#/2, #/2) ndhodné
stiili (obr. 3.3), pricemz pravdépodobnost vystielu na thlu ¢ nezavisi. Rozdéleni
pravdépodobnosti v proménné ¢ jetedy rovnomérné

p(e) =p.
S vyuZitim normovaci podminky

T

1= [ po)do -

2

pde=pnzr

|
NN NN
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dostaneme v tomto piipadé analogicky k (3.13)

1

p= (3.14)
T

Nyni nas zajimé, jaké je rozdéleni pravdépodobnosti p(x) zasahu na cilové piim-
ce (obr. 3.3), ktera je v jednotkové vzddenosti od ot&egjiciho se déla (jevy spo-

Obr. 3.3. K vykladu odvozeni Cauchyho rozdéleni

A
v

jené s konecnou rychlosti a eventudni balistickou drdhou strely neuvazujeme).
Plati
1
tg(p)=x — e=actg(x) - dp=——-dx.
@+ x%)
Potom
1 1
dp=pdp=——"-——
p(p)de = pde D)

Hustota pravdépodobnosti zasahu na piimce x je tedy popsana funkci

dx = p(x) dx .

11
mw:;a+%)’

(3.15)

coz je hledany tvar Cauchyho rozdéleni.
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Za&kladnim statistickym rozdélenim je ,,normdlni (Gaussovo) rozdéleni“.
Rozdéleni popisuje hustotu pravdépodobnosti vyskytu spojité nahodné promén-
néxv intervalu x € (-, o) vetvaru

_ew)?

e ¥ . (3.16)

() =—
o= e

Obr. 3.4 Normdni rozdgleni

10 H T H T H T H T H T

=05

p(x)

Rozdéleni pravdépodobnosti mé dva parametry. Parametr 1 udéva polohu rozdé-
leni na ose x a pozdgji bude ukézano, Ze je totozny se stiedni hodnotou ndhodné
veli¢iny x. Parametr o se nazyvé disperze, (variance, rozptyl) néhodné promén-
né. Odmocnina z disperze o charakterisuje Sirku rozdéleni a nazyva se standard-
ni_odchylkou. Hustota pravdépodobnosti normédniho rozdéleni (3.16) byva
v nékterych pripadech ozna¢ovéana symbolem

N, (4,0) .

Index x oznacujici veli¢inu, o jgiz rozdéleni pravdépodobnosti jde, se nekdy
vynech&va. Hustota pravdépodobnosti norméniho rozdéleni (3.16) jepro u =0
advé razné hodnoty o =0,5 a o =1,0 zndzornénana obrézku (3.4).
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Uvazujme ddle s jakou pravdépodobnosti se veli¢ina popsana normanim
rozdélenim vyskytuje v oblastech kolem stiedni hodnoty charakterizovanych
raiznymi hodnotami standardni odchylky. K tomu U¢elu vypocitame integraly

P(u—an+a)= [ p(x)dx

p—a

pro razné hodnoty a. Vysledky jsou shrnuty v tabulce 3.1.

Tab. 3.1
Pu—a,u+a) a
0,5 2013
0,683 o
0,955 20
0,997 3o

S vyuzitim naro¢néjSiho apardtu matematické statistiky (viz napt. [12])
je mozno ukazat, ze diskutovana diskrétni rozdéleni, rozdéleni binomické
a Poissonovo, konverguji s ristem stiednich hodnot k ,, diskrétni aproximaci®
normalniho rozdéleni (3.16) ve tvaru

1 ,M

p(k) =
o 27

kde k=(1, 2, ....... ), « @ ok jsou stredni hodnota a standardni odchylka (viz
seminarni Ulohy (3.4), (3.6)). V piipadé binomického rozdéleni roste stiedni
hodnota pii daném p s ristem N, v pripadé Poissonova rozdéleni roste stiedni
hodnota s ristem parametru 4. Situaci je moZno posoudit vyuZzitim obrazka 3.1,
3.2 nebo pomoci tzv. parametru asymetrie y zavedeného vztahem (3.37) (viz
dde odst. 3.3). V ptipadé binomického rozdéleni na obr. 3.1 je vidét, Ze jeho
tvar je uz pro neprilis vysoké stiedni hodnoty (Np) velice blizky tvaru rozdéleni
normalniho. V piipadé rozdéleni Poissonova (obr. 3.2) je zigjmé konvergence
k diskrétni aproximaci norméniho rozdéleni podstatné pomalgjsi.

Parametr asymetrie » je v pripadé binomického rozdéleni dan vztahem (viz
seminarni Ulohu 3.5)
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Obr. 3.5 K vykladu konvergence binomického rozdéleni
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Pro Poissonovo rozdéleni je podobné mozno vypoditat (viz seminérni Ulohu 3.7)
1

T u
V obou piipadech tedy parametry asymetrie s ristem stredni hodnoty konverguji
k nule, coZz znamena, Ze rozdéleni se stavaji, podobné jako rozdéleni normalni,
symetrickymi vici stiedni hodnoté (viz dale odst. 3.3.). Podminka nulové hod-
noty parametru asymetrie ovSem neni pro proces konvergence podminkou posta-
éujici, coz je vidét z vySe uvedeného vztahu pro asymetrii binomického rozdéle-
ni, kterd nabyva nulové hodnoty i v piipadé p = 1/2 bez ohledu na velikost
sttedni hodnoty. Situace je zndzornéna na obr. 3.5, kde jsou podobné jako na
obr. 3.1. uvedeny prabéhy binomického rozdéleni s parametrem p = 1/2 pro
razné stiedni hodnoty u a zaroven pribéhy normalniho rozdéleni s odpovidaji-
cimi hodnotami parametri ¢ a o. Je vidét, Ze piestoZe jsou prislusné binomické
rozdéleni symetricka kolem stiredni hodnoty, je pro proces konvergence k vyse
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uvedené diskrétni aproximaci normaniho rozdéleni zapotiebi odpovidajici rast
stiedni hodnoty.

Vedle normdlniho rozdéleni je dalSim z vyznamnych statistickych rozdéleni
tzv. rozdéleni 5 (chi-kvadrét). Rozdileni 4 je rozdélenim sumy &tverci néhod-
né veli¢iny s normanim rozdélenim N(0,1), tedy rozdélenim s nulovou stiedni
hodnotou a jednotkovou disperzi, pii 1~nasobném nezavislém opakovani. Rozdé-
leni ma fadu vlastnosti pouzitelnych v riiznych oblastech teorie i v praktickych
Ulohach matematické statistiky. Oznagime-li nahodnou veli¢inu jako u, ma veli-
gina y* tvar

xl=> ul . (3.17)
i=1

Veli¢ina 42 je ndhodnou velicinou a je popsana statistickym rozdslenim, jehoz
hustota pravdépodobnosti matvar (viz napi. [15], [16])

v )

2 1 2
pv(Zv)=K—(}(v)2 e ? . (3.18)
2°T'(3)

Rozdéleni mé jediny parametr v, ktery se nazyva pocet stuprit volnosti. Funkce
I (I*funkce), ktera zavadi obecné vyjadieni faktoriadlu pro obor komplexnich
¢isel, matvar

Z21=T(z+1) = ftze"dt
0
a je definovana pro vSechna komplexni z s vyjimkou celych zapornych ¢isel,
tedy (-1, —2, =3, ... ). Stiedni hodnota néhodné veli¢iny #* a jei disperze (viz

dde definici v odst.3.3 a podrobngjsi diskuzi napiiklad v knihach [15], [16]) jsou
v tomto pripadé

<y’>=v, D, =< (> -v)Y>=2v . (3.19)

Pro malé hodnoty v je rozdéleni silné asymetrické. Pro vySSi pocty stupnid vol-
nosti je v&ak mozno ukazat, Ze rozdéleni normované veli¢iny
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Jav

piechézi v rozdéleni normani N(O, 1) (viz napt. obr. 3.6. a[16]).

Obr. 3.6 Rozdgleni ¥ pro riizné poéty stupiit volnosti
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hypotéz.

Nakonec jesté uvedme tzv. t-rozdéleni (Studentovo). Prestoze jsou jak postup
vané, ukazeme v dalSim textu (kap. 4) vyznam t-rozdéleni v oblasti testovani

zavedeni, tak i vysledna forma rozdéleni na prvni pohled ponékud kompliko-

Studentovo rozdéleni je rozdélenim nahodné veliciny, kterou ziskame jako
pomér dvou nahodnych veli¢in. Prvni z nich je z&kladni ndhodnéa veli¢ina u
s normanim rozdélenim N(0,1). Druhou nahodnou veli¢inu ziskdme z normo-

vané sumy ¢étverci veli¢iny U pii v- ndsobném opakovani (viz (3.17)) jako

e
v

57



Obg tyto nahodné veli¢iny necht’ jsou nezéavidé. Vysedna ndhodna velicina,
ma potom tvar

Rozdéleni pravdépodobnosti této veliciny ma opét jediny parametr v (pocet
stuprid volnosti) a obvykle se uvadi ve tvaru [15], [16]

v+l 2 v
p,(t) = 1 I )(1—t—) 2, —oo<t<oo. (3.20)
14

C Jor T(®)

Stiedni hodnota a disperze ndhodné veli¢iny jsou v tomto pripade ([15], [16])

<t>=0, D, =<t’>=

— (3.21)

Rozdéleni (3.20) je pro vSechny hodnoty parametru v symetrické kolem stiedni
hodnoty a pro vySSi hodnoty poctu stupiti volnosti prechazi k rozdéleni normél-
nimu (viz napt. [15]).

Vedle pojmu rozdéleni pravdépodobnosti je v matematické statistice zaveden
a ¢asto pouzivan pojem distribu¢ni funkce. Méjme napriklad spojitou nahodnou
veli¢inu (nahodnou proménnou) X', popsanou rozdélenim (hustotou) pravdépo-
dobnosti p(x’) vintervalu X e (a,b). Zajimanas, sjakou pravdépodobnosti P se
pii daném experimentu bude realizovat hodnota nahodné proménné X < x. Podle
definice hustoty pravdépodobnosti je tato pravdépodobnost dédnaintegrdlem

P() = [ p(x)ax .

Tato pravdépodobnost, ktera je z definice funkci X, se nazyva distribu¢ni funkci-
néhodné promeénné F (X) . Plati tedy

F(X)=P(x) . (3.22)

Situace je znazornéna na obr. 3.7 pro Cauchyho rozdéleni pravdépodobnosti.
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Obr. 3.7 K vykladu pojmu distribu¢ni funkce
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Distribu¢ni funkci je mozno zavést i pro diskrétni nahodnou proménnou.
Nabyvéli napiiklad diskrétni nahodna proménna k celych hodnot (k = (0, 1, 2,
..., N) s pravdépodobnosti P(K), je analogicky k (3.22) distribu¢ni funkci né&
hodné veli¢iny nespojita funkce F(Xx) vytvorend Useky s konstantni amplitudou
v intervalech mezi hodnotami nahodné proménné k. Pro hodnoty x < O je
F(X) =0. Pro ke (0, N-1) mafunkce F(x) vintervalech xe<k,k+1) ampli-
tudu

F) =3 P(K), 323

pro x> N je F(x)=1. Jako ptiklad je na obr. 3.8. uvedena distribu¢ni funkce

ndhodné veliciny x v intervalu x € (0,7) pro diskrétni rovnomeérné rozdéleni
pravdépodobnosti v piipadé experimentu s hraci kostkou. Hodnoty distribu¢ni
funkce odpovidajici celym hodnotdm ndhodné proménné x vyznacené krouzky
k hodnotdm distribu¢ni funkce nepatii.
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Obr. 3.8. Distribu¢ni funkce rovnomeérného rozdéleni
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3.3 STREDNi HODNOTA, MOMENTY NAHODNE
VELICINY, MEDIAN

S vyuZitim pojmu rozdéleni pravdépodobnosti mtiZzeme pristoupit k zavedeni
dal§i dalezité charakteristiky ndhodné veliciny, jgi stiedni hodnoty (stiedni hod-
nota byva nékdy oznatovéana jako hodnota ocekavand). Pro pripad spojité n&
hodné proménné (x) na intervalu (a, b), ktera je popsana rozdélenim pravdépo-
dobnosti p(x), je stiedni hodnota ndhodné veliciny () definovéana vztahem

b
U, = .[ X p(x)dx . (3.249)
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Z divodu prehlednosti textu se stiedni hodnota v nékterych piipadech oznatuje
ostrymi zavorkami, takZe plati:
M= <X> .

Je-li natémze intervalu nahodné proménné definovana funkce ndhodné promen-
né f(x) je jgi stiredni hodnota = ( f(X) ), v souladu s (3.24) definovana vzta-

hem:
b

Uy = j f(X) p(x) dx . (3.25)

a

Zavedeni pojmu stiedni hodnoty, napiiklad podle (3.25), je mozno ilustrovat
nadedujici Gvahou (viz obr. 3.9)

Obr. 3.9 K zavedeni pojmu stiedni hodnoty

f(x)

()1

a b X

Méjme na intervalu (a,b) funkci f(x). Stiedni hodnotu ( f(x) ) stanovime jed-
noduchym srovnanim integrdlu funkce f(x) v mezich (a,b), tedy plochy pod
funkci f(x) na obrézku 3.9, s plochou obdéniku téZ schematicky na obrazku
vyznateného. Zigjmé plati

b

1 1
<f(x)>:E[f(x)dx:[f(x)de,

coz je forma (3.25) za predpokladu, Ze vei¢ina x je popsana rovnomeérnym roz-
délenim (3.13). Pro diskrétni nahodnou proménnou k plati analogie vztahi (3.24)
a(3.25)
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me=2.kp(k), (3.26)

pe =2, F(Kp(k), (3.27)

kde p(K) je rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny k a f (k) je opét funkce
néhodné veliciny.

Ve specidlnim piipadé, kdy je funkce f(x) linearni kombinaci jinych funkci
n&hodné veliciny, napiiklad

f)=2ag(
zigime plati

()= Z, a (9 (x) (3.28)

tedy stiedni hodnota linearni kombinace, je linedrni kombinaci strednich hodnot
(srov. (3.25)).

Vedle stiedni hodnoty se pro charakterizovéni vlastnosti ndhodné veli¢iny
(s vyznamem podobnym stiedni hodnot¢) pouZiva tzv. median. Median je pro
spojité ndhodné veliciny definovan pomoci distribuéni funkce (3.22) jako takova
hodnota ndhodné veliciny My, pro kterou plati

F(M,) =% : (3.29)

V tomto piipadé nastava situace podle (3.29) v jediném bodg. Je-li dde spojité
rozdéleni pravdépodobnosti symetrické kolem stedni hodnoty, Ize snadno uk&
zat, Ze median je roven této stiedni hodnoté. Vyznam medidnu vynikne
v piipadé symetrickych spojitych rozdéleni pravdépodobnosti, ktera nemaji
stiedni hodnotu, ale maji medidn. Prikladem takového rozdéleni je rozdéleni
Cauchyho. Pro diskrétni ndhodnou proménnou miZe nastat podminka (3.29)
v ur¢itém intervalu a v takovém pripadé je medianem stred tohoto intervalu.
Piikladem muzZe byt rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti pro experiment
s hraci kostkou. Podminka (3.29) je zde spinéna v intervalu x € < 3,4) (viz
obr. 3.8) amedianem je tedy hodnota M, = 3,5. V nekterych pripadech nespo-
jitych (stupiiovitych) funkci typu (3.23) mize amplituda distribucni funkce projit
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hodnotou 0,5 v bodé nespojitosti. V takovém piipadé je medidnem soufadnice
tohoto bodu nespgjitosti. Prikladem takového stavu miZze byt median diskrét-
niho rovnomérného rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny k v intervalu
k=(0,1,...,N), jeli Nsudé. V takovém piipadé prekro¢i amplituda distribu¢ni
funkce hodnotu 0,5 v bodé x = N/2, ktery jetedy v téchto pripadech medianem.
V piipadé diskrétnich rozdéleni pravdépodobnosti je mozno ukazat (viz semi-
narni Ulohy), Zze medidnem binomického rozdéleni (3.8) je stiedni hodnota
((k)=Np), jeli p=0,5. V ostatnich ptipadech je M = ( k). Pro Poissonovo
rozdéleni (3.10) se median lisi od stfedni hodnoty vZdy.

Stredni hodnota ndhodné veliciny je specidnim piipadem obecnéjSiho pojmu,
tzv. momentu nahodné veli¢iny. Pro piipad spojité ndhodné veli¢iny x popsané
rozdélenim pravdépodobnosti p(x) definujeme n-ty moment nahodné veli¢iny x
vztahem

i, = I x"p(x)dx , (3.30)

kde V znxii interval, ve kterém se nahodna velicina vyskytuje. V pripadé dis-
krétni nahodné veli¢iny plati analogicky

e =2 K"p(k) . (331)

Je vidét, Ze ve specidlnich piipadech je

Ho=me =1, p= . o= Hy
Vedle n-tého momentu nahodné veliciny se dédle zavadi n-ty centralni moment
nahodné veliciny vztahy

w7 = [ (x= )" pOY ., (332)
\Y
et =Y (k=) p(k) . (3.33)
k
Ve specidnich pripadech je opét

=15 =1, = =0.
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Druhy centrdlni moment se pouziva pro popis , Sitky* statistickych rozdgleni.
Pro spojitou ndhodnou veli¢inu mame

u2e = _[(x—ﬂx)z p(x) dx = ((x—1,)?) . (3:34)
\
Pro diskrétni ndhodnou proménnou anal ogicky
10 = 2 (k= )" (k) = (K= 1)) (3:35)
k

V piipadé normalniho rozdéleni plati
po=po=p, =D, =((x-pn))=0".

Druhy centraini moment je tedy roven ¢étverci parametru o, pro ktery bylo
v piipadé normaniho rozdéleni zavedeno oznateni disperze. Nézev disperze
(s oznatenim D nebo o) se &asto pouziva pro obecné oznaceni druhého cen-
trdlniho momentu nahodné veli¢iny bez ohledu natyp rozdéleni.

Primym pouZitim definice disperze |ze snadno napriklad pro spojitou nahod-
nou veli¢inu ukazat

D, =(xX*)—(x)?, (3.36)

coz je velice dileZity vydedek, ktery rik4, Ze stredni hodnota étverce nahodné
veli¢iny se nerovna étverci stiedni hodnoty. Jejich rozdil je roven prave disperzi.
Z definice dale pfimo vyplyva, Ze disperze nahodné veliciny je veli¢inou nezé
pornou. V pripadé, Ze D =0, je ndhodné veli¢inakonstantou.

Z vySSich centranich momenti se pouZziva tieti centralni moment pro popis
symetrie rozdéleni pravdépodobnosti vici stiedni hodnoté. Zavédime parametr
asymetrie y vztahem

3.c 1
y =t == [ (- ) ey ox (3:37)
X X V

Z definice je zigimé, Ze v piipadé rozdéleni pravdépodobnosti, které je syme-
trické vici stiedni hodnoté, je parametr asymetrie nulovy. K bliZz&imu sezndmeni



s pojmy zavedenymi v této kapitole doporucujeme vyieSit seminarni Glohy 3.3.
az 3.14.

3.4 ROZDELENIi PRAVDEPODOBNOSTI VICE
NAHODNYCH VELICIN

Vysetiujme na pocéatku situaci, kdy jsou zadany dvé nahodné proménné x, y
definované v intervalech V,, V, s prisusnymi rozdélenimi pravdépodobnosti
p(x), q(y). Pravdépodobnost P(x,x+dx;y,y+dy), Ze se vdi¢ina x nachazi

v intervalu hodnot (X, X+ dx) azéroven velicina y v intervalu (y, y+dy), je
v tomto pripadé opét umerna velikosti intervala dx, dy, pricemz piislusné roz-
déleni pravdépodobnosti o( X, y) je v tomto pripadé obecnou funkci obou pro-
ménnych

P(x, x+dx; y, y+dy) = p(x, y)dxdy . (3.38)

Formdlng stejnym zptisobem jako vyse zavadime nyni stfedni hodnotu nahodné
veli¢iny (napriklad x) jako

1, =[x p(x y) dxdy = (x) (3.39)

a stiedni hodnotu jeji funkce

(100)=] £ p(x, y)dxdy . (3.40)

\%

Dale momenty nahodné veliciny jako

1) = [ X" p(x,y) dxdy = (x") (341)

apodobng centrd ni momenty
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100 = [ (x= )" p(x Y) dxdy = ((x— )"y . (3.42)

V piipadé diskrétni ndhodné proménné je analogie dosavadniho postupu
aformuli (3.39)—3.42) natolik ztejma, Ze neni tieba prisusné formule explicitné
uvadst.

V piipadé nezévidlych veli¢in odpovida situace vySe diskutované situaci spo-
jeni nezévislych experimentu (viz odst. 3.1) a pravdépodobnost soucasného vy-
skytu veli¢in x, y v uvedenych intervalech (x, x+dx) a (y, y+dy) je pak
dana soucinem pravdépodobnosti

P(x, x+dx; y, y+dy) = p(x)dx q(y) dy . 3.43)
Rozdéleni pravdépodobnosti ma potom tvar

P Y)=p(xX)q(y) . (3.44)

Zavedme dale tzv. kovarianci C, , vztahem
C,y = [ (X=1)(y - 1,) p(%, Y) dxdly = ((X— 1) (y— 11,)) . (345)
\%

Je zigimé, Ze v pripadeé, Ze jsou vdiciny X, y nezévidé, je kovariance (3.45)
s rozdélenim pravdépodobnosti (3.44) rovna nule. Z defini¢niho vztahu (3.45)
dal e snadno vypocitdme

Cey = XYY = (XY} (3.46)
asrovnanim s (3.36) vidime, Ze plati
D, =(X*)—(X}{X)=c,, .

Pro posouzeni stupné zavidosti dvou veli¢in zavadime v nékterych piipadech
tzv. korelaéni koeficient
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Ccor — Cx,y
X,y
GX Gy

Obecn¢ plati

| <1.

X,y

Uvazujme dale obecngjsi piipad vice nahodnych veli¢in. Jsou-li dany nahod-
néveliciny x (i =1, 2, ..., n) svymi obory existence a rozdélenimi pravdépo-
dobnosti, je rozdéleni pravdépodobnosti analogicky k (3.38) obecné dano funkci
n proménnych

P(X Ko X,) (3.47)

Sttedni hodnota nahodneé veliciny (naptiklad X;) je potom dana formuli

Hy =ij L% %50 X, ) OX OX,...0X z<x].> (3.49)
\
a stiredni hodnota jegji funkce

(F00) =] F04) P0G X100 %,) O A .., (3.49)

\%

Obdobnym postupem je moZno ziskat pro ptipad n proménnych vztahy pro mo-
menty ndhodnych veli¢in, kovariance a korelacni koeficienty zavedené vySe pro
pripad dvou proménnych.

UvaZujme dale ndhodnou veli¢inu s vytvoienou souctem n nahodnych
velicin X;

i=1

Stredni hodnota souétu nahodnych veli¢in je podle (3.48)

=ZI>§ P(X, Xy ey X ) AX AX,...0X =Z<>q> . (3.50)
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Plati tedy jednoducha formule, ktera fik4, ze stfedni hodnota souctu je soucet
stiednich hodnot bez ohledu na tvar rozdéleni pravdépodobnosti (3.47). Specidl-
nim piipadem n nahodnych proménnych je n-nasobné opakovani téze ndhodné
veli¢iny (téhoz experimentu). Nahodny jev je pak misto na spojeni n experi-
menti definovan na n-nasobném opakovani experimentu jediného (viz odst.
3.1). Vytvoiime-li z vysledkt n-nasobného opakovani jediné veli¢iny aritmetic-
ky pramér

X = lz X, (3.51)
n -

ktery je téZz ndhodnou veli¢inou, je stredni hodnota tohoto aritmetického prame-
ru, vypoctend analogicky k (3.50) rovna stiedni hodnoté opakované ndhodné
veliciny x

(D)= &3 ()= 330 (0= (). 6

protoZe v tomto pripadé samozigime plati (x) =(X) provSechna i=1,2, ..., n.

Pro ndhodnou veli¢inu vytvorenou souctem n ndhodnych velicin miZzeme
stanovit nejen stiedni hodnotu, ale téZ standardni odchylku. K tomu je nutno
vypocitat s vyuZitim (3.49) druhy centrdni moment

D, = [[[ (5= ) p(X, X1 0r0 X ) A B, =((S— 11,)°)
\VRRVA
Jednoduchou Upravou plati (viz téZ (3.36))

D, =((s—Hy)*)y =(s)—(9) . (353)

V dal&im vypodtu je zigimé, Ze plati

& =[S 00] =By S o0x) . s
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Pro dalSi vypocet obdobné upravime

s? —ZX +Zxx
ij=1
i#j

adale () =2 (x)+ > (xx) . (3.55)
i=1 ij=1
SvyuZitim (3.36) a (3.46) upravime (3.55)

<SZ>:§Dxi+Z<X> ZC,,, +Z<Xi><xj>. (3.56)

i,j=1 i,j=1
i#] i#]

Dosazenim do (3.53) mame kone¢ng

D, ZD +Zc“ , (3.57)

i,j=1
i#]

tedy disperze sou¢tu ndhadnych velic¢in je rovna souctu disperzi a souctu kovar
rianci.
Roz&ifime-li soucet na obecngjsi pripad linedrni kombinace

a:Za,x , (3.58)

kde a; jsou konstanty, je mozno obdobnym postupem jako vySe snadno vypogitat
(viz sem. Uloha 3.11)

D, ZaD+anc : (3.59)

ihj=1
i#]

V pripadgé, Ze jsou vechny velic¢iny x nezavidé je zigimé

=>.a’D,, (3.60)
i=1
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protoze pro vSechny dvojice ndhodnych veli¢in plati Cox = 0.

Uvedené vydedky je mozno opét snadno aplikovat na pripad aritmetického
priméru n nezavidych opakovéani ndhodné veli¢iny, velicinu (3.51). Protoze
v tomto pripadé jeprovsechna i,j=1,2,...,n

D, =D,, ¢, =0,

X1 'XJ
dostaneme

-=D. . (3.61)
n

Disperze aritmetického prameéru se tedy s poétem ¢lena zmenduje jako 1/n.
V piipadé soucinu n ndhodnych velicin

X = H X (3.62)
i=1

pocitame stiedni hodnotu obecné podie (3.49)

(X) = [TTX P04 X000 %,) O ..,

v oi=1
V pripadé, kdy jsou vSechny veli¢iny nezdvislé a rozdéleni pravdépodobnosti je
mozZne ,, separovat” na souciny rozdéleni pravdépodobnosti jednotlivych veli¢in
(srov. (3.44)), plati

<X>=1_n[<xi> . (3.63)

70



3.5 CENTRALNI LIMITNI VETA

Centrdlni limitni véta je jednou z klicovych vét matematické statistiky. Pro
nasi potiebu v oblasti zpracovani vysledki mereni formulujme jgji tvrzeni pro
piipad nahodné veliciny, vytvorené jako aritmeticky primér X z n nezévide
opakovanych méieni téZze nahodné veli¢iny x .

Je-li ndhodn& velicina x popsana rozdélenim p(x) se stiedni hodnotou x4
a konetnou disperzi (D,), potom se rozdéleni pravdépodobnosti (X ) aritme-
tického praméru, s rostoucim n blizi k normalnimu rozdéleni N (X) se stiedni

hodnotou 4 adisperzi D./n. Symbolicky je mozno tvrzeni limitni véty zapsat ve
forme

|imq(m) =N(0,1) . (3.64)
N—o0 GX
Dukaz centralni limitni véty je pomérné slozity a vyuZiva se pri ném specidl-
niho apardtu matematické statistiky, ktery je mimo rdmec tohoto textu. Pripadné
zgemce je opét nutno odkdzat na odbornou literaturu, napiiklad na jiz zminéné
knihy [12], [13] a [14]. Pro ilustraci tvrzeni centrdni limitni véty zde proto
vedeme pouze jednoduchy priklad. Méme ndhodnou veli¢inu x v intervalu
(0,100) srozdelenim pravdépodobnosti, které se zietelné 1iSi od rozdéleni nor-

Obr. 3.10a K vykladu centrdni limitni véty (n= 1)
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malniho, napiiklad s rozdélenim rovnomérnym. RozdéIme interval vyskytu n&
hodné veliciny na Useky o velikosti 5 a vytvorme graf zavidosti poétu pokusi,
které se vyskytly v jednotlivych Gsecich pri napiiklad 10 000 nezavisle opako-
vanych vybérech (histogram). Vysledek je uveden na obr. 3.10a. Je zigjmé, ze
pocty vyskyti ndhodné veliciny v jednotlivych Usecich histogramu se budou
pohybovat okolo amplitudy odpovidgjici rovnomérnému rozdéleni s p = 1/20.
V obrazku je navic zakresleno hypotetické normdlni rozdéleni se stiedni
hodnotou 50 a disperzi odpovidajici disperzi rovnomérného rozdéleni, tedy
o” = (100%12). Déle jsou postupné konstruovany histogramy aritmetickych pri-
mera s rostoucim poctem ¢élent. Napiiklad pro n =2 jsou nejprve vybrana dvé
¢isla s rovnomérnym rozdélenim, vytvoren jejich aritmeticky pramer, tedy veli-
¢ina

Teprve tato ndhodnd velicina je testovana na vyskyt v jednotlivych Gsecich
histogramu. Prislusny histogram opét pro 10000 pokusi je uveden na
obr. 3.10b. Je vidét, Ze histogram jiZ nemarovnomérny charakter, hodnoty veli-

Obr. 3.10b K vykladu centralni limitni véty (n = 2)

¢iny X, sesvétsi pravdépodobnosti vyskytuji v okoli stiedu histogramu. Hy-
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potetické normdni rozdéleni uvedené téZ v naSem obrazku ma nyni disperzi
o’/2. Na dal&im obréazku 3.10c je uveden histogram pro aritmeticky pramery

S vétSim poctem ¢lend, tedy napriklad veliciny X pro n = 12. Hypotetické

normalni rozdgleni méa disperzi ¢?/12 a je jasné vidét, Ze odchylky histogramu
od teoretického norméniho rozdéleni jsou zde jiz minimdlni. Rozdéleni prochézi
s malymi odchylkami stiedy Usetek, které maji amplitudu odpovidajici ¢etnosti
vyskytu testované veliciny v jednatlivych Usecich histogramu.

Obr. 3.10c K vykladu centrdni limitni véty (n = 12)

Hlavni piinos centrdni limitni véty v oblasti zpracovani vysledki méieni
jev tvrzeni, Ze vydedek limitniho procesu nezalezi natvaru rozdéleni pravdépo-
dobnosti p(x) ndhodné veliciny x. Formulace (3.61) je sice limitni, vlastni proces
v8ak v fadé pripadt konverguje velice rychle (coZ je dokumentovano i piiklady
na obrazcich 3.10). Tak je mozné aritmeticky pramér métenych hodnot jiz
v piipadé nepiilis rozsahlého souboru povaZovat s velkou piesnosti za velicinu
popsanou normdanim rozdélenim (dde viz kap. 4). Konvergence je v piipadé
rovnomérného rozdéleni natolik rychld, Ze neni-li napiiklad k dispozici generé&
tor nahodnych ¢isel s normanim rozdélenim, a je naopak k dispozici generétor
nahodnych ¢isel s rozdélenim rovnomeérnym, pouZiva se bézné pro generovani
¢isel s normanim rozdélenim a jednotkovou disperzi rozdéleni aritmetického
praméru z pouhych 12 nezavisych opakovani nahodnych ¢isel s rozdélenim
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rovnomérnym. K tomu volime oblast generovani ¢isal s rovnomérnym rozdéle-
nim (-6, 6). Stiedni hodnota je tedy nula a disperze (viz seminarni tloha 3.9)
2
D, = —(12 ) =12

12
Aritmetické praméry X, vybéru 12 ndhodnych ¢isel s takovym rozdélenim maji
opét nulovou stiedni hodnotu (viz 3.52) ajejich disperze podle (3.61)
D, 12

=—=1

X

%12 n E_
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4. PRINCIP MAXIMALNI VEROHODNOSTI

Pro odhad parametrti rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny se obvyk-
le pouzivatzv. ,princip maximalni vérohodnosti* (maximum likelihood). Zde se
nejprve zavadi tzv. vérohodnostni funkce ndhodné veli¢iny, kterd je umérna
pravdépodobnosti realizované hodnoty v pripadé diskrétni nahodné veliciny,
nebo hustoté pravdépodobnosti v pripadé velicin spojitych. Vérohodnostni funk-
ce se chdpe jako zavida na hodnotéch nezndmych parametri rozdéleni. Podle
principu maximalni vérohodnosti se pak vyberou ty hodnoty parametri prislus-
nych rozdéleni pravdépodobnosti nebo hustot pravdépodobnosti, pro které jsou
pravdépodobnosti nebo hustoty pravdépodobnosti realizované hodnoty nejveétsi.
Dale ukéZeme, jak tento zdanlive jednoduchy princip dovoli odhadnout paramet-
ry rozdéleni pravdépodobnosti mérenych nahodnych velicin a charakterizovat
tak nejistotu vysedka métreni.

4.1 ODHAD PARAMETRU ROZDELENI Z JEDINEHO
EXPERIMENTU

Hlavnim ptinosem principu maximalni vérohodnosti je moznost formulovat
s jeho vyuZitim pocetni postupy pro nalezeni odhadi parametri piislusnych
rozdéleni pravdépodobnosti. Jako piiklad uved’me postup pro odhad parametru
binomického rozdgleni, kterym je hodnota p pravdépodobnosti realizace jevu
(viz definici v odst. 3.1). Pri jediném experimentu necht’ se jev 0 nezname prav-
dépodobnosti p (pii N nezévislych pokusech) realizoval K -krét. Pravdépodob-
nost tohoto vysledku Py (K') je dana vztahem (3.8). Nyni v3ak pro odhad para-
metru p chapeme tuto pravdépodobnost jako funkci proménné p

N : Nk
PN,k'(p)ZLK,j pk (1'p) 4.1
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a podle principu maximalni vérohodnosti hledame hodnotu P , pro nizZ je prav-
dépodobnost (4.1.) maximéni. Nuthou podminkou pro maximum je

(dPNk’(p)J =O
dp . '
Potom vypocitame

dPN,k'(p) _ N K 551(1- 5)VK - (N -k’ NY 1- p)NK1_p
(d—pj(kj B o (k) e

adae
kl
p= — . 4.2
p N (4.2)

Vzhledem k tomu, Ze odhady nalezené podle principu maximani vérohodnosti
jsou opét nahodné veli¢iny, ma smysl se ptét po jegjich stiedni hodnoté a disperzi.
V piipadé binomického rozdéleni je stiedni hodnota odhadu (4.2) (s vyuzitim
vysledku seminérni Ulohy 3.4)

Y= (k) = NP
()= <k = - =P (4.3)

Pokud je tedy stfedni hodnota odhadu rovna stiedni (o¢ekavané) hodnoté né
hodné veli¢iny, hovorime o odhadu nevychyleném.
Pro disperzi odhadu parametru binomického rozdéleni p podlie (4.2) méme

(srovngj (3.60))

D~:[—] D, . (4.4)

kde D, . jedisperze ndhodné veliciny popsané binomickym rozdélenim.

UZitim vysledka seminérni tlohy 3.4 a odhadu (4.2) je mozno dde odhad-
nout stredni hodnotu a disperzi diskrétni ndhodné veli¢iny k popsané binomic-
kym rozdélenim. Pro stiedni hodnotu mame

e =<k)y=Np > g, =Np=k’". (4.5)
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Podobné pro disperzi

K'(N -Kk')

D,=Npl-p) — [jk = N

(4.6)
Daejezigimé (viz (4.3))

(i) =N(p)=Np=KkK
a odhad stiedni hodnoty (4.5) je tedy nevychyleny. Na druhé strané je moZno
ukazat (viz sem. Uloha 4.1), ze

<f)k>zhj—'—1Dk 4.7)

a odhad disperze je naopak odhadem vychylenym.
U rozdéleni Poissonova ziskame uvedenym postupem odhad parametru roz-
déleni u vetvaru

a=k, (4.8)

kde k' je opét v jediném experimentu konkrétné realizovana hodnota pro-
meénné k .

Podobn¢ jako odhad parametru binomického rozdéleni (4.2) je i odhad (4.8)
odhadem nevychylenym, protoZe jednoduSe plati (t€Z s vyuZitim seminérni
Ulohy 3.6)

(a)=(KY=u . (4.9)

Stredni hodnotu a disperzi ndhodné veli¢iny popsané Poissonovym rozdélenim
odhadneme s uzitim vysledkt seminérni préce 3.6

<k>E/Jk:/U > o= p=kK,

Di=ol=u — D=6/=p=KkK. (4.10)

Stiedni hodnoty obou odhadi jsou trividingé rovny hodnotam spravnym a oba
odhady jsou tedy v tomto pripadé nevychylené.
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Dale ukazeme, jak je mozné odhady zaloZené nareadlizaci jediné (i kdyZ nej-
pravdépodobngjsi) hodnoty ndhodné veiciny vyznamné upiesnit, protoze v né-
kterych pripadech se tyto odhady standardné pouzivaji. Prikladem mohou byt
méieni v jaderné fyzice. Casto se zde registruji pocty udélosti (jadernych rozpa-
di) popsanych diskrétnim Poissonovym rozdélenim, v zavislosti na riznych
externich parametrech. Pokud jsou parametry experimentu ¢asové dostate¢né
stabilni, je mozno ¢asovy interval , nabirani statistiky” prodlouZit, a zaznamena-
vat v jediném experimentu vysoké hodnoty k'. Uvazime-li, Ze relativni nejistota
odhadu je:

- o 1

n = — =,
‘ Hy \/E
je mozno jiz pii registraci hodnot K ¥adu 10° dosahnout relativni nejistoty mete-
né hodnoty fadu 0,1 %.

4.2 OPAKOVANE NEZAVISLE EXPERIMENTY

Obecné pouzivanou moznosti zlepSeni kvality odhadu je vyuZiti vysedka
opakovanych nezavislych experimenti (realizaci nahodné proménné).

UvaZzujme nejprve diskrétni nahodnou velicinu k s binomickym rozdéle-
nim pravdépodobnosti. Opakujeme-li n-krét nezévisle ,,binomicky experiment”,
ziskame n-tici hadnot k (i = 1, 2, ..., n). Pravdépodobnost nalezeni takové
n-tice hodnot je dana vztahem

ikl N —
- p= - p)2< H(L\'j (4.11)

i=1 !

Pravdépodobnost je opét zavisla na p a jejiho maxima, podle pozadavku prin-
cipu maxima ni vérohodnosti, je dosazeno je-li
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k1 Kooy (p) _0
dp ~ '

p
Jednoduchym vypoctem dostaneme

- PYK=PY (N-K)

akone¢ng

goll
Il
3||—\

ﬁ
N (4.12)

Novy odhad je tedy aritmetickym pramérem odhadi typu (4.2) a jeho stiedni
hodnota

B n kl n
(p =130 - 1500

Nz Nz
je rovna spréavné hodnoté parametru a odhad je tedy odhadem nevychylenym.
Disperze odhadu je podle (3.60)

1 (1) (1Y
i=1

a je tedy podle ocekavani n-krédt mensi nez disperze odhadu z jediného experi-
mentu (4.4).

Stredni hodnotu a disperzi nahodné veli¢iny odhadneme v tomto piipadé
svyuzitim (4.12) vztahy

Ik 1
p= (k) = Np- = BENP=NED o = 3k

D, =Np@-p — B, = Np@a-p) :%ik(l———Zm

Ve srovnéni s odhadem disperze ndhodné veliciny z jediného experimentu (viz
(4.6)) je videt, ze vysledek jediného meéieni k' je zde nahrazen aritmetickym
pramérem vysledka n-krét nezavisle opakovanych experimenti. Je moZno snad-
no ukazat, Ze odhad stiedni hodnoty ndhodné veli¢iny je nevychyleny, zatimco
stiedni hodnota odhadu disperze (viz sem. Uloha 4.2)
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nN-1
nN

<D, > =N<p(-p) >= D, (4.14)

neni rovna disperzi nahodné veli¢iny a odhad disperze je, stejné jako v prede-
8ém pripade vyuZziti vysledku jediného experimentu (viz (4.7)), odhadem vychy-
lenym.

U Poissonova rozdéleni dostaneme na z&kladé opakovanych méieni odhad
pro u (viz sem. Uloha 4.3)

1y
A==k, (4.15)
n -1

coZ je aritmeticky pramér odhadu typu (4.8).
Odhad stiedni hodnoty veliciny popsané Poissonovym rozdélenim je potom

~ - 13
<k>5ﬂk=ﬂ %ﬂk:ﬂzﬁzki
i=1
ajetotoZzny s odhadem disperze nahodné veliciny
L1
D= — De=i=") K.
i=1

Je ztgjmé, Ze oba odhady jsou, stejné jako v pirededém piipadé odhadu na zakla-
dé jediného experimentu, odhady nevychylené.

UkaZme ddle, jak je mozno s vyuzitim vydedka opakovanych méreni odhad-
nout parametry normalniho rozdéleni, tedy rozdéleni se dvéma parametry
u# a o (viz (3.16)). Hustota pravdépodobnosti realizace n-tice hodnot x; (i =
=1, 2, ..., n) jedanasoucinem funkci typu (3.16) aje nyni podle principu ma-
ximalni vérohodnosti funkci ¢ a o

1 _(i-m)? 1 —%Z(Xi -p)?

le,x2 ...... xn(ﬂaa):];l[(ﬁe 20° ):(G\/E

Maxima pravdépodobnosti v zavidosti na 1z a o je dosaZzeno v bodech iz a &,
v nichZ je zéroven splnéno
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Punr W00V | [P W00)) g )
ou e oo 56 ' '

Prvni z rovnic vede na poZzadavek

=D (5-a)

1 ne 1 N — i=1
(m) (252)2;0% i)e

Predpokladame-li, Ze 6 =0, dostaneme pro netrividlni feSeni
n B B _ 1 n
2= =0 > A=X=-3 X (4.18)
i=1 i=1

a odhadem je opét aritmeticky pramér vysledki jednotlivych experimentt.
Sttedni hodnota odhadu je
R 1
(8)=234x)= 1200 =
aodhad je tedy nevychyleny.
Pro odhad parametru o vyuZijeme druhou z rovnic (4.17). Vypocet obdob-
nym zpusobem jako v pripadé odhadu parametru u vede na hodnotu odhadu

(viz téZ Seminarni Uloha 4.4)
o 13 2
¢f == (% —a)" . (4.19)
i=1

Pro posouzeni kvality tohoto odhadu vypocétéme jeho stiedni hodnotu. K tomu
G¢elu upravime (4.19)

Déle plati
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a dosazenim do (4.20) ziskame

L N=1E 13
GP=—5" Y K= XX (4.21)
n i=1 n i,j=1

Potom

adde, protoze

D, =D,, G, =0, (X)=(x)=(X, (4.22)

dostaneme

L) n- = n =
n-1g n-1g 13
=—=> D=2 (%) =52 (%)’
n i=1 n i=1 n :,jj=l
akonecng
<5—2>=n—_1DX . (4.23)
n

Odhad disperze je tedy odhadem vychylenym. Nevychyleny odhad (6°)° zkon-
struujeme snadno vyuzitim (4.23)

~ ok n ., 13 ~\2 2
6% =——6=—> (x-)?*=% . 4.24
(&) =——0 = i=1(>ﬂ )" =S, (4.24)
Je zigimé, Ze v tomto pripade skute¢né plati
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x "

<(6%) >=<% >=L1(52> =D
Vysledek méteni veliciny podiéhgjici normanimu rozdéleni, je-li k dispozici
soubor vysledkii n nezavisle opakovanych méfeni, je tedy mozno v této fazi
zapsat pouzitim formuli (4.18 a (4.24)

X=j+6 =X+8S,. (4.25)

Chceme-li vysledek (4.25) interpretovat s ohledem na pravdépodobnost vyskytu
veliciny X ve vyznaceném intervalu v okoli spravné (oc¢ekavané) hodnoty u ,

ptame se na hodnotu

Hx Sy
P= [ N(u.0)d . (4.26)
/"x'sx

Tuto hodnotu vSak nejsme schopni stanovit, protoze u parametra rozdéleni s,
a o, zname pouze jgjich jiz uvedené odhady.

Problém je ieSitelny s vyuZitim vlastnosti Studentova t-rozdéleni, které bylo
zavedeno v odst. 3.2 (viz. (3.20)). Pro préci s timto rozdélenim je v3ak tieba
vytvorit veliéinu

kde u je ,normovand‘ veli¢ina popsand normanim rozdélenim N, (0,1) a ve-
licina v je nahodna veli¢ina popsana rozdélenim x> s v stupni volnosti. Je
moZno ukézat (viz téz priloha 6.5), Ze mé&li velicina x norméni rozdéleni
N(u,,o,), maaritmeticky pramer z n nezavislych opakovani

.
x_n;x
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téZ normani rozdéleni se stedni hodnotou u, a disperzi (o2>/n) (viz t&
kap. 3). Potom tedy velic¢ina

=M Jn=u (4.27)

Oy

je onou ,normovanou“ veli¢inou s norménim rozdélenim N,(0,1). Dée je
mozno ukézat (viz napt. [16]), Ze veicina

n- 1
_( ) Z(x X)? (4.28)
X x i=1
je pro uvaZzovana nezavisa opakovani ndhodné velic¢iny x (i = 1, 2, ..., n)

s normdnim rozd&lenim néhodnou velicinou popsanou rozélenim * s n—1
stupni volnosti. Nyni je tedy mozné vytvorit velic¢inu

X_:ux\/ﬁ

(4.29)

ktera ma t-rozdéleni s jedinym parametrem, kterym je pocet stupii volnosti v,
v tomto piipadé v =n-1. ProtoZe tvar t-rozdéleni je zndm (viz (3.20)), je nyni
také mozné vypocitat interval, ve kterém se veli¢ina (4.29) vyskytuje s poZado-
vanou pravdépodobnosti. Predpokladejme napriklad, Ze pozadujeme hodnotu
pravdépodobnosti odpovidgjici intervalu (u — o, ¢ + o) pro normani rozdéleni,
tedy P =0,6827 podletabulky 3.1. Hledame tedy hodnotu t,(1), pro kterou plati

P t2 —1

) 2 dt=0.6827 (4.30)

N+

N\<

-tp

pro danou hodnotu v. Hodnoty t,(v) pro prislusné stupné volnosti v a pro da-
né, obvykle pozadované, hodnoty pravdépodobnosti P jsou uvedeny v tabulce



4.1. V levém sloupci tabulky je uveden pocet stupit volnosti, hodnoty pravds-

podobnosti (v procentech) jsou vyznateny v hornim fadku. Ve sloupci pod

Tab. 4.1 Hodnoty te (v) pro rizné hodnoty pravdépodobnosti P
astupné volnosti v

vsot:Jrf)(;agti pravdépodobnost (P)
v 0,6827 | 0,90 0,95 | 0,9545 0,99 0,9973
o 20 3o
1 1,84 6,31 | 12,71 | 1397 63,66 235,80
2 1,32 2,92 4,30 4,53 9,92 19,21
3 1,20 2,35 3,18 3,31 5,84 9,22
4 1,14 2,13 2,78 2,87 4,60 6,62
5 1,11 2,02 2,57 2,65 4,03 5,51
6 1,09 1,94 2,45 2,52 3,71 4,90
7 1,08 1,89 2,36 2,43 3,50 4,53
8 1,07 1,86 2,31 2,37 3,36 4,28
9 1,06 1,83 2,26 2,32 3,25 4,09
10 1,05 1,81 2,23 2,28 3,17 3,96
11 1,05 1,80 2,20 2,25 3,11 3,85
12 1,04 1,78 2,18 2,23 3,05 3,76
13 1,04 1,77 2,16 2,21 3,01 3,69
14 1,04 1,76 2,14 2,20 2,98 3,64
15 1,03 1,75 2,13 2,18 2,95 3,59
16 1,03 1,75 2,12 2,17 2,92 3,54
17 1,03 1,74 2,11 2,16 2,90 3,51
18 1,03 1,73 2,10 2,15 2,88 3,48
19 1,03 1,73 2,09 2,14 2,86 3,45
20 1,03 1,72 2,09 2,13 2,85 3,42
25 1,02 171 2,06 2,11 2,79 3,33
30 1,02 1,70 2,04 2,09 2,75 3,27
35 1,01 1,70 2,03 2,07 2,72 3,23
40 1,01 1,68 2,02 2,06 2,70 3,20
45 1,01 1,68 2,01 2,06 2,69 3,18
50 1,01 1,68 2,01 2,05 2,68 3,16
100 1,005 166 | 1,984 | 2,025 2,626 3,077
0 1,000 | 1,645 | 1,960 | 2,000 2,576 3,000
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pozadovanou hodnotou pravdépodobnosti jsou uvedeny hodnoty te. Nyni tedy
mame k dispozici podstatné fundovangjSi postup stanoveni vysledku mereni.
Muzeme vybrat interval, v némz se vyskytuje aritmeticky prameér v okoli sprav-
né hodnoty meiené veliciny (velicina (X -, )) s pozadovanou pravdépodob-
nosti P pii daném poc¢tu opakovanych méieni (velikosti vybéru). Nemusime
k tomu znét spravnou hodnotu metrené velic¢iny ani jei disperzi. Hledanym in-
tervalem je podle (4.29) oblast

(—@(v)% <(R-u,) < tp(v)%) . (4.31)

Tento vysledek |ze slovné vyjéadrit:

»Kdykoliv zopakujeme za stejnych podminek n nezévislych méieni veliciny

X, bude se aritmeticky pramér namérenych hodnot, tedy velicina X, nachazet

v okoli spréavné hodnoty vymezeném vztahem (4.31) s pravdépodobnosti P “.
Hodnotu méiené veliciny s pouZitim n nezévislych opakovanych méteni

potom uvadime ve tvaru

X=X+ t,(v) S (4.32)

n

s hodnotou P odpovidgjici standardni odchylce, tedy P = 0.6827 .

Z tabulky 4.1 je vidét, Ze s rostoucim poétem stuprit volnosti konverguje
t-rozdéleni k rozdéleni normanimu. Hodnoty tr (o) pro vybrané hladiny pravde-
podobnosti souhlasi s teoretickymi hodnotami podle tab. 3.1. V oblasti nizkych
pocti opakovanych méieni jsou opravy pomoci hodnoty tp (v) v (4.32), zvlésté
pro vySSi hladiny pravdépodobnosti, vyrazné. Fyzikané je tento vydedek zig-
my. Pro dostatecné velké pocty opakovanych mereni je podle centrdni limitni
véty aritmeticky pramér nahodnou velicinou popsanou normanim rozdélenim
a ngjistotu meéfeni odhadneme jednoduse standardni odchylkou aritmetického
praméru. V tab. 4.1. (viz prvni sloupec zleva) se pak hodnoty opravy intervalu
nejistoty tp (v) pohybuji blizko jedni¢ky. U mensiho poctu opakovanych métreni
se standardni odchylka vypocétend podle (4.24) stava méng spolehlivym paramet-
rem a pro dosazeni potiebné objektivity vysledku méteni je zapotiebi interval
nejistoty odpovidajicim zpasobem rozsitit vynasobenim koeficientem tp (v).
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Princip maximani vérohodnosti neni jedinou metodou odhadu parametri
statistickych rozdéleni. Alternativné 1ze napriklad stiedni hodnoty nahodné veli-
¢iny odhadnout pomoci tzv. principu nejmensich étverch. Zde odhadujeme
spravnou (o¢ekavanou) hodnotu na zékladé pozadavku minima sumy &tverch
odchylek nameéienych hodnot od této hledané spravné hodnoty. Byly-li napiiklad
pii n-nasobném nezavislém opakovani experimentu nalezeny hodnoty veliciny
X, (i =1, ..., n), odhadneme jgji stiedni hodnotu 4, podie principu nejmensich

¢tverca minimalizaci sumy ¢tverc odchylek
A* () =D (% — 1)’
i=1

v zévislosti na 1, . Optimalni hodnotou, ve smyslu tohoto odhadu, je ta hodnota
i, pro kterou plati

da? n 18
[ an L_ﬂ ;(X 78] A= Zl‘,x (4.33)

Odhadem je tedy opét aritmeticky pramér naméienych hodnot. Tentokrét
v&k neni zapotiebi zn& konkrétni tvar rozdéleni pravdépodobnosti nahodné
veliéiny x.

V praxi se ¢asto zabyvame nahodnymi velic¢inami, jejichZ rozdéleni pravde-
podobnosti hezname. Jejich stiedni hodnotu Ize sice vzdy odhadnout aritmetic-
kym pramérem, o némz vime, Ze je podle centrdni limitni véty pro vétsi objemy
vybéru (vétsSi hodnoty n) v dobré aproximaci popsan normanim rozdélenim.
Pokud vak chceme pokracovat déle a posoudit rigorézné dispersi odhadu, neo-
bejdeme se bez znalosti konkrétniho rozdéleni pravdépodobnosti studované né&
hodné veli¢iny. Presto se viak uvedeny postup s vyuZitim vlastnosti t-rozdéleni
béZné pouZiva i v téchto pripadech, kdy konkrétni tvar rozdéleni pravdépodob-
nosti studovaneé veli¢iny nezndme. Podrobnéji o této problematice viz napt. [15],

[16]).
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4.3 ZPRACOVANI VYSLEDKU MERENI JEDINE
VELICINY

Je-li k dispozici statisticky soubor dat, tedy vysledky n nezavisle opakova-
nych métreni veliciny popsané normanim rozdélenim, vyhodnotime aritmeticky
primér naméfenych hodnot (4.18) a standardni odchylku S, podle (4.24). Dde
posoudime kvalitu souboru naméienych vysledki vzhledem k eventudnimu
vyskytu vysledku zatizeného , hrubou“ chybou. K tomu stanovime podle tabul-
ky 4.1 hodnotu tp (v) na hladiné pravdépodobnosti P, = 0,9973 (srovng téz
tab. 3.1). Pocet stuptit volnosti je roven poétu opakovanych méieni zmenSenému
ojednicku v=n-1. D&e vyhodnotime odchylky nametenych hodnot od hod-
noty aritmetického priméru, a pokud je v nékterém pripadé

X -X|=t, ()S, . (4.34)

tedy vysledek realizovany s pravdépodobnosti P < 0,003, prisilusnou hodnotu
povazujeme za hodnotu zatizenou hrubou chybou, ze zpracovavanych hodnot

ji vynechame a postup stanoveni veli¢cin X a S, opakujeme. Déle stanovime
odhad standardni odchylky aritmetického prameéru, tedy velicinu (S, / \/ﬁ)

a z tabulky 4.1 urcime faktor ts(v), obvykle na hlading pravdépodobnosti
P =0,6827 . Poté zapiSeme vysledek ve tvaru

X=X+ t,,(v)i . (4.35)

n

Pokud nemame informaci o charakteru statistického rozdéleni merené veliciny,
je tento zcelarigordzni postup v plné miie opravnén jen v prni ¢asti, tedy odhadu
spravné hodnoty méiené veliciny aritmetickym pramerem, ktery, jak jiz bylo
ukézano, je na charakteru statistického rozdéleni nezévisly. Odhad disperze
(standardni odchylky) vSak natypu statistického rozdéleni zavisi (viz odst. 4.1).
ProtoZe se v8ak v praxi v celé fadé vyznamnych aplikaci ukazuje aproximace
normanim rozdélenim jako vyhovujici, povazuje se formule (4.35) pro zpis
vysledku mereni za vhodné piibliZzeni a aZz na vyjimky se bézné pouziva. Tento

88



postup zpracovéani vysledku opakovanych nezavislych meéreni jediné veliciny
doporucuje téz norma ,Guide to the Expression of Uncertainty in Measure-
ment“, vydana v fijnu 1993 mezinarodni organizaci pro standardizaci 1SO, zmi-
nénav kap. 1.

Postup zpracovani vysledku jediného mereni ilustrujme dale na konkrétnim
pripadu. Necht' byla ,, mikrometrem“ mérena tloustka d sklengné planparaelni
desticky. Bylo provedeno Sest opakovanych méieni na raiznych mistech destic¢ky

Tab. 4.2

d d-d (d—d)?

(mm) (mm) (mm?)

1 1.23 -0.03 0.0009

2 1.20 -0.06 0.0036

3 1.42 0.16 0.0256

4 121 -0.05 0.0025

5 1.26 0.00 0.0000

6 1.24 -0.02 0.0004
Suma 7.56 0.0330

a ziskany hodnoty uvedené v druhém sloupci tab. 4.2. Pro stiedni hodnotu d

plati
Zd‘ 7.56

=—1—=—"—=126mm .
n 6

Q|

Podle (4.24) odhadneme nyni standardni odchylku jediného mereni S d

S = Z( dy? = 29339 2 — 0,0812403 mm = 0,08 mm
(6 )= (6-1)

V tab. 4.1 ngjdeme t,3,(5) = 551 a pro posouzeni eventualniho vlivu hrubé
chyby najdeme ¢iselnou hodnotu ty3,(5) S = 0,44, kterou porovname s od-
chylkami d. —d ve tietim sloupci tab. 4.2. Je vidét, Ze ani , podeziel&@' hodnota

ds; zdaleka nenapliiuje kritérium pro hrubou chybu (4.34) a ve zpracovavaném
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souboru ji ponechame. Dale vypocteme odhad standardni odchylky aritmetic-
kého praméru
s :i: 0,0812403
“ Jn J6
av tab. 4.1. nalezneme hodnotu t,(v) na hladiné pravdépodobnosti P = 0,6827,
tedy

=0,033166 mm

t0.6827 (5) =111.
Vypocteme déle hodnotu t, () S; a po zaokrouhleni na dvé platné cifry mame

podie (4.35)

d =(1,260+0,037) mm .
Pti zaokrouhleni nejistoty na jednu platnou ¢idlici bychom zanedli do stanove-
ni intervalu negjistoty zaokrouhlovaci chybu okolo 10 %, coZ je srovnatelné
S opravou na nizky pocéet stupid volnosti, av tomto pripadé tedy neni zaokrouh-
leni najednu platnou ¢islici vhodné.

Uvedeny postup stanoveni vysledku méieni jediné velic¢iny sice odpovida
doporuceni mezindrodni normy, mé v3ak, jak jiz bylo feteno, hlavni nedostatek
v ngjistém predpokladu o charakteru rozdéleni ndhodné velic¢iny. Dée zde neni
zapoctena nejistota typu B, tedy piipadny vliv omezené piesnosti pouZitého me-
ficiho pristroje, kteraje blize diskutovanav odst. 2.3.
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4.4 PRENOS NEJISTOTY

M¢jme velicinu y, kteraje funkci ndhodnych proménnych x (i =(4, ..., n))
y=f(X,X,eunnen X)) (4.36)

Ma&hodné veliciny x; necht’ jsou popsané statistickymi rozdélenimi p (x;) se stred-
nimi hodnotami i a disperzemi o°. Veli¢iny x necht’ jsou nezavislé. V do-
statecné malém okoli bodu = (U, W, ..., ky) j€ MozZno rozvést funkci f(xg, xo,
vy Xn) V Fadu

f (X, Xyyennnnnn X ) = Flug . JHL)

Velic¢ina f(xg, X, ..., X,) j€ tedy ndhodnou veli¢inou, protoZe je linearni kombi-
naci ndhodnych veli¢in x; (prvni atieti ¢len v (4.38) jsou konstanty).

Protoze dde vime, Zze (X;) = 4, pro véechnai = (1, ..., n), plati zigmg
v ramci linearni aproximace (4.37)
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(£ (% Yoo ,xn)>=<f(y)>+2n:(2_;]#<&>_i” [ﬁ] ()

i=1

anakonec

(F (X Xgperenn X)) = F(12) (4.39)

Vyuzitim vysledkt (3.47) a poznatku, Ze disperze konstanty je nula, snadno
vypocitame disperzi ndhodné veliciny (4.37)

2
n(of
o’ =Z(&J oy . (4.40)

i=1 u

Proces linearizace (viz (4.37)) a vyuziti vét o stiedni hodnoté a disperzi line-
arnich kombinaci ndhodnych velicin umoziuji tedy stanovit stiedni hodnotu
a disperzi obecnych funkci nahodnych veli¢in. Vysledek (4.40) byva nekdy
oznatovan jako ,prenos nejistoty“, protoZze pri znalosti nejistot jednotlivych
velicin x umoznuje , prenést* tyto nejistoty do nejistoty vysledné hodnoty

FX Xy X).

4.5 ZPRACOVANI VYSLEDKU NEPRIMYCH MERENI

M¢jme tedy velic¢inu y = f(Xq, X, ..., X,). Predpokladdejme déle, Ze jednotlivé
nezavisé veliciny x, byly méreny a nalezeny odhady jejich spravnych hodnot
X, angjistoty typu A podle (4.35). K odhadu stfedni hodnoty veliciny vy, tedy
hodnoty f(x) pouZijeme vztah

f(u)=f(a) X,y X)) . (4.41)

1l

—
—~

x|
i

X
N
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Vzhledem k tomu, Ze odhady X jsou ndhodné veliciny, jei odhad (4.41) nahod-

nou veli¢inou a ma tedy smysl ptét se po jeho stiedni hodnoté a disperzi. Odhad
je nevychyleny, protoze jeho stiedni hodnota

- o - 5O f -
(8T8 =160 3 S| (500 100
i=1 ] u
Pro odhad disperze nahodné veli¢iny (4.41) pouzijeme, podobné jako v pre-
deslém pripadé, jeji rozdéleni na soucet tii ¢leni

- - - L(of L(of) _
G - ,xn)=f(,u)—2(—] ﬂi+2(—] X
1\ X u i1\ O X u

z nichz prvni dva jsou konstanty atieti je linedrni kombinaci nahodnych veli¢in
X . Tyto veliciny maji v pripadé méreni s dostatecne vysokymi objemy dat (po-
¢tem stupitt volnosti ;) rozdéleni blizké rozdéleni normdnimu. Potom se da
ukézat (viz napt. [15]), Ze odhad (4.41) je téZ (v rdmci pouzité linedrni aproxi-
mace) veli¢inou s normanim rozdélenim. Stiedni hodnota tohoto odhadu je rov-
nastiedni hodnoté f () (viz vy$e) ajeho disperzeje

2
5 of
ci=oin=2, a or . (4.42)
i | 0%
H

Disperzi a§ Vv (4.42) odhadneme s vyuZitim vydedka jednotlivych méieni podle
(4.35)

. S,
or = (63)= (tp(vi)W)z ,
samozigimé natéZe hlading pravdépodobnosti, obvykle P = 0.6827 .

Parcidni derivace ve vztahu (4.42) byvaji nékdy nazyvény ,citlivostnimi
koeficienty”, protoZze v celkovém vysedku uréuji ,, véhu* jednotlivych piispév-
ki Pro odhad vypocteme tyto derivace v bodech (X,X,,....... ,X ), takze vy-
sledny odhad matvar
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iRY:
(to()—)" . (4.43)
Jn,
Vysdledek zapiSeme ve tvaru

y=t(@)té (440

—y ¥

Interval nejistoty odpovida urcité hlading pravdépodobnosti, napt. P = 0,6827,
pokud vSechna vstupni data, tedy hodnoty (&§ )" byla stanovena na téZe hlading

pravdépodobnosti. V opaéném pripadé neni mozno vysledny interval nejistoty
jednoduSe stanovit a eventudlni ¥eSeni, s uvézenim razné ,véhy" jednotlivych
vstupnich dat, opét presahuje ramec Gvodniho textu.

Neni-li zaru¢eno, Ze se jednotlivé veliciny x chovaji podle normaniho roz-
déleni, nem& ani veli¢inay norméni rozdéleni. Spravnou (o¢ekavanou) hodnotu
je v8ak i zde mozno odhadnout pomoci aritmetickych praméra formuli (4.41).
Odhad sice jiz neni velicinou s normanim rozdélenim, nicméné jeho stiedni
hodnota je opét rovna spravné hodnoté f (), protoze stfedni hodnota (4.41) na
tvaru statistickych rozdéleni nezévisi. Disperze odhadu je opét rovna linedrni
kombinaci disperzi (4.42)

2
o ( of
o? zaf(m:z(aJ oy . (4.45)

i=1 u

Problém je nyni v odhadu disperzi jednotlivych aritmetickych praméra vstupuji-
cich do formule (4.45). Pro veliciny, jgjichzZ fluktuace jsou statistické, tedy typu
A, se ¢asto pouziva v souladu s doporucenim normy postup vyuzivgici vysledky
opakovanych nezavislych métfeni jednotlivych velicin, shodny s piipadem nor-
malné rozdélenych veligin, tedy

SXi

\/E) ’

coz vede opét na formuli (4.43). O situaci, kdy musime uvazit téZ piispévek
meticich pristrojia nebo metody, budeme diskutovat dale.

or > (63 =(t(v)
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4.6 PRISPEVEK NEJISTOTY TYPUB

Mozny vliv meticiho pristroje na vysledek meéreni byl diskutovan v odst. 2.3.
Byl zaveden pojem tiidy presnosti a vyloZzeny moznosti jeho zobecnéni u piistro-
ju, u kterych neni tento pojem rigorézné zaveden. Méfici pristroje urcité tiidy
piesnosti ovliviiuji mérenou hodnotu veliciny x dodatecnou fluktuujici velici-
nou A, ktera se aditivné sklada s okamzitou hodnotou merené veliciny, takze pii
nezévisle opakovaném i -tém meéreni se méii hodnota

X, =X +A, .
Vei¢ina A se povaZuje obvykle (viz odst. 2.3) za ndhodnou veli¢inu s rovno-
mérnym rozdélenim a nulovou stredni hodnotou. Miru fluktuaci veliciny A
charaktrizuje standardni odchylka ug, ktera take urcuje t¥idu presnosti meticiho
pristroje.

Ve smyslu diskuze v odstavci 2.3 si nyni predstavme hypoteticky experiment,
pri némz kazdé i -té mereni veliciny x provedeme s fyzicky jingym pristrojem
stejného typu a tiidy presnosti. Ziskané hodnoty X zpracujeme obvyklym
zpasobem. Aritmeticky pramér hodnot X; odhaduje dobie spravnou hodnotu
veli¢iny x, protoZe stfedni hodnota veliciny A je podle predpokladu nulova

Plati tedy
(X)=(x) -

Co setyce disperze mérené vdiciny x, je zigimé, ze plati (napt. podle (4.40))

ol =0.+0; .
Odhadneme-li disperzi veli¢éiny A standardni odchylkou stanovenou z tfidy
piesnosti meéticiho pristroje a vyhodnotime-li z méreného souboru standardni
odchylku skutegné méiené veliciny X dostaneme

=S +u; ,
coz je formule ekvivalentni formuli (2.1).

Problémem je nyni praktické aplikovatelnost tohoto postupu. Pri konkrétnim
meéieni nemame obvykle pro kazdé opakované méreni k dispozici jiny pristroj
téhoZ typu a téze tridy piresnosti. Opakovana méieni provadime s jednim a tymz
pristrojem a je otazkou, zda fluktuace veliciny A magji v takovém piipadé stejny
charakter a statistické parametry jako v piipadé vyuZiti raznych pristroja. Pri
pouzivani ruckovych elektromechanickych (deprezskych) mericich pristroju
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muaze byt napiiklad zdrojem fluktuace nepiesné ulozeni stupnice, nebo promén-
ny odpor (tieni) v loZisku pii otageni civky systému. Pri hypotetickém pouziti
celého souboru méficich pristrojtt maji obatyto zdroje fluktuaci stejny charakter,
tedy néhodnych fluktuaci. PFi pouziti jediného pristroje vsak ma napriklad
chybné uloZeni stupnice charakter chyby systematické, zatimco proménny odpor
v loziscich ma charakter chyby statistické.

Druhym problémem je vyznam hodnoty us. Zpisob jeiho stanoveni (viz
odst. 2.3) neni priliS ustdlen a u mnoha vyrobci maze jit o negjistotu ,,jediného
méieni* podle (4.25). Statistické zpracovani méienych hodnot X; v3ak dovoluje
vyznamné zpresnit (sniZit nejistotu) mereni velic¢iny x s vyuzitim standardni
odchylky aritmetického praméru podle (4.32). Mezinarodni norma | SO, uvedena
v Uvodu kap. 2, viak doporucuje vyhodnotit celkovou nejistoty podle vztahu
(srovng (2.1))

u? = u;A + Ui, (4.46)

kde u;A je statisticky stanovitelna nejistota aritmetického praimeéru (viz 4.35)

a ug je vyrobcem zadand nebo dokonce experimentédtorem odhadnuta nejistota
meéticiho pristroje, nebo metody. Zde je zigimé, Ze v zgmu objektivity vysedku
meéieni je vliv chyby meticiho pristroje nebo metody pomérné , robustné” nad-
hodnocen.

V konetné formé mé potom vztah pro zpracovani vysledku nepiimych mére-
ni tvar (srovng (4.43))

2
(o) =Z(ﬂj T (@4)

%% %y

Formule (4.47), kterou doporuéuje jiz zminénd evropska norma, se pouziva
bez ohledu na konkrétni charakter statistickych rozdéleni jednotlivych velicin.
V fadé pripadt, zeména v situacich, kdy je mozno vliv mericich pristroju za-
nedbat a statistické vysledky byly ziskany z vétSich objemu dat, je vyhovujicim
piiblizenim. V ostatnich pripadech je ji nutno chépat jako dohodnuty standardni
postup. V konkrétnich pripadech, zvlasté pii spojovani nejistot typu A a B podle
(4.46), je nutno peclive zvazit jednotlivé kroky postupu vzhledem ke konkrétni-
mu charakteru experimentul.
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Jako priklad uved’me modelové méieni tloustky planparalelni desti¢ky disku-
tovanév odst. 4.3. Vypocet ngjistoty typu A poskytl hodnotu
d =(1,260+0,037) mm .
Pro posouzeni vlivu nejistoty typu B zpasobené kone¢nou presnosti méiiciho
piistroje podle (4.46) je mozno pouzit postup uvedeny v odstavci 2.3. Pii méreni
mikrometrem, je nejjemngjsi déleni stupnice A =0,01 mm a pro odhad velici-
ny us mizeme vyuzit formuli (2.17)
A
U, = > =0,005mm .

Pt spojeni obou vysledkt podle (4.46)

U, =,/us +u = 0,0372+ 0,0052;0,037
= Ju2, J

je zigimé, Ze vliv mericiho piistroje je v tomto piipadé pod hranici zaokrouhlo-
vaci chyby.

4.7 PRIKLAD - MERENI VISKOZITY

Pro ilustraci metody zpracovani vysledka nepiimych meéieni uvedeme dde
modelové metreni dynamické viskozity destilované vody pomoci Mariottovy
ldhve. Pri métreni protéka kapalina o viskozité # kapilarou o vnitinim polomeéru
r adélcel zastélého pretlaku p= pgh, kde p, g ah jsou postupné hustota ka-
paliny (vody), vy3kajejiho sloupce a tihoveé zrychleni (blize o metodé meteni viz
napi. [10], odst. 2.5.3.). Viskozitu stanovime ze vztahu

_xript
=Y
kde V je objem kapaliny, ktery protece kapildrou za dobu t . Pomocnymi méie-
nimi byly stanoveny
pramer kapilary d =(1,29+0,03).10°m ,
dékakapilary | =(147,4+0,1).10°m ,

vy3ka kapaliny h=(65,0%0,3).10°m .
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Ddle se metil ¢as t potiebny k tomu, aby kapilarou protekl objem kapaliny
V = (100+1).10°m*. Vysledky méieni ¢asu jsou uvedeny v tab. 4.3. Stredni
hodnota namétreného ¢asu je

ti
= Z _18371.64S _ 357 5085 .
n 5
Tab. 4.3
C. maf. t@ |t-T (9| (t=1)%(s?
1 368,34 0,81 0,659344
2 366,4 -1,13 1,272384
3 368,58 1,05 1,106704
4 367,02 | —051 0,258064
5 367,3 —0,23 0,051984
Suma | 1837,64 3,348480

Podle (4.24) odhadneme nyni standardni odchylku méieni ¢asu S

\/(5 1)2( -0 \/3348480 $?=0,914945=0,9 s .

Srovnanim trojnasobku této hodnoty s odchylkami od stiedni hodnoty uvede-
nymi ve tietim sloupci tab. 4.3. je zigimé, Ze i bez opravy podle (4.34) neni nut-
né Zadnou z namérenych hodnot povaZzovat za zatizenou hrubou chybou. Dde
vypocteme obvyklym postupem standardni odchylku stredni hodnoty

S _0 91494

S =
NN
apocet stupid volnosti v =n—-1=4. V tabulce 4.1. nalezneme hodnotu t, (v)
na hlading pravdépodobnosti P = 0,6827, tedy

t0,6827 (4) =114 .

Po zaokrouhleni nadvé platné cifry mame podle (4.35)
t=(367,53+0,47)s .

s=0,40917 s
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Tento statisticky vysledek srovname jesté s piresnosti stopek. Mé&iili jsme napii-
klad b&znymi stopkami s ngjjemnéjSim délenim stupnice po 0,1 s. Podle (2.17)
odhadneme

B

A
u,=—=0,05s,
2

kde A je velikost nejjemngjsiho déleni stupnice stopek. Je vidét, Ze nejistota
vnesena dodatecné meéficim pristrojem je téméi radové mensi nez statisticka
hodnota u, apfi spojeni obou Udaji podle (4.46) se neuplatni. V dalSim postupu
stanovime hodnotu tlaku kapaliny p = o gh . Podle (4.41) je
p=pgh
apodle (4.47) potom
ug, = (Gh)*uZ, +(ph)’uZ, +(p9)ug, -
Déleje ¢asto vyhodné pracovat s relativni nejistotou, pro kterou zde zigimé plati
Moo =Tep + Mo +n -
Z uvedenych vydledka méteni je
Nen = 4,6.10° .
Dale predpokladejme, Ze obé konstanty p a g jsou znamy natolik piesng, Ze re-
lativni nejistoty vznikajici pii zaokrouhleni jejich hodnot pro vypocet stiedni
hodnoty tlaku jsou alespon o fad mendi, neZ relativni nejistota metreni vysky
sloupce kapaliny h. Je-li experiment proveden v Praze, je mozné tihové zrychle-
ni zaokrouhlit na g=9,81 ms™ srelativni zaokrouhlovaci nejistotou 7, = 5.10™
(viz diskuze v odst. 2.4.). Hustota destilované vody je uvedena napi. v [10]. P¥i
teploté 20 °C a zaokrouhleni na p = 998,2 kg m™ je relativni za-okrouhlovaci
chyba 7, = 5.10°, tedy pod minimané poZadovanych 7, = 5.10*. Relativni
nejistota stanoveni tlaku je potom déna nejistotou méreni vysky sloupce kapali-
ny uvedenou vy3e. Po dosazeni mame

P =45,0447732 Pa

srelativni ngjistotou 7., = 0,46 %. Tato relativni nejistota vede k absolutni hod-
noté ucp=0,2 Pa, takze celkové mame pro hodnotu tlaku
p=(450+0,2) Pa ..

Po dosazeni do vztahu pro viskozitu vypocitame
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77 =1,078683374.10 ° mkgs™.
Pro stanoveni ngjistoty vysledku snadno spocitdme pro relativni nejistoty
(svyuzitim napt. (4.47))
Toy = 160000 +112 5 + ey ey +7121 -
Zde opét predpokladame, Ze zaokrouhlovaci chybu konstanty (i) je mozno podle
potieby sniZit tak, aby se v celkovém vysedku neprojevila. Déle je zapotiebi
rozlisit oznageni relativni nejistoty a viskozity. Pro obé veli¢iny je tradicné za-
vedeno stejné oznaceni. Nicméné v uvedenych formulich je podle ndzoru autora
textu rozliSeni vyznamu obou oznateni naprosto ziejmé a neni tedy pro viskozitu
nutno zavadét novy symbol. Relativni negjistoty jednotlivych veli¢in jsou postup-
né (viz vyse)
Nea =2,33%, 1,,=0,46 %, 1., =0,128%,
Nev =L0%, 7, =0,068% .
Po dosazeni mame
M., =0,09320536 — u,, =0,1005390772 m*kgs®
a po zaokrouhleni, tentokrédt je pii zaokrouhleni na jednu platnou &idlici zao-
krouhlovaci chyba zanedbatelna, dostaneme konecné
n=(11+ 0,2).10° m'kgs™ .
Pomeérné malé piresnost vysledku (10 %) je v naSem pripadé zpasobena nizkou
piesnosti méieni praimeéru kapilary. Nejistoty ostatnich hodnot do celkové nejis-
toty viskozity prakticky neprispivaji. Situace by se zménila pouze v pripadé, ze
bychom dokazali zmgtit pramér kapiléry alespon o rad presngji.
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5. INTERPOLACE FUNKCNICH ZAVISLOSTI

Experimentdni fyzika se ¢asto zabyva verifikaci fyzikalnich zékonu, tedy
studiem vzgemnych zavislosti fyzikanich veli¢in, které tyto zakony popisuiji.
V konkrétnim experimentu vybereme nékterou z veli¢in vstupujicich do prislus-
ného zékona jako veli¢inu z&vide proménnou y a veli¢iny ostatni X, ménime ve
vhodnych intervalech hodnot vzhledem k podmink&m a vlastnim cilam méieni.
V fadé diskrétnich nastaveni nezavisle proménnych potom postupné méiime
hodnoty zavislé proménné. Naméienou diskrétni funkeni zavislost poté interpo-
lujeme spojitou funkci, kterd hledanou zévidost vyjadiuje. Tato funkéni zavis-
lost m& obvykle fadu parametri, jejichZ konkrétni hodnoty jsou pak vysledkem
méteni.

V nejjednodussim pripadé studujeme zavidost velic¢iny y najediné veli¢ing
X . Zavislost necht’ je popsana funkci s fadou parametri:

y= fa,b,c,....(x) . (5.1

Cilem meieni je odhadnout hodnoty parametrd, tedy stanovit veliciny &b, ¢, ...,
které se pokud mozno s malym rozptylem pribliZuji ,, sprédvnym hodnotam.

V nékterych pripadech je mozno mérenou zavislost interpolovat ,, graficky”.
Napiiklad u lineérnich zavidosti je mozno proloZit méfenou zavidost piimkou
nakreslenou podle kritéria, Ze priblizné stejny pocet experimenta nich bodt leZi
pod a nad primkou. Odectenim smérnice této piimky a jejiho praseciku s osou
y je mozno parametry experimentdlni zavislosti odhadnout. Nehledé na nejed-
noznatnost takového odhadu a na potiZe s odhadem jeho nepiesnosti (nejistoty)
je zigjmé, Ze tento , graficky” zptisob u komplikovangjSich funkénich zavidosti
selhava. V praxi se tohoto zpasobu ,proloZeni® funkénich zavidosti pouzivi
pouze v pripadé, Ze jde o kvalitativni vyjadieni naméieného vysedku, napiiklad
pro konstatovani, Ze funkéni zavislost ma v dané oblasti charakter klesgjici, nebo
rostouci. P publikovani mérené zévidosti interpolované timto zptisobem je
nutno v textu vyslovné uvést, Ze ¢ara interpolujici méirenou zavislost je pouhym
»voditkem pro oci“ (“guide for eyes’).
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Vedle tohoto zjednoduSeného , grafického” zpisobu prokladani funkénich
zavidosti se v praxi standardné pouzivaji metody pocetni, z nichz nejcastéjsi je
metoda nejmensich étverci. Jgjim zékladem je princip neimensich &tverci, zmi-
nény jiz v predchazejici kapitole pii ukézce alternativnino postupu pro odhad
spravné hodnoty méiené veli¢iny. Princip poZaduje, aby suma étvercti odchylek
namétenych hodnot y; od hodnot f,p .. (%), redukovanych s ohledem na piesnost
metenych bodu, byla pro ,, spravné hodnoty parametri“ minimalni.

Metoda vzdy vyZaduje, aby teoreticky tvar funkéni zévidosti byl znam
(viz ddle). Pokud tomu tak neni a je piesto vhodné funkéni zavislost alespon
kvalitativng proloZit, je mozno vedle jiZ uvedeného , grafického* zpiisobu pouzit
i prolozeni metodou nejmensich ¢tverch s tim, Ze zavislost prokladame polyno-
mem pokud mozno nenizsiho stupné vzhledem k presnosti mérenych bodu.
V odborné hantyrce hovoiime ¢asto o kvadratickych nebo kubickych ,, splinech®.
Vyraz vznikl z anglického slova , spline*, tedy v nejjednodussi verzi prekladu
kiivka. V nékterych vyznamech uvadgji anglické dovniky samotné

Obr. 5.1 K diskusi metody spline
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slovo spline jako , kubickou interpolaci. V dalsim vykladu nebudeme metodu
spline déle rozebirat, protoze jeji vyznam je ve vétsing pripadi stejny jako vy-
znam zminéné priblizné grafické interpolace provadéné ,rucng“, nicméné je
nutné upozornit na moznost zavaznych problémi, které mohou pii mechanickém
pouziti metody vzniknout. Predpokladeime, Ze métime zavislost, u které neni
teoreticky tvar zndm (viz Obr. 5.1). Prolozime-li experimentdlni zavislost obec-
nou primkou, ziskame rostouci ¢aru ¢. 1. Prolozime-li déle experimentalni zavis-
lost funkci kvadratickou (¢éra ¢. 2), ziskdme dojem, ze méfena zavislost ma
maximum. Zavér o existenci maxima je vsak vzhledem k piesnosti méienych
bodii nepresvédéivy a pro potvrzeni jeho existence by bylo zapotiebi méreni
v SirsSim oboru hodnot nezavisle proménné x nebo ,, piesn&jsi“ méreni hodnot y.
Aplikace kubického splinu prinese kiivku ¢. 3 na obrazku 5.2.

Obr. 5.2 K vykladu metody spline
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ProloZena kiivka ma oproti kvadratické interpolaci naprosto odlisny charakter
ajgi prabeh je vzhledem k piresnosti merenych boda jesté méne redlny nez ma-
ximum ,nalezené’ splinem kvadratickym. Ad absurdum jsou nékteré editory
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schopny vytvorenim kubickych splini , po ¢astech” vypogitat kiivku ¢. 4., ktera
je ndzornym prikladem toho, Ze pfi vyuzivani metody spline je nutno postupovat
velice opatrné a vzdy mit na zteteli, Zze jde pouze o kvalitativni vystizeni mérené
zavidosti vzhledem k piresnosti méieni. V naSem konkrétnim piipade je zigjmé,
Ze sta¢i interpolace linedrni.

Pro kvantitativni vyhodnoceni mérenych funkénich zavidosti metodami po-
Cetni interpolace, je tedy podstatnym predpokladem znalost explicitniho tvaru
studované zavislosti

y: fa,b,c,u..(x) .
Nezndmé jsou pouze hodnoty parametra a, b, ¢, .... DalSim piredpokladem, ktery
budeme v celém dal&im textu pouzivat, je poZadavek, aby presnost nastaveni
hodnot nezéavisle proménné X byla fadoveé vétSi nez presnost meéreni hodnot
zavisle proménné o . Uvedeny pozadavek neni principidlni a v tomto textu se
vyuziva pouze pro zjednoduSeni zakladniho vykladu.

Mé&jme tedy k dispozici n dvojic name&renych hodnot (X,Y,), i=1,2, .., n.
Vytvotime funkci ,, x-kvadrat”

7%(ab,c,..) =

n (f ) — v )?
Z( a,b,c,....()z) y') , (5.2

i=1 oy

ktera je za jiz uvedenych piedpokladii funkci hledanych parametri a, b, c, ....
Prispévek jednatlivych ¢leni v souétu (5.2) (rozdild namérenych a teoretickych
hodnot) je tim vyznamngjsi, ¢im presngji (s mensi hodnotou o, ) je zmetena
piisludna hodnota y;. Optimanim odhadem parametra jsou podle principu nej-
mensich ¢tverci hodnoty

ahb, e, .., (5.3)
pro které je funkce y?(a,b,c,..) miniméni. Ulohou je tedy nalézt minimum

funkce vice proménnych a, b, ¢, .... V jednoduSSich pripadech je moZno feSit
Ulohu analyticky, ve doZitéjSich pripadech se feSeni hleda numericky.
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5.1 PRIMKA PROCHAZEJICi POCATKEM

UkaZme nyni konkrétni postup v nejjednodusSim piipadé jediného parametru
pro linearni funkci, ktera z jasnych fyzikanich divoda prochézi poc¢atkem

y=f,(X)=ax . (5.9)
V tomto piipade je
n —v)?
7°(@) = Z—(a)gazy') (5.5)
i=1 i

a Uloha se redukuje na nalezeni minima funkce jediné proménné. Nutnou pod-
minkou pro existenci minimav bod¢ & je

7'@) _q
oa s

Snadno déle najdeme
N n X.2 n Y-X
a | — | |
=1 Giz ;. Jiz
adae
- Y%
2
a=- (;; . (5.6)

Déle je mozno snadno ukézat, Ze hodnota (5.6) skute¢né odpovida minimu funk-
ce (5.5). Pro zjednoduSeni zapisu se nékdy pouziva oznateni

n 2 n
> r= XX Y= XY

i=1 Oj i

aformule (5.6) ma potom jednoduchy tvar
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a = XY : (5.6a)
XX

Dosazenim hodnot nezévislé proménné x;, namérenych hodnot y; a zndmych
hodnot o, je UlohavyieSena. Problém se miZe vyskytnout v pripade, Ze hodnoty
o, ngisou znamé. Obecné pak nelze odhad (5.6a) vycidit. Vyjimkou je situace,
Vv praxi pomérné ¢asta, kdy piesnost meérenych hodnot sice neni znama, je viak
mozno predpokladat, Ze je ve vSech meétenych bodech stgjna, tedy o, =o pro

véechna i =1, ..., n. Potom plati

Y X
a="2 . (5.7)
X2

i
i=1

Pro zjednoduSeni zapisu se opét zavadi oznaceni
Doxyi= XY, Y = XX .
i=1 i=1

V této notaci je tedy
a=——— . (5.8

Odhad (5.6a) je mozno déle upravit natvar

x 1 - X% - X
nﬁgﬁxgmﬁx (5.9)
2
i=1 O;

z n¢hoz je zigimé, ze odhad a je linearni kombinaci néhodnych velicin vy, , je
tedy opét nahodnou velicinou amé smysl ptat se po jeho stiedni hodnoté

(@)=L sz 0)

i=1
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ProtoZe zigmé plati {y;) =ax provsechna i =1, 2, ..., n dostaneme vysledek

(@ =a.
Odhad parametru a ve tvaru (5.6a) je tedy nevychyleny.
Pro vypocet disperze odhadu (5.6a) pouzijeme Upravu (5.9) a vétu o disperzi
linearni kombinace nahodnych veli¢in dokazanou v kap. 3 (vztah (3.60)). Podle
této véty plati

n )g 5
D, = E D, .
TG (XX'O'iZ) g

Uvézimeli ddle, Ze D, =0, dostaneme snadno

D, =— . (5.10)

2 2

L . o

D=2 | g2=2r | (5.108)
~( XX

Neznamou disperzi aj, stejnou pro vSechny meéiené body, je mozno odhad-
nout ze souboru naméfenych hodnot (%, vi). V analogii s pripadem jedné
promenné diskutovanym v kap. 4 pouzijeme n hodnot odchylek naméienych
hodnot y, od odhadnutych spréavnych hodnot ax, které jsou pii provedeném
meteni funkéni zavidlosti k dispozici. Tento soubor odchylek je ekvivalentni
souboru odchylek od aritmetického praméru, pouZivaného v pripadé n nasobné
opakovaného meéieni jediné veli¢iny. Odhadem disperze je potom, podobné jako
v piipadé meteni jediné veliciny, aritmeticky pramér soucétu ¢tverch téchto od-
chylek

(5.11)

|
S|k
>
:|.}Q,
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Velicina R” je minimalni suma &tverci odchylek. Podobng jako v pripadé me-

feni jediné veliciny |ze ukézat, ze odhad je vychyleny. K tomu vypocitame jeho
stiedni hodnotu

(#)=2500)-

S vyuzitim predpokladii o charakteru velicin x a y, , tedy

n

(yax)+= Y ((@x))

n
i=1 i=1

Sk
=N

<yi>:a)§’ <yi2>=a§+<yi>2=0'5+a2)§2, D, =0, Cyiy;ECIi:O

dostaneme postupné pro jednotlive ¢asti stiedni hodnoty odhadu

%Zn:<yiz>=%i(05+<%>2) =0§+%azix2 = a§+%a2xx ,
i=1 i=1 i=1

2 n N 2 n n ij]_
H 2 (vax) nZ<JZXXY>§>
2 n
= (Zﬂ)(xz%)ﬂ;(wxjyj)) =
2 n
= (0 +(y) )+ 2%, 6, + (v ) (v ) =
nXX = i<
__265 S22 N 24 222__265_2az - 2\2
ST &K T AN 2L == 0 X -
= —265 —EaZXX :
n n

18 N ) 18 n ijj ) 1 n ) n 5
2 {@x) >=ﬁil<‘¥}ﬁ‘) > o 2 <(;Xiyj’ >

1 n n
= Z&2<( Xfyf+j<2kxjxkyjyk)>=

=1
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nxszx (ZX (@2+(y))+ 2 x4+ (Y% =

i<k

2 2

=Xy Zx(Za2X4+Za2x ><k)——y 2Z>s(2x) -
n i=1 i<k n i=1

= G_§+a_zxx
n n

Celkové je potom

20° o
<6-§>: ; 1z v 2 aexx + T Lz -
n n n n n

>
|
[EY
>
[EY
™
1N
>
|
[EY

(5.12)

Spojenim (5.10a) a (5.12) ziskdme ¢asto vyuzivany vztah pro nevychyleny od-
had disperze veliciny & za situace, kdy nezname disperze jednotlivych méie-

nych hodnot o, nicméné maZeme predpokladat, 7 o’ =c’ ve viech mere-

nych bodech

(6. 1 R

Di =) = S X nn

(5.13)
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5.2 PRIKLAD - MERENI TUHOSTI PRUZINY

Jako ilustraci k vyloZzenému zpisobu interpolace primky prochézejici pocat-
kem uvédime zpracovani méreni tuhosti pruziny. Data pouZitd v tomto piikladu
byla ziskdna mérenim konkrétni dlohy ve fyzikdnim praktiku z ,, Mechaniky
amolekulové fyziky" v kurzu zékladniho praktika na MFF UK.

Pri urcovéni tuhosti pruziny k statickou metodou vychazime z Hookova z&
kona pro pruzinu

[Fl=klyl .
kde F je pusobici sila realizovana zavazim o hmotnosti m a y je prodlouZeni
pruziny.

V samotném experimentu méime ovSem statické prodlouZeni pruziny v z&
vidosti na zatizeni

y=am.
Déle je zigimé, Ze konstanta Umérnosti a souvisi s hledanou tuhosti pruziny
vztahem

k=9
a

Z povahy ulohy je zigfmé, Ze jde o interpolaci linearni zavidlosti piimkou pro-
chézgjici po¢atkem. Hmotnost m je realizovéna zavazimi, jejichZz presnost je
vyrazné vy, neZ je presnost odegitani prodiouZeni pruZiny y. Uloha tedy spl-
nuje predpoklady pouZité ve vySe uvedené diskuzi. Chybu veli¢iny y necht’ je
mozno ve vSech méienych bodech povaZzovat za stejnou.

Métenim prodlouzeni pruziny v zavidosti na pasobici sile (tize zavazi) byly
ziskany hodnoty uvedenév tab. 5.1

Tab.5.1

mlg] | 0| 5 |10 | 15 | 20| 25| 30 |35| 40| 45
ylem] | 0 | 25 | 47 | 71 | 94 |11,7] 137 | 17 | 184 19,7

m[g] | 50| 55 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100 |[110| 120 | 130
ylcm] |22,8| 25 | 271|313 |34,8|399| 445 |485|529| 57,3
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Pro zpracovéni zavidosti y=am je nejlépe usporddat méirené hodnoty do ta-
bulky napt. v editoru Excel (viz nize tab. 5.2.). Editor umoZziuje jednoduse vy-
tvorit veliciny potiebné pro vypocet podle (5.8). Hodnoty XY a XX jsou vypodte-
ny v poslednim radku tabulky. Vypocitame tedy

. XY _ 39564,00 g ch _0, emg* .
XX 89050,009g

Vyuzitim vypoétené hodnoty a vytvorime posledni sloupec tabulky a sectenim
fadkd ziskédme minimdlni sumu ¢tverci odchylek R* (viz vy3e). Déle stanovime

podie (5.13) disperzi hodnoty &

Tab.5.2
C. met. m (x;) Yi XiYi Xi X (axi—y)’
(¢)] (cm) | (gcm) @ (cm)®

1 0,00 0,00 0,00 0,0 0
2 5,00 2,50 12,50 25,0 0,0775623
3 10,00 4,70 47,00 100,0 0,066049
4 15,00 7,10 106,50 2250 | 0,1896603
5 20,00 9,40 188,00 400,0 0,264196
6 25,00 11,70 292,50 6250 | 0,3510562
7 30,00 13,70 411,00 900,0 0,137641
8 35,00 17,00 59500 | 12250 | 2,1010503
9 40,00 18,40 736,00 | 1600,0 | 0,394384
10 45,00 19,70 886,50 | 20250 | 0,0861422
11 50,00 22,80 | 1140,00 | 2500,0 | 0,342225
12 55,00 2500 | 137500 | 30250 | 0,3175323
13 60,00 27,10 | 1626,00 | 3600,0 | 0,195364
14 70,00 31,30 | 2191,00 | 49000 | 0,039601
15 80,00 34,80 | 2784,00 | 64000 | 0,553536
16 90,00 39,90 | 3591,00 | 81000 | 0,007569
17 100,00 4450 | 4450,00 | 10000,0 0,0049
18 110,00 4850 | 533500 | 121000 [ 0,139129
19 120,00 5290 | 6348,00 | 144000 | 0,173056
20 130,00 57,30 | 7449,00 | 16900,0 | 0,210681
n X Y XY XX R
20 1090,00 | 488,30 | 39564,00 | 89050,0 | 5,6513345
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1 R __ 1 56513
XX n-1 890500 19

Po zaokrouhleni, odmocnéni disperze a Upravé na jednotky systému S| dosta-
neme

D =(62) = m’g?=3,34011.10° cm’g” .

a=(4,443+0,018) mkg™ .
Pro vypocet hledané tuhosti vyuZijeme hodnotu gravitaéniho zrychleni
zaokrouhlenou tak, aby zaokrouhlovaci chyba byla negméné o ¥&d mensi, nez
chyba hodnoty &. Podle Udajia v odstavci 2.4 je pii zaokrouhleni gravitaéniho
zrychleni na hodnotu g = 9,81 relativni zaokrouhlovaci chyba 7, = 5.10™.
Protoze relativni chyba hodnoty & je 7, =4.10°, je mozno zaokrouhlovaci

chybu gravitagniho zrychleni zanedbat. Po vypoctu
k = (2,208+0,009) Nm™ .
Vydedky mereni prodiouZeni pruziny v zavidosti na zatizeni znédzornime jesté

Obr. 5.3 Prodlouzeni pruziny v zavislosti na zatiZzeni

O———————

pruzina¢.1

—-— pruzinag.2

y (cm)
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graficky (pruzina ¢. 1 na obr. 5.3). Barevné rozliSeni kiivek na obr. 5.3 je zde

provedeno pro vétsi ndzornost. V praxi se vétSinou nepouziva, neni viak zadnou

normou zakézano. Pri konstrukci obrézku postupujeme podle nésledujicich

zésad:

1. Zobrazeny interval hodnot naose x anaose y by mél pokud mozno odpovi-
dat rozsahu métenych hodnot.

2. Osy grafu musi byt popsany ozna¢enim meéienych veli¢in s uvedenim prislus-
nych jednotek.

3. Osy se déli v pravidelnych intervalech hodnot bez ohledu na konkrétni meétené
hodnoty. Souradnice métenych bodt se na osach nevyznaiuji.

4. Métené body se vyznati vhodnym symbolem. U kazdého bodu by méla byt
vyznacena nejistota svislymi Useckami o velikosti oy. V pripadé, kdy se
piredpoklada u vech merenych bodu stejna nejistota, staci vyznadit interval
nejistoty pouze u jediného bodu. V naSem konkrétnim piipadé je ngjistota
vyznagena u bodt se souradnicemi m=80g a m=90g. Pokud jeinterval
nejistoty mensi, nez je rozmér symbola vyznaiujicich métené hodnoty, je
mozneé interval nejistoty nevyzn&it a v textu konstatovat, Ze je mensi, nez
velikost symboli.

5. V pripadé, Ze vynaSime do jediného grafu vysledky riznych méieni (napi.
kiivka ¢. 2 na obr. 5.3), je nutno pouzit odlisnych symbola a graf opatiit le-
gendou.

6. ProloZené kiivky jsou optimalni zavidosti ziskané fitem metodou nejmensich
¢tverch. Parametry fitt se mohou uvést do grafu nebo jsou uvedeny v dopro-
vodném textu.

7. Graf je opatien ndzvem acislem grafu.

U

Pro prezentaci se grafy zhotovuji bud’ ,ru¢n&" na papir s pravidelnym rastrem
(milimetrovy papir), nebo se s vyuZitim moderngjsi techniky zhotovuji pomoci
grafickych editori s ndslednym vyti&ténim.
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5.3 POLYNOM k-tého STUPNE

Dasi negjjednodussi funkci se dvéma parametry je obecna primka, ktera je
polynomem prvniho stupné. Proberme tedy nejprve obecny zpisob feSeni pro
polynom k-tého stupné areSeni pro piimku se dvéma parametry poté jako speci-
ani ptipad tohoto eSeni obecného. Méjme tedy polynom k-tého stupné ve tvaru

y=a,+axX+aX +....+ax . (5.14)

Stupeti polynomu musi byt z jasnych fyzikalnich divodi jednoznaéné stanoven
a neni tedy parametrem Glohy. Funkce y° (viz 5.2) je nyni funkci k + 1 para-
metri a, (i=0,1,2, .., K. Podminkou minima funkce y* je soucasné spl-

néni podminek

o apanma))
681 8g,87,8 |

coz vede nasoustavu kK +1 rovnic o k+1 nezndmych a :

n n n k n
5021_2 +a121:i?+ .......... +akz‘_:zl

n n 2 n k+l n
éoz)qz +a‘12"2+ .......... +ékz)g2:. )Z_{'

i=1 i i=1 i i=1 i i=1 i
.................................................................. . (5.15)
....... nknkﬂn N L
~ ¢ N 5 . Y
aoéx—lz +a1§);2 S +ak;);7=;xaf

Reenim soustavy rovnic (5.15) jsou hledané odhady koeficientt & , které Ize

vyjadfit jednoduchym zptisobem ve tvaru

~ Det
=—L 5.16
4=5 "y (5.16)
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kde Det, je determinant soustavy a Det, je determinant soustavy s i-tym sloup-
cem nahrazenym piislusnym sloupcem pravych stran matice (5.15). Odhady
(5.16) jsou funkci nahodnych velicin Y, jsou tedy opét nahodnymi velicinami
aje nutné znét jejich disperzi. Nalezeni disperzi je viak komplikovana uloha,
protoze zavislost odhadi (5.16) na nahodnych veli¢inach 'y, je obecné nelineér-

ni. Jedinou vyjimkou je piipad polynomu prvniho stupné, obecné primky, ktery
bude podrobngji vyteSen v nadedujicim odstavci.

5.4. OBECNA PRIMKA

Mé&jme primku ve tvaru
y="f .(¥=a+ax . (5.17)

Soustavarovnic (5.15) se nyni redukuje na

i=1 Gi i=1 O-i i=1 O-i
2
X 5X, SOX Y
S | S | ] |
0 Z > T alz 2 2
i=1 Gi i=1 O-i i=1 Gi

i=1 O-i i=1 O-| i=1 O-i

n XZ n y2 n )ﬁy (518)
L= XX, Y AL =yy L= XY’

i=1 O'iz i=1 i2 uZ—l: Uiz

Determinant soustavy rovnic (5.17) mav této notaci tvar
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s X ,
Det, = =SXX'=X"? | (5.19)
X' XX

Ostatni determinanty potiebné pro vypocet koeficientis &, a & jsou potom

Det, =Y"XX'=X"XY', Det, =S.XY'-X"Y’' (5.20)
avysledné odhady potom:
Y' XX X" XY’
5 = , 5.21
% S XX'— X" 521
. SXY'-XY'
=— "~ 5.22
% S.XX'— X" (5.22)

Se znalosti hodnot X,y a disperzi o’ je mozno odhady (5.21) a (5.22) kon-
krétn¢ vycidlit.

Pro vypocet stiedni hodnoty odhadi a jejich disperze upravime vztahy (5.21)
na formu linedrnich kombinaci nahodnych veli¢in y;. Pro odhad (5.21) para

metru @, dostaneme:

XX’ X'.x 1 XX'=X'x
v . — vy . (523
erxxr !2( i2 yl i2 y'j Z 2 SI xx! xl2 yI ( )

V' uvazované aproximaci, kdy zanedbavame disperzi velicin X oproti disperzi
veliciny; je mozno veliciny S, X a XX chapat jako konstanty. ProtoZe po-
dobné jako v pripadé jediného parametru opét plati (y,)=a,+a,X pro viech-
nai=12,..n, jesttedni hodnota (5.23)
n "yt n '
(@)= 3 a0 ) = 2 g s Bt 3)
_a, S.XX' = X" ra XX X"'= X" XX’ _a,
S.XX'— X" S.XX'— X'
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Odhad je tedy podle oéekavani nevychyleny.
Pro disperzi odhadu (5.21) dostaneme uzitim (5.23) a (3.47)

2
3 1 XX'=X' X 1 XX'— X!)g ,
Dy =2 2oy _x? —————5 | o (524
® ;(0}2 S.XX'— 'zj 2£0_ S XX — Xr2] o’ ( )

adale po snadné Upravé
S 52
V pripadé odhadu parametru @, je mozno podobné jako v piredchozim pri-
padé parametru a, vyjadiit odhad (5.22) ve tvaru linearni kombinace néhod-
nych velicin 'y, (srovng (5.23)
~ w1 Sx-X
vypogitat jeho stiedni hodnotu a ukazat, Ze i odhad parametru (5.22) je odhadem
nevychylenym (viz seminérni Uloha 5.1). Pt vypoétu disperze odhadu a, pou-

Zijeme obdobné jako v pripadé parametru a , vétu (3.47) a snadno dostaneme

2
(1 Sx-X
S aem) o (529

adale (viz seminarni tloha5.2)

S!

D.=—m8m—M 5.27
5 gXX - X" (5.27)

Pokud jsou tedy znamy hodnoty (nastavovanych) hodnot X , hodnoty nameie-
nych hodnot y, ajejich disperze o je Uloha, tedy nalezeni odhadi parametri
obecné linedrni zévidosti a jeich disperzi, podobné jako v pripadé jediného
parametru, snadno ieSitelna.
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V pripadé, Ze disperze jednotlivych métenych hodnot o, nejsou zname, je
dalSi postup mozny, obdobné jako v pripadé jediného parametru, pouze za pied-
pokladu, Zze nezndmé disperze jsou pro vdechny body steiné. Je-li tedy mozno
predpoklédat, Ze D, =D =o" pro véechna i = 1, .., n, potom anaogicky
k (5.7) plati

~ Y. XX - X.XY . hXY-XY (5.29)
YT oxT T AT o ex '
kde je obdobng k (5.18):
X=X 2 Y=Y, 2= XX,
i=1 i=1 i=1 (529)

LY =YY XXy =XY
i=1 i=1

Pro vypocet stiedni hodnoty a disperze, napriklad odhadu &, , provedeme ob-
dobné jako v pripadé rovnice (5.23) Upravu

- 5 XX = X.x
CRE gAYV (5.30)
Je moZzno snadno ukazat, Zei v tomto pripadé je odhad nevychyleny, tedy
<8,>=4a,

apro jeho disperzi plati analogicky k (5.25)

XX
Déo = m Dy . (531)

Postupem anal ogickym k postupu prezentovanému v pripadé jediného parametru

je mozno neznamou disperzi D odhadnout pomoci nggmensi sumy &tverca od-
chylek
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4 N 2

(Yi—&-ax) = (5.32)

S|
s | &,

i=1
Odhad je stejné jako v piedchazejicim pripadé vychyleny (viz seminérni Uloha
5.5). Nevychylenym odhadem disperze je v tomto pripadé (dvou parametri)

veli¢ina

D' =(5%) = R (5.33)

Po dosazeni do (5.31) je nevychylenym odhadem disperze parametru a, v tomto
piipadé

XX R
nXX -X?n-2 '

Nk 2 \x __
V pripadé odhadu smérnice primky, tedy parametru &, upravime (5.28) analo-
gicky k (5.30)

~ v hx-X y
4 “n XX - X2

Snadno dokaZeme (viz seminarni Uloha 5.4), Zei v tomto piipadé je odhad odha-
dem nevychylenym a pro jeho disperzi méme analogicky k (5.31)

2
S nx—X n
D,= —MW—| D, =——D. 5.35
* ;[n.XX—XZJ o nXX - X? (53)

Odhadneme-li opét disperzi zbytkovou sumou ¢tverci odchylek podle (5.33),
méame

D, =(0?) =———— R (5.36)

119



55 MOZNOSTI VYUZITIi TRANSFORMACE
SOURADNIC

V piipadé obecnéjSich funkci s jednim nebo vice parametry nebo v pripadé
polynomu vySSich stuprit nelze pouZit jiZz nalezené vysledky s vyjimkou funkci,
které se daji vhodnou transformaci souradnic pievést na funkce linearni. Klasic-
kym ptipadem je funkce exponencidni. Mé&time-li napriklad zavidost typu

y=ae™ (5.37)
Obr. 5.4 K vykladu moZnosti transformace souiradnic
100 k - T T
: ¢ /o
- -——- y =aexp(-x
- %ﬁ y p(-x/b) ]
[\ 8 =(100.34 £ 0.74) (a.u),
L ¥ b = (0.980 + 0.014) (2.u)
\
~~ 50 B § .
S \
S \i
> 5
25T E\\ ]
\§\ ]
\i\\ ]
ok e s 3 g
| |
0 2 4 6
X (a.u)
amamek dispozici n trojic hodnot x, y ao, pro i=1,..,n (obr.5.4), po-
tom provedeme logaritmickou transformaci

Iny=Ina-bx ,
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ktera problém linearizuje, a dale je moZno vyuzit uvedenych vysledkt pro obec-
nou ptimku. Pro odhad parametrii vytvorime nové hodnoty

[6Inyj
v ),

Y=Iny, X =

o; . (5.38)

Je-li presnost méteni veliciny y ve vSech bodech stejna, coz je konkrétni situace
piikladu na obr. 5.4, je nutno pro explicitni feSeni uzit vztahy (5.21), (5.22)
aposléze (5.25), (5.27), protoze transformace (5.38) pivodne stegjne hodnoty o,

Obr. 5.5 K vykladu moZnosti vyuZiti transformace souiadnic

+=3
%
——=In(y) =In(a) - b*x
e o) =In@-brx| ]
\"’\g\ In(2) = (4.606 + 0.016) (a.1.)
N b = (1013 + 0.033) (a.u)
£ §\§
©
= oL N 4
S ?\
c N
- N
N
N
AN
ok \\ o
AN
AN
1 1 1 \L
0 2 4 6
X (a.u.)

zmeni. Situace je znazornéna na dalSim obrazku 5.5. Je zigimé, Ze ngjistota né-
kterych hodnot y vlivem transformace soufadnic enormné vzroste, nicmeng

s uzitim jiz uvedenych obecnych formuli, které tuto situaci postihuji, dostaneme
vysledky uvedené v obr. 5.5. Tyto vydedky (viz napt. hodnotu parametru b) se
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s uvazenim intervalti ngjistoty shoduji s vysledky ziskanymi primym fitem expe-
rimentdlnich dat provedenym grafickym editorem (viz obr. 5.4) postupem disku-
tovanym dale v odst. 5.6.

Mohlo by se tedy na prvni pohled zdat, Ze transformace souradnic pro lineari-
zaci fitu s cilem vyuZiti explicitnich formuli pro vypocet parametrii uvedenych
v odst. 5.4 nemavalny smyd, protoze moderni editory umoziiuji nalézt paramet-
ry pfimym fitem neupravenych experimentdinich dat, podobné jako v obr. 5.4
(viz ¢arkovana kiivka a uvedené hodnoty parametri). V nékterych pripadech
v&ak grafické editory s potiebnym softwarovym vybavenim nemusi byt k dispo-
zici, jindy je pouze zapotiebi se presvédcit, zda mérend zavislost mé predpoklé-
dany charakter. Napriklad pii uziti modernich ¢islicovych metod zlepSovani
poméru signalu a Sumu se vyuziva digitalizace analogového Sumového napéti
a jeho nasledné sumace pri opakovanych nezévislych mérenich. Stiedni hodnota
efektivniho Sumového napéti se s postem sumaci n sniZuje jako
1

Uet = .
n,e \/ﬁ
Zajimali nas napiiklad pouze ovéreni tohoto vyznamného zakona (viz také
odst. 3.5), aniz poZadujeme hodnotu konstanty Umeérnosti, kterd je slozZitou
funkci konkrétniho usporadani aparatury a nema piimou fyzikani interpretaci,

postaci vytvorit graf zavislosti efektivnino Sumoveého napéti U, navelicing

1

I
PoZadovanym ovétrenim studovaného zékona je linearni zavislost prochézejici
pocétkem (obr. 5.6), coz je v uvedeném piikladu zieimé prostym proloZenim
piimky ,rucng“. (Data pro uvedeny piiklad byla ziskana pii feSeni UGlohy
0 z&kladech techniky NMR ve V. kurzu fyzika niho praktika na MFF UK).

V piipadé dozitéjSich funkci nebo v pripadé funkci s vétSim poétem paramet-
ri se pro nalezeni odhadii parametri, hledaji minimafunkce #4(a, b, c, ...) nu-
merickymi metodami. Disperze piidudnych odhadi se stanovi vyuZitim obec-
nych vlastnosti funkce 4 v okoli téchto minim. Postup je podrobngji diskutovan
v nésledujicim odstavci.
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Obr. 5.6 Stredni hodnota efektivniho Sumového napéti
v z&vidostina poétu sumaci
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5.6 ALTERNATIVNI RESENI

Uvazujme ngjprve nejjednodussi piipad linedrni funkce s jedingym paramet-
rem vetvaru (5.4). Piisludna funkce y* matvar

x*(a)= Z(y;—zam (5.39)

aje pro dany soubor hodnot x , y. a o, funkci parametru a . Funkce je parabo-
lou, kterd maminimum v bodé a
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XY’
XX
(srovng (5.6a)). Amplituda funkce (5.39) v bod¢ & je

a-=

n v \2 12
2/x (y - a)ﬂ) ' XY
a=y -‘1—=YW-—"
2°(8) Zl: ; T
Funkci (5.39) rozvineme v malém okoli bodu & v mocninnou fadu a ponechame
jen ¢leny do druhého fadu (v konkrétnim piipadé paraboly jsou ¢leny vySSich
Fadt samozigimé nulové). Prvni derivace v rozvoji (5.40) jsou vzhledem k pod-
mince minima nulové

2 =;f(a)+%(%j (a-a) . (5.40)

Amplituda funkce (5.40) v bodé

~

je potom
2@ =2 (@)+XX'c}
Dosazenim (5.10) ziskame

7A@ = @) +1 . (5.41)

Amplituda funkce * v bodech, které se li& od hodnoty & préavé o chybu této
hodnoty o, je o jednicku vysSi, nez amplituda této funkce v minimu. Situace je
znézornéna na obr. 5.7. Tuto vlastnost funkce #* je mozno vyuzit pii hledani
nejistoty parametru a, tedy hodnoty o,, aniz je potreba provadét explicitni
vypocet. Sestrojime zavislost *(a) av okoli minima najdeme hodnoty paramet-
ru, pro které mé funkce amplitudu o jedni¢ku vySSi, nez je amplituda v minimu.
Tyto body uréuji ngjistotu parametru.

V obecngjsSim pripadé piimky se dvéma parametry postupujme obdobnym
zptasobem. Funkce (5.2) mav tomto piipadé tvar
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P a) -y U8 (5.42)

Obr. 5.7

V okoli minima v bodé¢ @=(4,,4) aproximujeme funkci (5.42) polynomem

druhého stupné
2

o 0 3 0? .
zz(ao,ai)=x2(ao,81)+%[a—agzzl(ao—ao)2+%(a—afzzjé (a,-&)"+

2

+%( d z] (ao—éoxai—ém%( o zj (8- 3)@ &)

02,08y 02,08,
Snadno vypocitame

o* 0*

g -25, | =— =2XX', 543

)= (=) =

2 2

{ ¢ sz =( 2 ZZJ =2X' . (5.43b)
da0a, "~ ), \ 0a0a, A

Po dosazeni a posunuti po¢édtku souradnic a, = (a, —&,), a =(a —&,) mame
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22 (@g,a) = 7(8,,8) + Say + XX'a” + 2X ‘a3 - (5.44)

Body, ve kterych funkce (5.44) nabyva hodnot o jedni¢ku vysSich, nez je mini-
mum v bod¢ y*(4,,4,) tvori v roving (a),a) elipsu srovnici

Sal + XXa” +2Xaa =1
Obr. 5.8

x%(ag,a)) =1

Elipsa je pootocena vuci systému souradnému a disperzi jednotlivych parametra
urcuji v tomto pripadé souradnice tecen k elipse rovnobéznych s osami sourad-
ného systému (obr. 5.8). ReSeni pro a poZaduje, aby determinant kvadratické

rovnice pro @
Saf +2Xja & + XX'a?-1=0
byl roven nule, tedy
4X"*a? -4S (XXa*-1) =0,

z ¢ehoz snadno ziskdme
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/
1220_2_ S
ai_él_ 2 !

SXX'—Xx
coz je podle ocekavani vysledek totozny s (5.27). Pro disperzi parametru &,
ziskame timto postupem obdobné vysledek shodny s (5.25). Vyhodou tohoto

postupu je ovSem moznost pouZziti nejen pro funkci linedrni, ale i pro obecnou
funkci dvou parametrti. Prakticky postup je v nalezeni minimafunkce

2 (8,) = En‘,(y' a"al(x» (5.47)

i=1 i

tedy hodnot parametrdt &, &, , prokteréje: y*(&,,4) = y~,, . Tato Gloha se fesi
numericky aexistuje pro ni celafada procedur. Poté nalezneme hodnoty parame-
tra 4,,4a,,pronézje

Zz(éo’éi) = Zriin +1.
V aproximaci polynomem druhého stupné vytvori body (&,,4a,) v roving
(a,,a ) elipsu se dedem v bod¢ (&,,d,). Maximani hodnoty

Ay max ' Ay max JEfinuji potom disperzi odhadii parametri a, a,
ago = (g e — 80)° agl = (e — &) - (5.48)
Hodnoty éo,max , él,max najdeme opét vhodnou numerickou metodou, protoze

explicitni feSeni, analogické vy3e pouzitému teSeni pro piimku, je v pripadé
obecné funkce komplikované a navic je stejné nutno minimum a hodnoty deri-
vaci (5.43) nalézt numericky. V pripadé tfi parametri je mnoZinou bodi, pro
které plati

zz(éO’él,é2):Zriin+l
v souradném systému s osami (a,, a,, a,) rotacni elipsoid. Hodnoty

A~

84 ax 1 A1 max s By max  JSOU pOtom obdobné definovany souradnicemi tegnych

rovin rovnobéznych postupné srovinami (a,,a,), (a,,a,) a(a,,a,) .
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V praxi se pro nalezeni odhadi parametri interpolagnich funkci obvykle
vyuzivagji programy vytvoiené v riznych grafickych editorech, které dokdazi
interpolovat funkeni zavislosti 0 mnoha parametrech, stanovit odhady hodnot
parametrii véetné vypoctu piislusnych nejistot. Prislusny software vak vzdy resi
v prislusném k-rozmérném prostoru (k je pocet parametri) Ulohu naznagenou
vy3e, tedy nalézt minimum funkce #*, tedy bodu (&,,4,,...8,) Vv k-rozmérném

prostoru, ve kterém je y*(8,,4,,...8,) = y2., a poséze naézt souradnice tes-

nych nadrovin pro stanoveni disperzi odhadu.

Pred uzitim piislusnych editora se v3ak doporucuje prostudovat manudy,
protoZe v nékterych piipadech mohou byt nékteré pojmy u raznych typa softwa-
ru chapany ainterpretovany razné.
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6. PRILOHY

6.1 DEFINICE ZAKLADNICH JEDNOTEK SI

veliéina ¢as
jednotka S
definice jednotka ¢asu je definovana frekvenci kvantového prechodu

mezi hladinami hyperjemného Stepeni ve spektru zakladniho
stavu °Sy, atomu Cs, F=4, m,=0—>F=3, me=0,
tato frekvence je 9,192631770 GHz

veli¢ina délka

jednotka m

definice jeden metr je draha, kterou urazi svétlo ve vakuu za dobu
1/299 792 458 sec

velié¢ina hmotnost

jednotka kg

definice etalon z platinoiridiové dlitiny v Mezinarodnim Ustavu pro

miry avéhy (reprodukovatelnost fadu 2.10°)

veli€éina elektricky proud

jednotka A

definice proud, ktery vyvolava mezi dvéma paralelnimi, nekone¢né
dlouhymi vodi¢i vzddenymi 1m silu 2.10" N najeden
metr délky

veli€éina teplotni stupen

jednotka K

definice 237,16-t4 ¢ést termodynamické teploty trojného bodu vody

veli¢ina molekulové mnoZstvi

jednotka mol

definice je latkové mnozstvi, které obsahuje tolik  strukturnich

elementt, kolik je atomii v 0.012 kg uhliku **Cg
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veli¢ina svitivost

jednotka cd

definice svitivost 1/600 000 m? plochy absolutng ¢erného t&lesave
sméru normdly pii teploté tuhnuti platiny pii normanim
tlaku (101 325 Pa)

6.2 MERENI ODPORU METODOU PRIiMOU

Predpoklddejme, Ze je zapotiebi zmeéfit elektricky odpor R o velikosti
R= 200 Q. Mame k dispozici zdroj stenosmérného napéti U =12V addedva
meéfici pristroje typu DU 20. Mé&teni provedeme v klasickém zapojeni ,, metodou
primou” (viz napt. [10] a obr. 6.1). Pristroji typu DU 20 je mozné méiit jak
stejnosmeérny proud, tak i napéti. Pristroje jsou tiidy presnosti p=1 (viz (2.9))
amaji prepinatelné proudové rozsahy v fadé od 100 pA do 10 A v ,trojkovych®
a ,desitkovych* krocich, napt.: ... 10 mA, 30 mA, 100 mA, 300 mA, ... atd.
Prepinéni napétovych rozsahi je po obdobnych krocich v rozsahu od 0,3 V do
300 V. Pristroje maji pro stejnosmérna mereni déleni stupnice na 100 dilka pro
»desitkové" rozsahy a na 60 dilkt pro rozsahy ,trojkové*. V zapojeni podle
obr. 6.1 (varianta zapojeni voltmetru vyznacena plnou ¢arou) volime pro oceka-
vané hodnoty proudovy rozsah 100 mA a napétovy rozsah 30 V. Méfeni napéti

Obr. 6.1

®
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okolo hodnoty U =12V natomto rozsahu, tedy v dolni poloving stupnice, neni
sice piilis vyhodné (viz odst. 2.3), ale jiny pristroj nemame v tomto piikladu
k dispozici.

Nejistota méieni proudu u,, narozsahu 100 mA je podie (2.10)

uy, =22 P05A = 5774 10%A .

N

Vysdedky dil¢ich vypoctia uvadime na étyii platné ¢islice, zatimco pii konecnych
vysledcich pro prezentaci je nutno dodrzet pravidlo o zaokrouhlovani na nejvyse
dve platné ¢idice (viz odst. 2.3). Velikost negmensiho dilku daného proudového
rozsahu pristroje je 5 = 10~ A, tedy vétsi neZ nejistoty meiené hodnoty. Pri mg-
feni tedy interpolujeme uvnitt nejjemnéjSiho déleni stupnice a vysledek uvéadime
s vySe uvedenou nejistotou, pricemz v tomto piipadé sta¢i zaokrouhleni na jedi-
nou platnou ¢&idlici (se zaokrouhlovaci chybou ~ 4 %). Vysledek konkrétniho
méteni proudu je

I =(59,3+£0,6) mA
Relativni negjistota méieni proudu je
-4
s, :—5’774 '1?3 =0,9737.10% .
’ 59,3.10

Pri méieni napéti je narozsahu 30 V velikost jediného dilku 6 = 0,5V , zatimco
ngjistota meieni napéti podle (2.1) je

Ug, = 130152y = 01732V .

NE

Interpolaci uvnité nejjemnéjsiho déleni stupnice meéticiho pristroje a uvazenim

nejistoty meteni z téidy prednosti nalezneme pro konkrétné nameérenou hodnotu
U=(1180+0,17)V .

Zaokrouhleni nejistoty na jedinou ¢idlici by v tomto piipadé prineslo zaokrouh-

lovaci chybu > 10 % . Relativni ngjistota méreni napéti je potom

0,1732
= = 1,468 .10° .
Msu 118

Pro nejistotu méteni odporu snadno dostaneme (viz napt. (4.47))
Mr ="hy +15, =3103.10% .

Uzitim namérenych hodnot proudu a napéti vypocitdme
R=198,988Q .
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Absolutni nejistota méieni odporu je potom
Ug g =775 gR = 3,505 Q

Konecny vysedek méteni odporu je tedy
R=(199,0+35Q .
Pro diskuzi moZné systematické chyby metody potiebujeme znét vnitini odpory
pouzitych pristroja. Podle Udaja vyrobce je pii pouZiti piistroje DU 20 jako
voltmetru na stejnosmérném rozsahu 30 V vnitini odpor Ry =1,5 MQ. Nejis
tota této hodnoty neni udana. Pri pouZiti pristroje, jako ampérmetru, je na stejno-
smérném rozsahu 100 mA vnitini odpor R, = 2,03 Q. Tato hodnota je vysed-
kem linearni interpolace Udaju vyrobce pro oblast rozsaht (0,3-3) A. Jgi ngjis-
totu odhadneme jako minimané u;; = 0,01 Q. V zapojeni podle obr. 6.1 (plna
¢éra) je mozno snadno ukézat, Ze systematicka chyba velikosti méteného odporu
jev prvnim piibliZzeni (poméru méteného odporu a vnitiniho odporu voltmetru)
2
AR~ -R R ~-R 2.10 ~=-4,6 .10° Q .

Ru 1,5.10
Mozna systematicka chyba je tedy v tomto zapojeni, diky dostateéné vysokému
vnitfnimu odporu voltmetru, téméf o dva rady mensi, neZ nejistota dana tiidou
piesnosti pouzitych pristroji a neni ji tedy nutné do vysledku mereni zahrnout.

V piipadé druhé mozné varianty zapojeni naznacené v obr. 6.1 ¢arkovang, je
systematicka chyba metody danatim, Ze méiime napéti nejen na méreném odpo-
ru ale i na ampérmetru, tedy napéti na souctu odpori R + R;;. Mérené hodnoty
napéti a proudu se ponékud zmeni. Namétime

U=(1200+0,17)V , | =(59,4+0,6) mA .
ProtoZe provadime métreni stejnymi pristroji na stejnych rozsazich, jsou i nejis-
toty méieni stejné. Vydélenim obou hodnot ziskédme vysledek
R=(202,0+35Q .

Je tedy vidét, ze i kdyz se v konkrétnim pripadé intervaly nejistoty obou vysed-
ka prekryvaji, je zitggmé, Ze hodnota naméfend ve druhém pripadé je skutecng
o velikost vnitiniho odporu amparmetru vySSi a vysledek je nutno korigovat. Po
odecteni dostaneme

Ro =(200,0+3,5Q .
Absolutni nejistota vydedku je vypocitana podle (4.47) jako

Ug g, :\/m=3,5059
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avliv ngjistoty stanoveni vnitiniho odporu ampérmetru je tedy zanedbatelny.

Pokud by byl méteny odpor napiiklad mensi neZ hodnota 200 Q pouZita
v tomto pripadg, nebo byly pouZity pristroje s jinymi hodnotami vnitinich odpo-
ri, mize dojit k situaci, kdy je systematicka chyba metody mnohem vyrazngjsi.
Vliv vnitfniho odporu meékicich pristrojti se miaze projevit i pii jinych zapoje-
nich, ajinych metodach méieni, nez bylo uvedeno v naSem jednoduchém piikla
du. Vzdy je tedy nutné provést rozbor analogicky vySe uvedenému piikladu.

6.3 PRINCIP NONIA

V ptipadé mechanickych stupnic je mozno zpiesnit ¢teni uvniti nejjem-
ngj-Siho z&kladniho déleni stupnice vyuZitim principu nonia. Tento princip se
vyuziva napriklad u starSich typt posuvnych meritek (novejsi typy sejiz obvykle

Obr. 6.2

0 1 2 8 9 10
T T |
T T
0 1 2 8 9 10

vyrébgji s displejem). Predpokladejme, Ze z&kladni déleni stupnice mé nejjem-
ngjsi dilek o velikosti napr. 1 mm. Devét dilka této stupnice rozdélime pomoc-
nou stupnici (horni stupnice na obr. 6.2) na deset dilt. Posuneme-li nyni pomoc-
nou stupnici o ¢ast zékladniho déleni A tak, Ze sejgji k-ty dilek ztotozni s k-tym
dilkem stupnice zakladni (obr. 6.3), je pro bilanci prislusnych délkovych interva-
I (velikost dilku pomocné stupnice je 9/10 mm)

Atk =k > a=X
10 10
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U nekterych optickych pristroji se setkdme s variantou nonia, kter4d umoziuje
interpolovat na 0,01 dhlového stupné. V takovém pripadé je obvykle nejjemnégjsi
z&kladni déleni uhlové stupnice 0,25 Uhlového stupné a 24 takovych dilka je
rozdéleno pomocnou stupnici na 25 dili.

6.4 ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI SOUCTU
NAHODNYCH VELICIN

Tvrzeni:

M¢jme nezavislé veiciny X, y, obé s normanim rozdélenim. Potom jejich soucet
Z=X+Yy

je opét nahodna veli¢ina s norménim rozdélenim.

Dtikaz:
V piipadé nezavislych veicin je podle (3.43)
P(x, x+dx; y, y+dy) = p,(x) dx p,(y)dy
Necht’ pro jednoduchost jsou obé rozdéleni s nulovou stiredni hodnotou
P(¥)=N,(0,0,), p,(y)= Ny(o’ 03)
Potom:

XZ y2

52 5 2
e g (P6.1)
2700,

P.(X) P,(Y) =

Hustotu pravdépodobnosti q(z) ndhodné veliciny z dostaneme konvoluci
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I e e 4

e 2012 e_?tzzdy —

q(2) =

20,0, ?,

w 1Y (zy)?
g
= et 7 dy

2rn0,0, °,

Upravime-li exponent, dostaneme

Y, (@Y ol +o3(z-y)’ (01 +03)y’ 2035y + 0,7 _

o; of 010, G
1 1 v b> b* 7
=| S+= yz—Zﬂz+—2:a2y2—2by+—2——2+—2:
o, o, T O a~ a o
b v 1
2 2
=a(Yy-3) +—=| ==
a o, a‘o;
kde
1 1 z
a2: —2+—2 , b:—2
0, O, 0,
a déle po dosazeni:
22 1 2
- +o & by
q(2) = e az“f)je 2 gy

270,00,

—o0

Jon
.

Integrd ve vztahu (P6.3) méa hodnotu

Ddle po dosazeni hodnot z (P6.2) snadno ngjdeme

ZZ

s
e« ,

1
C](Z) = \/EO'

(P6.2)

(P6.3)

(P6.4)
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kde:
2 2 2
o° =0, +0, .

Zobecnéni vztahu (P6.4) na piipad vice proménnych je zigimé.
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7. SEMINARNI ULOHY

Seminarni tuloha 1.1:

Téleso hmotnosti M se pohybuje rovnomérné zrychleng, pfimocare. Pocatecni
rychlost je nulova Zrychleni télesa je a. UZitim rozmérové analyzy odvodte
vztah pro rychlost télesa po urazeni dréhy x ?

Navod: predpokladame v ~ a“x”).

ReSeni: v = ~Jax

Seminarni Gloha 1.2:
UZitim rozmérové analyzy odvodte vztah pro rychlost zvuku v plynném pro-
stiedi 0 hustoté p .

Néavod:

predpoklédame v =~ p, p, T , plati stavovarovnice - v ~ p“ pﬂ).

ReSeni: v =./p/p

Seminarni uloha 1.3:

Uzitim rozmérové analyzy odvod'te vztah pro odpor prostiedi pasobici na auto-
mobil pohybujici se rovhomérné. Maximéni plocha pri¢ného prarezu automo-
bilu je S, aerodynamické efekty zanedbejte.

Néavod: predpokladame F ~ p“v” S’ .
Refeni: F = p Sv?

Seminarni Gloha 1.4:

UZitim rozmérové analyzy stanovte vztah pro odporovou silu pasobici na kuli¢-
ku poloméru r pohybujici se rychlosti v ve viskosni kapaling popsané dy-
namickou viskozitou 77 .

Névod: predpokladame: F ~ rv”n”).

Rekeni: F=rvnpy
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Seminarni tloha 1.5:
Uzitim rozmérové analyzy stanovte vzorec pro dobu obéhu planety v gravitag-
nim poli slunce.

(Piedpoklad: T ~ x“ R°M [, x je gravitatni konstanta, R je vzdaenost pla-

nety od slunce, M je hmotnost slunce) .
Redeni: T ~ R« M

Seminarni tloha 1.6:
Uzitim rozmeérové analyzy formulujte zakon elektromagnetické indukce v sou-
stavé Gaussove.

ReSenii U = - ———

Seminarni tloha 1.7:

UZitim rozmérové analyzy formulujte vzorce pro Lorentzovu silu pasobici na
naboj v elektrickém poli a pohybujici se naboj v poli magnetickém v soustavé
Gaussove.

ReSenii F =qFE, F=qvBlc.

Seminarni tloha 1.8:

UZitim rozmérové analyzy napiSte vztah pro magneticky moment proudové
smyc¢ky v soustavé Gaussove.

ReSeni: u=1S/c

Seminarni Gloha 1.9:
UZzitim rozmérové analyzy urcete vztah mezi permitivitou a permeabilitou vakua
arychlosti svétlave vakuu.

ReSeni: &, 4, =C"

Seminarni tloha 2.1:
DokaZte vztahy (2.6)—(2.8) pro maximalni absolutni a relativni interval nejistoty
soucinu, podilu a mocniny.
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Seminarni tloha 2.2:

Jaka bude maximalni nejistota aritmetického primeru a veliciny a u . pri
n-krét nezavisle opakovaném meéfreni? Maximani negjistota méieni veiciny a
jeug,.

ReSeni: u , =u,,

Seminarni Gloha 2.3:

Hustota kovového materidlu (o) byla stanovena vazenim a zmérenim objemu pri
pokojové teploté. Byly zjistény nasledujici hodnoty: m = (8.930 + 0.002) kg ,
V = (1.002 + 0.001).10° m®. Stanovte maximalni interval nejistoty meteni (ab-
solutni a relativni). Srovnanim s tabulkovymi hodnotami stanovte, o jaky mate-
ridl jde.

Reseni:  p=(8912+1)kgm?, 77, , =1,2.10°, m&d .

Seminarni tloha 2.4:

Pii meéfeni praiezu drétu byla mérenim , mikrometrem® na nékolika mistech
stanovena hodnota prameéru: d = (1.26 = 0.02) mm. Stanovte maximani abso-
lutni arelativni interval nejistoty prafezu.

Reseni:  S=(1,25+0,04)10°m?, 7, =0,03.

Seminarni Gloha 2.5:

Hustota vzorku se pri studovaném efektu méni o 10 %. Métime vzorek o vy-
chozi hustoté 7874 kg m™. Hustotu m&iime Archimedovou metodou, tj. vaZzenim
ve vod¢ a na vzduchu pii pokojové teploté. Jak&d musi byt miniméni presnost
meéfeni hmotnosti (maximdni relativni nejistota) aby bylo mozné dany efekt
spolehlivé detekovat?

ReSeni: relativni nejistota vaZeni na vzduchu n1=0.6 %,

vé&Zeni vevodé 17, =0.7%.

Seminarni Gloha 2.6:

Proud v méteném obvodu se pohybuje v rozmezi od 0 do 3 A. Potiebujeme ho
ZMEfit s presnosti = 10 mA. Stanovte jaka je minimani podminka na tiidu pres-
nosti ampérmetru, ktery potiebujeme.

ReSeni:  je nutné pouZit pristroj s tiidou presnosti 0.5 nebo lepsi.
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Seminarni ulohy 2.7:

Napéti na mereném prvku se pohybuje okolo 1,5 V. Je lepSi pouzit pro méieni
piistroj téidy presnosti 0,5 s rozsahem (0-5) V a nebo pristroj téidy presnosti 1 s
rozsahy (0-2) V nebo (0-10) V?

ReSeni:  je vyhodngj$i pouZit druhy pristroj.

Seminarni tloha 2.8:

MéFime stejnosmeérné napéti, které se pohybuje v rozmezi (5-9) V. Je presngjsi
meéfit digitdnim voltmetrem se 4-mistnym displejem, rozsahem do 10 V a pies-
nosti + (0,6 % + 5) nebo na analogovém pristroji tiidy presnosti 0,5 s rozsahem
do10V?

ReSeni: presngjdi bude v tomto piipadé méieni analogovym voltmetrem.

Seminarni tloha 3.1:
Naleznéte funkci popisujici rozdéleni pravdépodobnosti vyskytu matematického
kyvadlav intervalu (—A, A) v aproximaci malého rozkmitu.

Navod: uvaZte souvidost mezi pohybem koncového bodu matematického ky-
vadla a rovnomérnym pohybem po kruznici o poloméru A.

Reeni: (x)—i 1—(1]2 E
P A

Seminarni Gloha 3.2:
Dokazte, Ze normalni rozdéleni (3.16) mav bodech x= u+ o inflexni body.

Seminarni Uloha 3.3:

Vypotitejte stiedni hodnotu nahodné veliciny, disperzi a asymetrii pro normalni
rozdéleni.

+00 —+00 t2
Néavod: uZijte vztahy: f e dt=r, f t’e 2dt =27

Reeni: <x>=u, D =0° y=0
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Seminarni tloha 3.4:

Vypotitejte stiedni hodnotu a disperzi diskrétni ndhodné veliciny popsané bino-
mickym rozdélenim.

Re%eni: <k>=Np, D, =Np(l-p)

Seminarni tloha 3.5:
Vypocitejte parametr asymetrie binomického rozdéleni.

Reeni:  y=(1-2p)/+/Np(l- p)

Pozndmka: prop=1/2 je y=0 arozdéleni je symetrické kolem stiedni hod-
noty.

Seminarni tloha 3.6:

Vypotitejte stiedni hodnotu a disperzi diskrétni nahodné velic¢iny popsané Pois-
sonovym rozdélenim.

ReSeni: <k>=pu, D, =u

Seminarni Gloha 3.7:
Vypocitejte parametr asymetrie Poissonova rozdéleni.

ReSeni: y = /[1/2

Seminarni tloha 3.8:

Vypogitejte stiedni hodnotu &tverce vzdélenosti < x* >, kterou urazime pii jed-
norozmérném pohybu v kladném i zaporném sméru po N diskrétnich krocich
o velikosti + L, se stgjnou pravdépodobnosti p = Y2 (,,ndhodna prochazka',
»random walk").

Navod: uzijte binomického rozdgleni a definice stiedni hodnoty.

Refeni: <x*>=NLU?

Seminarni tloha 3.9:

Vypogitgte stiedni hodnotu a disperzi rovnomérného, spojitého rozdéleni v in-
tervalu (ab).

Refeni: <x>=(b+a)/2, D, =(b-a)’/12
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Seminarni tloha 3.10:
Vypotitejite stiedni hodnotu a disperzi rovnomérného diskretniho rozdéleni
vintervalul<k<n.

Reseni: <k>=(n+1)/2, D, =(n"-1/12,

Seminarni tloha 3.11:

Ukazte, ze pro disperzi linearni kombinace nahodnych veli¢in a = Z ax plati

i=1

n 5 n
D, :Zl:a,. D, +.Zla1. CH
h i
Seminarni tloha 3.12:
Vypocitejte median Cauchyho rozdéleni (3.15). Ukazte zéroveni, ze Cauchyho
rozdéleni nema kone¢nou disperzi.

Seminarni uloha 3.13:
DokaZte, Ze je-li rozdéleni pravdépodobnosti spojité ndhodné veliciny symetric-
ké kolem stiedni hodnoty (konecné), je median roven této stfedni hodnoté.

Seminarni Gloha 3.14:
Ukazte, ze pro binomické rozdéleni je pro p = 1/2 median roven stiedni hodno-
te.

Seminarni tloha 4.1.:
Dokazte, ze pro stiedni hodnotu odhadu disperze diskrétni nahodné veliciny
s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti pfi jediném experimentu plati

N-1

<D, >== D,

Seminarni tloha 4.2.:

Dokazte tvrzeni o stiedni hodnoté odhadu disperze ndhodné veliciny ziskaném

pii n-nasobném opakovani experimentu v pripadé binomického rozdéleni
nN-1

<D >=N<p@-p) >=D .
k p1-p) KTAN
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Seminarni tloha 4.3.:

Dokazte, ze pii n-nasobném nezavislém opakovani experimentu je podle princi-
pu maximani vérohodnosti v pripadé Poissonova rozdéleni nevychylenym od-
hadem parametru u veli¢ina

Seminarni Gloha 4.4:
Odvod'te vztah pro odhad disperze norméniho rozdéleni pri n nasobném nez&
vislém opakovani experimentu

- 13 -
&2 == (% — i)’
ni=

Seminarni Gloha 5.1:

Ukazte, Ze odhad smérnice obecné piimky (viz (5.22))
~  SXY'-XY

% S.XX'—X"?

je odhadem nevychylenym.

Névod: vypocitejte <@, >.

Seminarni Gloha 5.2:
Odvod'te vztah pro disperzi odhadu smérnice obecné primky

n S’
D=2 s —x?

i=1
Navod: vyuzijte vztaha (5.22) a (3.60).

Seminarni tloha 5.3:

Ukazte, ze odhad parametru a, obecné primky, v pripadé, ze ngjistota vSech
meétenych bodu je stejna,

~ Y. XX - X.XY

% nXX - X?
je odhadem nevychylenym.

Névod: vypogitgjte < &, >.
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Seminarni Gloha 5.4:

Ukazte, Ze odhad parametru a, obecné piimky, v pripadé, Ze nejistota vSech

meétenych bodu je stejna,

. nXY-XY

a="—"—7
nXX - X

je odhadem nevychylenym.

Néavod: vypocitejte < & >

Seminarni Gloha 5.5:
Vypotitete stiedni hodnotu odhadu nejistoty merené veliciny y

n 2
6 =3 (8- ax) =
ni= n
pro pifpad méreni zavislosti popsané obecnou piimkou za piedpokladu, Ze nejis-
totavelic¢iny y jev celém intervalu méfeni stejna. (viz (5.32)).
Navod: postupujte analogicky s vypoctem pro pripad piimky prochazejici po-
¢étkem (odst. 5.1).
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